PT* 26/27 - DM 1
a rendre le vendredi 2 octobre

Méthode des sécantes paralléles

préambule:
Montrer que l’équation x> — 512 + 2z + 3 = 0 posséde une unique solution sur ]1,2]

Dans la suite de cet exercice, on note xg cette solution.
On souhaite déterminer une valeur approchée de x.
Pour cela on utilise la méthode des sécantes paralléles.

On note C la courbe représentative de f : x +— 2% — 522 4+ 2z + 3

1. La tangente en A(1,1) & C coupe I'axe des abscisses en un point d’abscisse c;.
On note Cy(c1,f(c1)) €C.
La paralléle & la tangente précédente passant par C; coupe 'axe des abscisses en un point d’abscisse cs.
Soit CQ(CQ,f(CQ)) eC.
La paralléle aux tangentes précédentes passant par Cy coupe 'axe des abscisses en un point d’abscisse cs.
Soit 03(03,f(03)) eC.

En poursuivant ainsi la construction on définit une suite (¢,)n>1.
(a) Faire un dessin pour illustrer cette méthode
(b) Ecrire I’équation de la droite tangente a C au point d’abscisse c¢,,.
3 —5c2 +Tc, + 3
5

6 .
(¢) Montrer que ¢; = 7 buis prouver que Vn>1,cp01 =

2. (a) En étudiant la fonction g : x — é(x?’ — 522 4+ Tz + 3), montrer que I = [1,2] est un intervalle stable
par g.
(b) Justifier avec soin que tous les termes de la suite (¢,) sont dans 'intervalle [1,2]
(¢) Apres avoir rappelé I'inégalité des accroissements finis,

justifier que pour tout n > 1 on a |g(c,) — g(zo)| < B\cn — 2o

4 n—1
(d) En déduire que Vn > 1, |¢, — xo] < (15) ler — ol

3. Prouver que (¢, ) converge vers x¢, et donner une valeur approchée de 2o & 10~7 prés en expliquant comment
vous procédez

4. La série de terme général c, est-elle convergente?
5. Existe-t-il un réel a tel que la série de terme général c¢,, — a soit convergente? Justifier



Méthode des sécantes paralléles

préambule
e On va bien str utiliser le théoréme de la bijection:
Pour cela, on étudie la fonction f : z + 23 — 522 + 22 + 3 sur l'intervalle I =|1,2[

— La fonction f est une fonction polynomiale, elle est donc C* sur [
Vo € I, f'(z) = 32% — 102 + 2

On trouve comme racines

_5—V19 5+ V19

T 3 et T = 3
— On remarque que
5—+v19 5—+v16 1
xr, = < = -
3 3 3
54++v19  5++/16
Tog = > =3
3 3
T —00 Ty 1 2 T2 +00
1 (x) + 0 - 0o +

On a ainsi f/'(z) < 0 sur I =]1,2[

— f est continue et strictement décroissante sur I donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f
réalise une bijection de I =]1,2[ sur |f(2),f(1)[=] — 5,1].
Comme 0 €] — 5,1] on peut affirmer 3!xzq €]1,2], f(zo) =0
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(b)

(©)

Soit n € N.
La droite tangente a I’arc Cy au point C,,(cn,f(cn)) a pour équation

Y= fl(cn)(x —¢n) + flen)

aprés calcul cela donne
y = (3c¢2 —10¢, + 2)x — 2¢2 +5¢2 +3

rem: cette question était piégieuse car elle n’était pas utilisée dans la suite!

e La droite tangente & I'arc Cy au point A(1,1) a pour équation

y=rWE-1)+f71)
aprés calcul cela donne
y=—5xr+6
e L’intersection de cette droite avec ’axe des abscisses est le point de coordonnées (6/5,0), on a

e Soit n > 1 un entier fixé.
Déterminons 1’équation de la paralléle a cette tangente au point C,,(c,,f(cn))-

. . . 1 . .
Son coefficient directeur étant —5, son vecteur directeur est | 5 et donc I’équation de la droite
est
T —cp 1 .
=0 soit =-=b.(z—cy)+ flc
y— f(Cn) _5’ Y ( n) f( n)

Apres calculs on trouve
y=—bx+c —5c2 +Tc, +3

e L’intersection de cette droite avec ’axe des abscisses est donnée par le systéme

_ci—5ci+7cn+3
B 5

{y = —bx+c —5c2 +Tc,+3 x
<

3 —5c2 +Tc, +3
5
e rem: ici, je vais étudier les variations de g’ pour trouver son signe, et ainsi en profiter pour
m’avancer pour la question 2(c). On pouvailt aussi procéder différemment comme suit.
Pour étudier le signe de ¢'(x) on peut aussi utiliser le discriminant ou remarquer que 1 était
racine €vidente

Ceci prouve que | cpy1 =

g (@) =322 10z +7=(x— 1Bz —7) =3(x —1)(x — 7/3)

et ainsi on sait que Va €]1,7/3[,¢'(x) <0  (signe d’un trinéme a lextérieur des racines)
Comme [1,2] C [1,7/3], on a donc en particulier ¢ < 0 sur]1,2] et ¢’(1) =0

e La fonction g est une fonction polynomiale, c’est donc une fonction de classe C*° sur R avec

1 6 )
g (x)=-(B32> =10z +T7) et ¢"(x) = =(x — 2)
5 ) 3
e Sur lintervalle [1,2], ¢’ est négative sur [1,5/3] et positive sur [5/3,2].
La fonction ¢’ est donc décroissante sur [1,5/3] et croissante sur [5/3,2]: la fonction g’ posséde

donc un minimun en 5/3 (le calcul donne ¢'(5/3) = —4/15 cela sera utile dans la suite).
x 1 5/3 P
9" (x) - 0 +
0 1
y \ \ / 5
15




Comme ¢’ < 0 sur [1,2], on peut en déduire que g([1,2]) = [¢(2),9(1)] = [1,6/5] C [1,2].

‘ Conclusion: [1,2] est un intervalle stable par g‘

(b) Comme ¢; € [1,2] et que [1,2] est un intervalle stable par g, on peut affirmer que Vn > 1,¢, € [1,2].
(résultat de cours)
rem: Cependant, comme l’énoncé demande "avec soin", il s’agissait de refaire la dé-
monstration par récurrence réalisée dans le cours en l’adaptant avec la fonction g et
lintervalle T = [1,2)
(¢) e On commence par rappelée, comme demandé,’inégalité des accroissements finis.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si AM > 0,Vx € I,|f'(z)| < M alors Y(z,y) € I%,|f(z) — f(y)| < M.|z — y|

e D’aprés le tableau ci-dessus, on a
Vz e [1,2], —4/15 < ¢'(z) <0

et donc

]vz € [1,2], ¢ (z)] < 4/15\

e Appliquons I’inégalité des accroissements finis:
on peut affirmer que

4
V() € [12%,]9(z) = 9| < 7z 1= — vl
Soit n > 1.
Pour z = ¢, € [1,2] et y = ¢ € [1,2], cela donne
4
19(en) = g(z0)| < £5-len — ol

4 n—1
(d) On montre par récurrence la propriété P, : 7 |c, — xg| < <15> ler — xo|” pour n > 1

e initialisation
4\°
— P1 est trivialement vraie car (15> =1
e hérédité
On suppose la propriété vraie pour un n > 1 fixé quelconque.

C’est a dire que 'on a
4 n—1
e =aol < (5) lea—

Or on a montré a la question que pour n > 1, on a

9(c0) — 90| < 55 ) e = 0

or
3 — 5% + 220 +3+5z0 0+ b5xg

g(cn) = ent1 et g(xg) = 5 — . =

ainsi 'inégalité devient

4
|en1 — o] < (15) Jen — o

En combinant avec I’hypothése de récurrence, on obtient bien ce qu’il faut

4 4 n—1 4 n
|Cn+1 — 1’0| < E . B .|Cl — .’E0| = T5 .|Cl — CL’()|

ce qui prouve que P, est vraie

. 4\"
e conclusion: | par récurrence on a montré que Vn > 1, |¢, — zg| < <15 ler — o




3. e Comme [4/15] < 1, on peut affirmer que lim(4/15)" = 0.

L’inégalité précédente donne alors

e On commence par remarquer que |c; — Zg| < 1 car 2o € [1,2] et ¢; € [1,2], on a donc

4 n—1
V=1, e, — x| < | —=
15

e L’inégalité précédente signifie que ¢, est une valeur approchée de xy avec une précision inférieure ou

4 n—1
‘gale o | — .
egaea(15)

Ainsi, si on veut étre sfirs que ¢, soit une valeur approchée de xy & 10~7 prés, il suffit de choisir n

4 n—1
tel — <1077
e (1)

e On résout cette inégalité, en composant déja par In qui est croissant

4
(n— 1).lnﬁ < —7In10

puis en divisant par In(4/15) < 0, cela donne

7In10

> BT 1132
"2 a@/is) t

Ainsi, le premier terme de la suite ¢,, pour lequel on est stirs d’obtenir une valeur approchée & 10~7
prés de xqg est ci4

4. Comme lim ¢, = zg # 0 la série de terme général est grossiérement divergente
5. On a vu que
4 n—1
Vn>0,0<|0n—1‘0\< (15) |Cl_x0|:1}”

. . . . 4 .
Comme la série de terme général v,, est un série géométrique de raison g = ' avec |g| < 1, on sait que

>~ v, converge et donc par comparaison Y |e, — xg| converge.
On vient de montrer que la série >_ ¢, — 2o est ACV.

Il existe bien un réel qui répond & la question, c’est a = g !



