3 \ Suites numériques

ANA 71 (Exercice d’oral Maths II)
Soient (@, )ns0 €t (bn)nso les deux suites réelles définies par a,, = cos(2"z) et b, = cos(2"y) ol (z,y) € R?
fixeé.
On suppose que pour tout entier n, a, > b,
1. Donner a,4; en fonction de a, ainsi que b,4; en fonction de b,. Factoriser a, 11 — b,41, puis en
déduire que pour tout entier n on a a, > |by,|
2. Montrer que la suite (a,) est décroissante
3. Montrer que la suite (a,) est convergente, et déterminer sa limite
4. En déduire qu’il existe un entier relatif k tel que z = 2km

\AUTOUR DES PREMIERES DEFINITIONS‘

ANA 72 (bornée a partir d’un certain rang...)
Soit une suite réelle (u,,) pour laquelle on sait que 3¢ > 0,Vn > 3, ju, — 4| < ¢

i) Peut-on dire que la suite (u,) est convergente?
ii) Peut-on dire que la suite (u,) est bornée? Si oui, donner un majorant et un minorant.

ANA 73
Soit une suite (uy,)n>o0 telle que VB € R,3ng € N, u,, > B.
1. A-t-on limu,, = +00? Justifier
2. Si l'on suppose de plus que (u,) est croissante, a-t-on limu,, = +o0o? Justifier

ANA 74
Soit (uy)n>o une suite qui converge vers 4.
1. Montrer qu’a partir d’'un certain rang, on a u, < 4.3
2. Montrer que pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel on a 8 — e < u,, + Uy < 8+¢
n+999
3. Quelle inégalité similaire a-t-on avec Wlno > ow?
k=n
ANA 75
Soit (uy)n>o une suite telle que limu,, =1 > 0.
Montrer qu’il existe k& > 0 et ng > 0 tels que Vn > ng,u,, > k

[SUITES EXTRAITES |

ANA 76
Soit (u,) une suite réelle.
On suppose que les suites extraites ((ugn)7 (U3n+1) et (’U,3"+2) convergente vers une méme limite [
1. Rappeler la définition de la convergence de ces 3 suites a 'aide de e.
(On introduira des rangs notés Ny, Ny et Nz)
2. & > 0 étant un réel fixeé.
Justifier qu'il existe Ny € N tel que Vk > Ny, [up, — 1| < e
3. Que vient-on de justifier?

ANA 77 (Généralise un résultat de cours)
1. Soit (u,) une suite telle que les suites extraites (usy),(uon+1) €t (us,) convergent. Nous allons
montrer qu’alors (u,) converge aussi. On note I; = limug,41, lo = limuy, et I3 = limus,

(a) Rappeler les résultats de cours que vous connaissez relatifs aux suites extraites.

1

(b) En considérant la suite (ug,), montrer que lp = I3
(¢) Montrer que i} =3
(d) Conclure

2. Le résultat reste-t-il vrai si 'on suppose que (ug,),(ugns1) et (ug,) convergent?

ANA 78

Soit (uy)ns1 une suite réelle telle que Vn > 1,Vp > 1,0 < tpyp < ——
np
Etudier la convergence de la suite (uy,)

ANA 79
Soit u = (u,) une suite réelle telle que limuy, =1 € R.

1. La suite (u,) est-elle forcément convergente? Justifier.
2. On suppose de plus que (u,) est croissante.
Montrer que limu,, =1

[SUITES DEFINIES DE MANIERE EXPLICITE |

ANA 80
Soient a et b deux réels. On s’intéresse A la suite (u,,) définie par u, = cos\/[472n? + an + b|

1. Le raisonnement suivant est-il correct? "Lorque n tend vers l'infini, on a /[|47?n? + an + b| qui
tend vers U'infini. Or la fonction cos ne posséde pas de limite en I'infini, donc la suite (u,) ne possede
pas de limite en l'infini!"

2. Justifier que \/[47%n? + an + b| = 2mn + = + o(1) lorsque n tend vers Uinfini

3. Qu’en conclure quant a la convergence de la suite (uy,)?

ANA 81
Déterminer limsin(v/47%n? + a.n) ou a est un parameétre réel positif.

ANA 82 nr
On s’intéresse a la suite (u,,) définie par Vn € N, u,, = tan (—)

On consideére la fonction f : z — tan (?)
5
1. Justifier que la suite (u,,) est bien définie.
2. Donner I'ensemble de définition de la fonction f
3. La fonction f est-elle bornée? monotone?

4. Justifier que la suite (u,) ne converge pas

‘SUITES DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

ANA 83 z
Pour n € N, on pose I,, = / tan” tdt
0

1. (a) Calculer I et I,
(b) Calculer pour tout entier n, I, + 12
(c¢) En déduire Pexpression de I,, en fonction de n
2. (a) Prouver que limI,, =0

P (—1)k1 P (—1)k-1
(b) En déduire que: In2 = lim (Z i) et % = lim (Z (=1) )

oo \4Z1 K poo \j—p 2k —1



ANA 84 1
On pose u, = / (In(1 + ¢))"dt
0
1. Montrer que (u,) est monotone, convergente et déterminer la valeur de la limite
2. Etablir une relation entre u,1 et u,. En déduire que (n+ 1).u, < 2.(In2)"™ < (n + 2).u,
3. Déterminer un équivalent (simple) de u,

ANA 85
On pose pour tout entier n > 0, u, = fol V1—trdt
1. Montrer que la suite (u,) est une suite monotone

tn
2. Etablir que pour tout ¢ de [0,1], on a les inégalités 1 — " < /1 —¢" < 1 — 5
3. En déduire que la suite (n(u, — 1)) est bornée.
ANA 86 1
dt
Pour tout n € N on pose u,, = —_—
o T+i+in

1. Calculer ug, u; et up

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (uy,)
odt

(b) T

¢) Montrer que la suite (u,) est convergente

(a)

b

Montrer que pour tout n € N, u,, <

1
tn
() Justif Q) —uy = [ ——————
3. (a) Justifier que In(2) — u, L u+rmﬂ0+ﬂﬁ

1
(b) En déduire que pour tout n € N, In(2) — u,, < ]
n
(c¢) Donner la limite de la suite (u,)

ANA 87 0 (—1)

Soient (uy)ns0 €t (Un)nso les suites définies par u, = >

et v, =u,—In2
=0 k+
(-

1
1. Calculer pour tout x € [0,1] la quantité f,(z) = > (—=1)*z*
=0

In+1

1+z
3. En déduire que la suite (u,) converge vers In2

1
2. En intégrant f,, montrer que v, = (—1)"/ dx
0

n
4. Calculer S,, = Y vy, et en déduire lim S,,. Que vient-on de prouver?
k=0
ANA 88 1
Pour n € N*, on pose U, = —'/ e'(1 —t)"dt
n:Jo
1. Calculer Uy
2. Trouver, pour n > 2, une relation entre U, et U,
no1

3. En déduire que: U, = e — —

=0 k!

n—00

e . n
4. Démontrer que 0 < U, < — bour prouver que: ¢ = lim (Z —)
n!

ANA 89 b
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose I, , = / (t —a)P(b—t)idt

1. Former une relation de récurrence liant I, , et I,11 41

2. Donner une expression de I, , & I'aide de factorielles

ANA 90
Soit f:[0,1] — R une fonction de classe C*° et p € N.

1
On pose pour tout n € N, I,, = / t" f(t)dt
0

1. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0

2. Déterminer un développement asymptotique de I,, a la précision o(=), puis a la précision 0(73—2)

1
n
ANA 91 1
On pose pour n > 1,u, = / e dx
0

1. Calculer u;. Montrer que la suite u,, est convergente.
2. Montrer que Vy € [0,1],1+y < e? <1+ (e — 1)y . En déduire [ = lim u,

n—00
3. Pour quelles valeurs de a € R a-t-on lim n®.(u, —1) =07
n—0o0

ANA 92

Pour 1 < k <netze[01], on pose fnr(z) = "

1
(k) 2P ((—=2)"* et Ix = / frg(t)dt.
0
On note My, j; le maximum de f, ; sur [0,1]
1. Etudier les variations de f,; sur [0,1]

2. Montrer que la courbe représentative de f, ; sur [0,1] admet un axe de symétrie lorsque n = 2k

3. Déterminer un équivalent de m,, ; lorsque n — 400
4. Déterminer une relation entre I, et I, j41, et en déduire la valeur de I,, 5

[SUITES DEFINIES PAR UNE SOMME |

ANA 93 01
Montrer que lim Y —— =2
n—oop—g (N
(:)
ANA 94
Soit z € R.
1 n
Déterminer lim —. > | kx|
n—oo N° 1
ANA 95 n
On pose a,, = Z Z — Inn pour tout n > 1
k=1

1. (a) Montrer que la suite () est minorée.

(b) Etudier le sens de variation de cette suite et en déduire qu’elle converge. On notera v sa limite.

no1
2. Donner la limite et un équivalent de S, = > — lorsque n — +o00
k=1
3. Déterminer lim ¢'*3++% avec ¢ € R*+ fixé.
n—oo

(indic. on pourra écrire que S, =Inn+~v+o(1))



ANA 96

1
On définit la fonction u sur R en posant u(t) =t +1 — i
ht
. Justifier que Vt € R, —1<%<1

. Etudier le signe de u(?).
. En déduire que pour > —1,In(1 + z) < shz
. En déduire que pour < 1, — In(1 — z) > shz

T = W N

1
. Justifier que pour tout n > 2 on aln(2n+1) —In(n+ 1) < Z ( ) <In2

n 1
6. En déduire la limite, quand n — oo, de ) sh (
k=1 n + k

[SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT |

ANA 97
1. Veérifier que, pour n € N*, I'équation 2 — Inz = n posséde, dans U'intervalle ]0,1], une et une seule
solution, que ’on notera u,,.

2. Etudier la monotonie de la suite de terme général u,, puis justifier que limwu, =0
3. Donner un équivalent simple de u,,, quand n tend vers l'infini, ainsi que de v, = e"u,, — 1.

ANA 98

1
Soit f:x € [1, + oof— e

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel a, > 1 tel que f(a,) =n
2. Etudier les variations de (a,), et montrer que (a,) n’est pas bornée
3. Donner un équivalent de a,, puis de a,, — e

ANA 99

Soit P (X)=X"4+X"'4+..-+ X —1pourn>1
1. Montrer qu'’il existe une unique racine, notée a,, de P, sur |0, + oo]
2. En considérant par exemple P,(a,_1), montrer que la suite (a,) est décroissante
3. Montrer que la suite (a,) converge.

n+1

4. Justifier que pour tout n > 1 on a a;™" — 2a, + 1 = 0 puis déterminer lim a,,.

ANA 100
T 20 1
Soit f:ox— —+ —+—.
On définit la suite (z,,) en fixant zy €]0,1/2[ et la relation Vn € N, 2,41 = f(z,,)
1. Montrer que I'équation f(z) = = admet une unique solution « €]0,1/2]

2. En déduire la monotonie de la suite (z,), sa convergence et sa limite
us

3. Montrer qu'il existe k €]0,1[ tel que Vn € N, |z,, — a| < 5

ANA 101 Lo Lo
Pour n € N* et x €]0,1[ on pose f,(z) = % + Z YT et g,(z) = % g i
1. Montrer qu'’il existe un unique u, €]0,1] tel que fy(u,) =0

1 4in
2. Montrer que kzl T 32~ on+1

3. Comparer f,(z) et g,(z) en fonction de x €]0,1]

1 1
4. En déduire que ¥n € N*, u,, < 1 + —. En déduire la limite de u,
n

[SUITES RECURRENTES |

ANA 102
Soit a € R.
Déterminer les suites réelles (u,,) convergentes qui vérifient la relation

Y 2 0,upye + (1 — @) pyy +au, =0

ANA 103
Donner l'expression du terme général de la suite récurrente complexe (uy,),>o définie par:

up = 0,u; = 1444 et Vn € Nyuyi0 = (3 — 20)upy1 — (5 — 5i)uy,

ANA 104 (on devra trouver des expressions simples!)
Soit 6 € ]0,7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par:

ug=1u; =1 et Vn € Nuy10 —2cosf.upi1 +u, =0

ANA 105
On considére la suite (u,) définie par uy € R et Vn € N, u,qy = —u2 +u,
1. Justifier que la suite (u,) posséde une limite. Préciser ensuite quelles sont les limites possibles.
2. Dans le cas ot ug < 0 donner lim u,,
3. Donner le tableau de variation de la fonction z — —2% + «
4. Donner alors lim u,, lorsque ug > 0

ANA 106
On souhaite déterminer les suites & valeurs complexes qui vérifient la relation de récurrence

Vn € N, 2up 19 = 3unpr — un + (=1)" (1)

1. Déterminer une suite (x,) qui vérifie la condition (1).
(on pourra chercher z,, sous la forme \.(—1)" avec A € R)
2. On définit la suite (v,) par Vn = 0,0, = u,, — Tp.
Montrer I’équivalence entre les propositions
i) (uy) vérifie la condition (1)
i) (vy,) vérifie la condition (2)Vn > 20,49 — 3vp41 + v, =0

3. En déduire toutes les suites qui vérifient la condition (1)

ANA 107
On définit la suite (u,) par ug € [0,1] et Vn € N, upqq =

e'n

eun 41
1. Montrer que Vn € N, u, € [0,1]



2. Montrer qu’il existe un unique a € R tel que 1= a et que a € [0,1]

e+
e
3. Montrer que Vn € N, Ju, 41 — a| < 1.|un —al

n
4. En déduire que Vn € N, |u, — a| < <Z> , puis que la suite (u,) converge vers «

5. Trouver un entier ng tel que u,, soit une valeur approchée de o & 1073 prés

ANA 108
On considére I'équation (E) : 2% — 22 +3z+1=0
1. prouver que (E) a exactement une solution réelle . Etablir de plus que o € [—%,0] =1
Pour déterminer une valeur approchée de o on considére la suite définie par ug = —
u2 —1
u2 +3
2. vérifier que si la suite converge ce ne peut étre que vers «
2?2 -1
2243
(a) prouver que f([I) est inclus dans I. Qu’en déduit-on quant aux termes de la suite (u,)?

1
3

et Vn 2 0,up41 =

3. on pose f(x) =

(b) démontrer que Vz € I,|f'(z)] < —

8 n
(¢) prouver que Vn € N* |u,, — a < (2—7) lug — a
(d) en déduire que la suite (u,) converge vers a. Puis déterminer un entier n a partir duquel on
est sfir que u,, approche a & 107 prés.
(e) existe-t-il un réel 8 pour lequel la série Y (u,, — ) converge? Justifier.

ANA 109 o
On s’intéresse a la suite définie par u =1 .
nzl, unpr=vV1+u,

1 5
On note ¢ = +2f et frx— 1+

On s’intéresse a la suite (u,) de deux maniéres différentes.

Justifier tout d’abord que v/1+4+ & = &

1. Premiérement
(a) Montrer que Vn > 1,1 < u, < ®
(b) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,)
(c) Justifier que (u,) est une suite convergente, et donner sa limite.

2. Secondement.

1
(3) Montrer que ¥ > 1 iy — £(6) < 5.Js — 9]
1
(b) En déduire que Vn = 1, |u, — ®| < ST
¢) En déduire une méthode pour déterminer une valeur approchée de ® a 10~ prés
(¢) En dédui éthode p 1é i 1 pprochée de ® & 1074 pré
ANA 110 1
On considere la suite (uy,)nen définie par ug et Vn > 1,4, = ——
14 wyp_q

(0] te f:ax— tg=fof
nnote f:x 1+xeg fof

1
. Montrer que Vn > 0,u, € [5,1] =1
. Quel est le sens de variation de f sur [?
. Calculer ug, u; et us
. Montrer que les suites (ug,) et (u2,+1) sont monotones, de sens de variation opposés

U= W N =

. Justifier que les suites (ug,) et (ugn41) convergent vers la méme limite. Conclure

ANA 111
On pose ug = 3 et Vn = 0,u,41 = cos(uy,)

1. Montrer que I’équation cosz = x posséde une unique solution a, et que « € [0,1]
3
2. Montrer que Y(a,b) € [0,1]%, | cosa — cosb| < g.m — b

3 n
3. Montrer que ¥n € N, u,, € [0,1] et que |u, — a| < <\2[> . En déduire la limite de u,

4. Comment obtenir une valeur approchée de a a4 107% prés?

ANA 112 (une suite complexe)

Soit a € C —iR.
o 1 1
On consideére la suite (z,) définie par zp = a et ¥n € Nz, = 5 (= + 7)
Zn
1 1
1. Onpose f:z+— — |2+ —
2 z
(a) Montrer que z € iR <= f(z) € iR
(b) En déduire que la suite (z,) est bien définie.
Zn— 1

2. On suppose de plus a # —1. On pose alors pour tout n, u, = ey
Zn
Trouver une relation entre u, 1 et u,. En déduire ’expression de u,, en fonction de n.

3. (a) Déterminer lim u,, puis lim z, lorsque Re(a) > 0
(b) Déterminer limu, puis lim z, lorsque Re(a) < 0
(c) Justifier que le cas Re(a) = 0 n’est pas & envisager
ANA 113

On consideére la suite définie par Vn € N, u,, = —3.4" + 5.
Montrer qu'’il s’agit d’une suite arithmético-géométrique en donnant la relation de récurrence suivie.

[SUITES ADJACENTES |

ANA 114
Dans chacun des 2 cas, montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite
n 2n 1

1 u, = to, =3 —
= T Xy
2 i ! t Jr1
.Uy = — et v, = U —

ANA 115 ( preuve de l’irrationnalité de ¢)
On considére les suites :

SRS U Lo ]
Up = +ﬂ+ﬁ+§+m+ﬁe'l}"iu”+a
1. Montrer que (uy) et (v,) convergent vers la méme limite.

2. Montrer que cette limite n’est pas rationnel (on raisonnera par I’absurde)

8



4 ‘ Séries numériques 3. (a) Soit n un entier naturel non nul. Rappeler la formule donnant la somme des n premiers termes

d’une suite géométrique de raison g # 1, de premier terme 1, i.e.: E Pl

ANA 116 (Banque PT 2020 C, (extrait)) —
Partie 2 1—(1=10t)"
Dans cette partie, on cherche a déterminer les fonctions h, continues en 0, prenant la valeur 1 en zéro, (b) En déduire, pour tout ¢ de ]0,1], Iexpression de: ———————en fonction d’une somme.
telles que, pour tout réel z: 1—(1 =)
. 11-(1-1)
(c) Pour tout entier naturel non nul n, on pose: I, = |, : dt

h(2z) = h(x) cos(mx)
1. Pour tout réel a, exprimer sin(2a) en fonction de cosa et sina. Etudier la convergence de Iintegrale I;..

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, et pour tout réel x:
T\ T T
sin(rx) = 2"sin ( — Hcos .
on 2k
k=1

3. Montrer que, pour toute solution h, tout entier naturel non nul n, et pour tout réel z :

L
(d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n: I,, = > T

t
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose: u, = fol mdt
n(n

(a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, l'intégrale u, en fonction de n.
(b) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.
(c) En déduire Pexistence de:

x T T T
hz)=h <7> cos (T) <+ - COS (—2> cos (—) . 1 1
2 2 2 2 v = lim {1+7+~~~+7—1nn}.
. n——+o0 2 n
4. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, et pour tout réel x:
ANA 117
h(z) sin <LZ> _ in (%) sin(mz). Soit (uy)n>0 une suite de réels ou de complexes.
2 2 2 1. La somme partielle d’indice n de la série de tg u,, est
) ) . . T 2. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg u,, est
5. Pour tout réel z non nul, déterminer la valeur de lim A (—) . . e L.
n—otoo  \2n 3. La somme partielle d’indice n de la série de tg us, est
1 T . . e qe -
6. Pour tout réel z non nul, déterminer la valeur de liril > 77!'27 ) 4. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg us, est
n—+oo 2™ i <7>
7. Déduire des résultats précédents ’expression, pour tout réel x i: h(x) en fonction de z 2 u o "
. ’ ’ (A) D (B) > uz €)Y um (D) >
Partie 3
J - k=0 k=0 k=0 k=0
1. Etudier la convergence de la série de terme général: In{cos{——]]. p p p
n+1 ‘DETERMINER LA NATURE D’UNE SERIE NUMERIQUE ‘
2. On considére la suite (R , de premier terme Ry = 1 et telle que, pour tout entier n > 3:
(Bn)n>2, de 1 2 qaue, 1 z ANA 118
R R ( T ) Pour chacune des séries déterminer la somme partielle d’indice n et préciser si la série converge
n = Ilp—1 COS | ——
n+1
n n+1
a) » (=1 b) » (=1)" c) n d) In d) In
(a) Calculer, pour tout entier n > 4, et de deux fagons différentes : nz}:o ;23 ngo nz;l n+1 nz;l n
n ANA 119
Z{ln Ry —In Ry} Parmi les séries ci-dessous, indiquer celles qui sont grossiérement divergentes
k=4
) 1 n2050 (71)71/”2
(b) La suite (In R,),>2 est-elle convergente? a) Z"Z b) Z” s ©) Z on d) Z n+4
e 5 . nx=1 nx=1 n=0 n=0
(c) Justifier I'existence de:
N - ANA 120
R= NLIIEOC cos (E) . Indiquer la nature précise(CV, DV, ACV, GDV) des séries suivantes:
= / 1 (—1) 1 1
On écrira, dans ce qui suit : Z e Z — Z - Z % Z vn Z cosn
T eos () = T eos ( (-2) (1)
lim cos <7) = ][ cos (7> . —2) | 2" 1— 10" —" ("t !
him TLeos () =1 eos ( POE=EIED SUNND O=-SD SIES TR LD DL D DITC-
10



ANA 121

Soit (u,) une suite positive et (v,) une suite négative telles que Vn > 0, Y up = 7 + v,

Justifier que la série de terme général u,, converge et que la suite de terme général v, converge.

ANA 122 (développement personnel) /1 n g
0

Déterminer la nature des séries de terme général u,, =

ANA 123

a n
Déterminer la nature de la série de terme général (ﬁ) ol a est un réel donné autre que —1.
a

Et si a était un complexe?

ANA 124

Soit @ un nombre complexe.

k=0

. s, A 2 2
Etudier la convergence des séries de terme général u,, = (a™)? et v, = a"

ANA 125 (fondamental)

Soit o € R.
—1)n
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = )
nCV
ANA 126
Soit (A,) une suite croissante de réels qui tend vers +oo.
Déterminer la nature de la série Y (—1)".e~*
ANA 127
Nature des séries de terme général :
n4+ 3 nlnn - P
1. 2. n®sin —
2n+1 ”
4. sh— —sin — 5. (_1)7””
Ty nd+42n2+1
(A 8. (~1)"shlsinl
p— (=1)"sh - sin
1 1.4.7.....(33n —5)(3n — 2)
10. —— 11.
(Inn)™ 3n.n!
1
2 3
13.3In(n*+1) —2In(n* +1) 14. Ty
1 n
16. e — (1 + 7> 17. Yn— "Vn+1
n
19, Cxplin)_ 20, V7
n* 4 cosn
(In n)2028
22. (In 2024 23. 7,1,000000001
25. 7" 26. e~V

—1)"
28. sin(2m+/n? + (=1)") 29. In (1 + ﬁ)

V- 4nl
3l.vVn2+1—+vn?2—-1 32. %
n .

11

2" n!

nn

n
6.22 cos %F

3.

9. (-=1)"sh < cos

12. ¢/n — "/n

t Un i
- dt et v, = / Ldiﬁ
14+¢ 0 V1+t2

1
n

15

nn

n 2n—1
18.
<3n — 1)

2Xx4x6x---x(2n)

ANA 128
a,b et a étant deux parameétres réels, nature des séries de terme général :

14+ n®
3. ln(2+nb>

1 b
1.vVni+2n+1—+vni4+an 2.cos——a——
n n

1 1 n —1)"
4. a"sin — 5. ta b . #
n n ne + g—l)"
7. ch®n —sh®n 8. arctan n® 9, ———
nln(l + a™)
a2V
10, ——— 11. tanmv/n2 +an +b 12. arccos (/1 — L
i 1 2V . "
a .
13, ——— 14— 15.v/n3 +an —vn2+3
n.Inn 1+ a?
ANA 129 -
Soit a un réel strictement positif. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = W
n)!

ANA 130 (le contre-exemple classique qui prouve 'importance du signe stable dans la rde)

(1 o
Vi Yo

. Justifier la convergence de la série Y u,

et v, =1In(1 4+

On pose u,, =

. La série de terme général v, est-elle une série alternée?
. Donner un équivalent de v,

=W N

. Calculer un développement limité de v, avec trois termes
5. En déduire que la série de terme général v,, est divergente

ANA 131 (nature de la série Y cosnf)
Soit 6 un réel. On note u,, = cosnf

1. Dans quels cas simples, peut-on conclure quant a la nature de Y u,?
2. On considére maintenant que 6 & wZ.
(a) Ecrire une égalité entre u, 1 et uy,
(b) On suppose que limu, = 0. Montrer qu’alors la suite (sinnf) converge elle aussi vers 0. En
déduire une contradiction.
(c) Conclure
On vient de montrer que la série Y, cosnf est toujours grossierement divergente.
On aurait pu aussi passer en complexe pour déterminer l’expression explicite de la somme partielle
d’indice n
ANA 132 (

On consideére la série de terme général u,, =

3n +1000\"
5n — 999
Montrer que pour n assez grand on a 0 < u,, < 0.7" puis conclure.

ANA 133
Dans cet exercice nous allons montrer que I'ensemble des entiers n tels que 2°* < (4n)! est fini.

(4n)!

1. On pose u, = oz Montrer que Y u, est une série convergente.

2. En déduire que pour n assez grand 2" > (4n)!, puis conclure.

ANA 134 1 1
Déterminer la nature des séries de terme général u,, = arcsin — et u,, = arccos —

vn v
12



ANA 135
Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par u,, = Z

n 1
—Inn = —_ ) -1
1+k2 nn (lgl 1+k2) nn

" Ink

1
3 7) — ~(Inn)? est convergente.
=1k 2

ANA 136
Démontrer que la suite définie par u, = (

Inx
(On pourra introduire la fonction f : x — —— et vérifier qu’elle est décroissante sur [3,+ oco[.)
x

ANA 137 (une v.a. qui posséde une_yvariance posséde une espérance)
Soit (pn)nso une suite positive telle que Y p, = 1 et (2,,),50 une suite réelle tq Y p,.z2 converge
n=0
Montrer que Y p,.z,, est une série convergente
ANA 138
1. Soit (u,) une suite réelle qui vérifie la relation w19 + w,11 + u, = 0.
Déterminer les suites (u,) tel que > u, CV

2. Méme question pour la relation 3.u, 1o — 4.2,11 +u, =0

ANA 139
trés formateur sur la recherche d’équivalents

1 1

1. Soient aw > 0 et 5 > 0. On pose u,, = sh — —sin —

] ne nf
Déterminer la nature de Y u,

2. Soit a un réel. Déterminons la nature de la série de terme général u,, = arctan n®.

ANA 140 (démonstation de z" = o(n!))

n!
Soit x > 1 un réel fixé. On note a, = o et S, =1Ina, pourn > 1

n k

1. Montrer que S,, = > In — pour tout entier n.
k=1 T

2. En déduire que lim S,, = 400

3. Justifier que 2™ = o(n!)

ANA 141

u
Soit (4, )ns0 une suite complexe telle que Ik € R, Vn > 0 ntl

<k

Un

1. Montrer que la suite (Ju,|) est majorée par une suite géométrique que l’on explicitera.

2. A quelle condition sur k est-t-on sir que la suite (u,) CV? Que la série de terme général u, CV?

3. Dans le cas ou k < 1, déterminer en fonction de k et de ug le plus petit entier N pour lequel on
est stir que Juy| < 1073

ANA 142
Soit u, =

(71)n

n3/4 + cosn
1. la série Y u,, est-elle absolument convergente?
=

ey + vy, étudier la convergence de > u,,

2. en écrivant u,, =
ANA 143

Soit (uy,) la suite définie par ug =1 et ¥n = 0, upq1 = .74
1. Etudier la suite (uy,)

13

1 1

2. On pose v, =
Aunﬁ»l U,
Montrer que limwv,, = 1

3. En utilisant le théoréme de Césaro (cf. RDM), déterminer un équivalent de w, puis la nature de
> Uy
ANA 144
Soit (uy) la suite définie par u; = 5 et Vn = 1un1 = sin(u,)

1. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

1 1
2. On pose pour tout n > 1, v, = —— — —. Montrer que (v,) converge vers 1/3.
Un+1 Unp,
- JUN . R . 3 1
3. En utilisant le théoréme de Césaro (cf. RDM) a la suite (v,,), montrer que u,, = /— + 0(7)
n n
ANA 145

Soient Y u, et Y v, deux séries & termes positifs convergentes.
Montrer que les séries suivantes sont convergentes

i) Z max(ty,vy,) i) Z VUnUp

ANA 146 u

Soit (u,) une suite de réels positifs. On pose v, = 1 +" .
Up

Montrer que Y u, converge ssi Y v, converge

ANA 147 e—tn

On consideére la suite (u,,) définie par uy =1 et w41 =

pourn > 1

Déterminer la nature de la série de terme général u,,
(On pourra montrer par absurde que cette série est divergente)

ANA 148
Soit > a,, une série convergente A termes strictement positifs.

°h —
et > ch(ay,)

1
convergent
1 + ap

Montrer que les séries »

‘ETUDIER LES SOMMES PARTIELLES OU LE RESTE

ANA 149
Déterminer un équivalent des expressions suivantes lorsque n — oo
n +oo 2n
Sp= k200 T,= Y k200 Un = In(n!) Vo= > Vk
k=1 k=n+1 k=n+1
ANA 150 o 1
On souhaite donner une valeur approchée de S = > — 2 1072 prés.  On pose u, = —-
-in n
k
1. Montrer que pour tout k& > 2, on a ug < / 5 (on note vy, cette quantité)
k-1

dt
2. En déduire que pour tout n > 1 et tout N > n, on a z U, < / 5
k=n+1 n

14



ANA 159

. Justi g . enti > < — ‘oposer g ¢ a . 1 1 2
3. Justifier que pour tout entier n > 1, on a 0 < R, < o2’ et proposer une valeur approchée de S a Montrer la convergence et déterminer la somme de 3™ u,, oft uy = 4 _ 2 aveen>2
1072 prés. vVn+1 n—1 +/n
ANA 151 - 1 ANA 160
Convergence et valeur approchée a 1076 prés de S = Nature et somme des séries suivantes :
Verg Vi pp p £2k+3k+,“+2026k 9 3
1. In(1+ 7) 2. — 3. —1)ngp?n+l
ANA 152 gl ( n(n+3) gl n! go( , )
Soit a et b deux paramétres réels. On note u,, = v/n + a.v/n+ 1+ b./n+2 4% 9-n/2 cos(nz) 3 i _ 6. ”7'
1. Déterminer une cns sur (a,b) pour que y  u, converge n>0 4 n>0 (12 + ) n>1 T .
2. Sous cette condition, déterminer la somme de la série ainsi qu'un équivalent simple du reste d’ordre n 7.0 v 8.3 n”—1 9. " .
ANA sin(n+1)(n+2) w0 nl =1 (1 —an)(1 — anth)
153 2n3 —3n? +1 1
. Inn " Ink sl 7o T L —nt(=1)"
1. Déterminer la nature de >, —. On note S,, = 3 . 10. > (n+3)! 1.5 In(1 n2) 12. 32 27
n>1 M =k n20 1 ’ : n=2 ( /2) n=0 1
. s p . P P cos(nm
2. Encadrer la somme partielle S, en utilisant deux intégrales, puis en déduire un équivalent. 13. 71;2 78 14, ngo o 15. 7;] In cos(?)
ANA 154 Z " > T >
> a 16. 3 8% sin’ (1) 17, —
Pour a € R on note S(a) = Z] e E:o 3 7%0 k:zn;rl 2k
n=
1. Montrer que la série définissant S(a) est convergente ANA 161 (D’aprés un exercice d’oral) .
2. Encadrer S(a) avec des intégrales lorsque a > 0 Soit p > 0 un entier. On note pour tout k > 0, uy = ————
3. En déduire la limite de S(a) lorsque a — +00 (k: )
1
ANA 155 " 3n + 2 1. Simplifier aal
On pose pour tout n > 1,v, = (-1)".————— Uy,
n3 4+ 3n2 + 2n N —(n+1u
1. Montrer que Y v, est une série convergente 2. Montrer que pour tout entier n >0, > u;, = ]771"
n>1 k=0 p—=
2. On note R, le reste de cette série numérique. 3. Montrer que la série de terme général uy, diverge pour p=0oup=1
3n+5 N p
a) Justifier que Vn > 1, |R,)| { —————— 4. Dans le cas ot p = 2, montrer que ug converge et que sa somme vaut
(@) 4 Bl n3 +6n? +11ln +6 go p—1
b) En dédui 1 hée d A 1072 pre
(b) En déduire une valeur approchée de HZ:] v, A prés ANA 162 ——
On pose pour tout n > 0, R, = > >
DETERMINER LA SOMME D’UNE SERIE NUMERIQUE k=ntl T
_1\n
ANA 156 1. Montrer que la suite (R,) est bien définie, cad que la série de terme général >— est bien
1 n
On consideére la série de terme général u,, = 3 avec n = 2. convergente
n°-=n 2. Mont la séri R, est ent
1. Déterminer la somme partielle d’indice n OHEREr que fa sene XO:O n OS50 COMVETgEnte
2. En déduire la convergence et la somme de la série 3. On souhaite calculer )~ R,.
n=0
ANA 157 Pour cela on note Sy la somme partielle d’indice N de cette série.
. , x ™ 0 (—1)"
Soit  un réel tel que ¥n € N, o # 0[5] (On admettra que 21 % =-In2)
Apreés avoir exprimé ——— — tanz de maniére simple en fonction de tan(2z), N+L (—1)* o (=1)F
tan(lrz;) (a) Montrer que VN > 0,5y = > T (N +1). 2
) x 0= o= v
justifier que la série > — tan — converge et donner sa somme r= ) RN
=0 on omn . . 00 (_1)k
= (b) Donner un majorant simple de | > 2
ANA 158 . hEN
Soient (a,b,c) € R3 tel que a + b+ c =0 et (w,) une suite numérique telle que lim w,, = 0. (¢) En déduire que > R, = —In2
Pour tout n > 0 on pose u,, = aw,, + bw,11 + cwpi2 n=0
Montrer que Y u, converge et calculer sa somme.

n=0

15 16



ANA 163
Nature (et somme éventuelle) des séries de terme général :
fan(———) tan (2 " 9
n = arctan(———— v, = arctan | — et Wy =

n®+n+1 " n? " (Bn+1)(Bn+4)
(on pourra, pour Y u, ety v,, utiliser la formule d’addition (en la démontrant):
arctan(a) — arctan(b) = arctan(la; b) si (arctan(a) — arctan(b)) €] — 5,5[)

a

ANA 164

Inn 1 1
Pour n > 2 on pose u, = on et v, = ﬁln 1—;

1. Montrer que Z up et > v, sont deux séries convergentes

1 o
2. Montrer que Z Un =5 > up
n=2

n=

ANA 165

Soient (a,b,c) € R3 tel que a + b+ c =0 et (w,) une suite numérique telle que lim w,, = 0.
Pour tout n > 0 on pose u, = aw, + bw,11 + cWyio

Montrer que Y u, converge et calculer sa somme.

n=0
ANA 166 ~ 2
On admet dans cet exercice que Z =
k:
x, 2k +1 5 ) 5
1. convergence et somme de Z W (on remarquera 2k* + 2k +1 = k* + (k + 1)?)
k=1

e 1
2. convergence et somme de k;l e
a b d

(déterminer les réels a,b,c et d tels que ———— 4+ — 4+ = +

RE+1)? ko k+1 k2 (k+1)2)

[PRODUIT DE CAUCHY |

ANA 167
Pour n > 0 on pose ¢, =

1 o, 4k
AL k=0 k'
1. Montrer que la série de terme général ¢, converge

2. Déterminer 2 réels a et b tels que Y ¢, = (Z a—') . (Z b”) et en déduire Y ¢,
n!

n=0 n=0 n=0 n=0
ANA 168
X n+1
Convergence et calcul de ) 3
n=0
ANA 169

Soient a et b deux complexes de modules strictement inférieur a un.
1 uk+1 _ bk+1

1—(1,‘1—1):k,:0 a—b

NgE

Montrer que

[PETITS PROBLEMES

ANA 170
Soit (,)n>1 la suite définie par ¢y €]0,7[ et Vn € N* ¢, = sint,

17

1. Montrer que Yn e N*. 0 <t, <7
2. Montrer que la suite (¢,) converge vers 0

tn
3. Montrer que Y In ( ;r

! ) diverge

‘n

4. En déduire la nature de >_ #2 et enfin celle de Y t,

ANA

On consideére la série de Y

171 (série et mtegrfllel))

n>() 3n+ 1

On note Sy la somme partielle d’indice N

1. Montrer que cette série est convergente

U L (—g3)N+1
2. Montrer que Sy =1 — Jy avec [ = / et Jy = / ——dt
0 0

1
3. Trouver 3 réels a,b,c tels que — =

4. En déduire la somme de la série Y

1+ 1+
a n bX + ¢
1+X3 X+1 X2-X+1
(-1

n=0 3n+1

\/3.71’ In2

-/

(On trouvera

9
ANA 172 (série et intégrale) 1
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. On pose a,, = / t".f(t)dt
0
1. Montrer que la série Y (—1)".a, converge vers I = ) ==t
n>0 o 1+1
o (—1)"
2. En déduire la valeur de (=1)
n=0 N + 1
ANA 173 (série et intégrale)
Soit a > 0.
T
1. Justifier que pour tout entier n > 1 et tout ¢ > 0 on a T S (=1)k.gak| < ¢ntDa
k=0

2.

1 =}
En dédui
n deqauire que /0 11 Z

3. Application pour a = 2
ANA 174
1. préliminaire: Montrer que si la série de terme général z,, > 0 converge alors la série de terme

. On pose pour tout n élément de N: v, =

général xfl converge aussi

U():l

. Dans les questions suivantes, on considére la suite (u,) définie par Un s o
=

Un+1 =
" chu,

Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.
Un+1 1

n
(a) Montrer que la suite (v,) est strictement négative

(b) Montrer que (v,) est convergente de limite nulle

n—1
(c) En utilisant Y In(1 + vy) , montrer que la série de terme général v, est divergente

18



2
u
4. (a) Montrer que v, ~ — ?"

(b) En déduire que la série de terme général u? est divergente
(¢) Conclure quant a la nature de la série de terme général u,,

ANA 175
Nous allons montrer la convergence de la série de terme général

(n—1)
(1+VD(1+v2)...(1+/n)

et en calculer la somme. Pour cela, on pose Vn > 1,v, = \/nu,

Uy = avecn > 1

n

1. Aprés avoir justifié que u, = v,—1 — v, pour n > 2, montrer que > up =1—1v,
k=1

2. En déduire que ) u, converge.

n 1
3. Montrer que Inv, = — > In (1 + —) .

o0
4. En déduire que limInv, = —oco. Donner > u,
n=1

ANA 176
Pour tout n € N*; on note

u, = H, —Inn, v, = H, —In(n +1)
1. Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes
2. En déduire qu'il existe une constante v € R telle que

H, =1n(n) +~+o(1)

1 a b
3. Montrer qu'il existe un unique couple (a,b) € R? tel que ¥n € N*, ——— =

n(2n —1) m-1'n

4. Justifier que la série gl m

précédentes

19

est convergente et calculer sa somme en utilisant les questions

‘ QUELQUES CORRIGES ‘

1. Nous allons utiliser la formule de trigonométrie cos(2X) = 2 cos?(X) — 1.

On a donc | pour tout n > 0,a,41 = Qafl —let by = Qbi — 1‘

Pour n >0, on a
Aps1 — bpp1 = Qai - Qbi = 2(an — by)(an + by)

Comme on a supposé que pour tout entier n on a a, > b,, on peut écrire

Ap+t1 — bn+1

an + b, = b
ap — Op

et ainsi remarqué que a, + b, > 0 car quotient de deux nombres strictement positifs.

On vient de prouver que Vn > 0, a, > —b, , comme on sait aussi que Vn > 0, a, > b,, on peut bien
en déduire que |Vn > 0, a, > |by]

. Pour n > 0 fixé, on a

Upy1 — Ap = 202 — ap, — 1= (a, — 1)(2a, + 1)

Or on sait que a, > 0 (car a, > |b,|) et a, > 1 (car a, = cos(...)),
on en déduit ainsi que a,41 — a, < 0.

On vient de montrer que ‘la suite (a,) est décroissante. ‘

. Comme la suite (a,) est une suite positive, elle est minorée par zéro.

La suite (a,) est minorée et décroissante: on en déduit qu’elle est convergente.
Notons L sa limite.

On sait que Vn > 0,a,41 = 202 — 1.

Par passage a la limite cela donne L = 2L? — 1, c’est a dire 2L2 — L — 1 = 0.
-1

Or les solutions de cette équation sont 1 et -5

Comme L > 0 (car limite d’une suite positive), on en déduit que nécessairement L = 1.

‘Conclusion lima, =1 ‘

. La suite (a,) est une suite décroissante qui converge vers 1, on a donc Vn > 0, a, > 1.

Mais on sait aussi que par définition 1 > a,.
On a ainsi Vn > 0,1 > a, > 1, cad |Vn > 0,a, =1
C’est en particulier le cas pour ag, or ag = cos(x)

Comme cos(z) = 1, on peut affirmer qu’il existe un entier relatif k tel que x = 2k7!

— On va s’intéresser aux suites extraites (ug,) et (uzn41)
Par hypothese, on a dans le cas particulier ou p = n

.2 -
Comme lim — = 0, on a avec les gendarmes |lim ug, = 0

n
— Par hypothése, on a dans le cas particulier ot p =n + 1

2n+1

vn 21,0 < ugpqr < m

20



. 2n+1 -
Comme lim ——— = 0, on a avec les gendarmes
n(n+1)

Comme les suites extraites (uQn) et (U2n+1) convergent vers 0, on peut affirmer par théoréme que

‘ (un) converge aussi vers O‘

2. On trouvera

[472n2 + an 4 b| = 27+ = + o(1).

La fonction tan est continue sur le segment [0,7/4] & valeurs dans [0,1],
donc pour tout entier naturel n, la fonction t — (tan(t))™ est continue sur le segment [0,7/4] aussi.

— On vient de vérifier que les intégrales I,, existaient bien pour tout n € N

o /4 ln 2

=3

1. (a) [Ip= 1dt71 e jU/ tan(t)dt = [— In| cos(t)|]7/* = —In(1/v/2) =

(b) Soit n € N.
Par linéarité de I'intégrale, on a

/4 /4
I+ Lo = / tan™(t) + tan™"2(t)dt = / (1 + tan’(t)) tan™(t)dt
0 0

En effectuant le changement de variable u = tan(¢), on a du = (1 + tan?(t))dt, et donc

1
n+1

IrL + ]1L+2 = fol udu =

(¢) Pour déterminer I,, on va distinguer les cas n pair et n impair comme sur les exemples suivants:

1 1 1 11
K = [==—(=—T))==—=+1
Lhi=3-h=3-G-l)=3-7+h
1 1 1 1 1
F L= =-—(=—T)=>—>+1T
Ty (2 ) 1 gth
1 1 1 1
Fl=-—L==—=+4-—1
R
Au final on peut montrer rigoureusement par récurrence que
i ! LIS S +( 1)P1+( -y = 1)PW+Z(71)IH
1. = — _1\»Z _ Oy et
T op—1 2p—-3 2p-5 3 4 4= k-1
1 1 1 1 In2 In2 2 (=1)*
i. I = — — —1)P (= - == = (—1)P—= ~ 7
b =g g st TG s = P Ty
2. (a) Soitn e N
— Le changement de variable x = tant donne I, = f ! Jidl
0 1+l.z

~ Pour tout z € [0,1]] on a 0 < < z", ce qui, par croissance de 'intégrale, permet de

1+
dire que fol() fol T+ 2(1 < f z"dx.

- 1
On a ainsi pour tout n,0 < I, < P Le théoréme de convergence par encadrement
n

nous permet d’affirmer que

(b) Comme la suite (I,,) tend vers 0, on peut affirmer que ses suites extraites (I5,) et (Iopi1)
convergent elles aussi vers 0

21

(="
12k — 1

A la question 1)c)i), on a montré que (—1)P1y, = + Z

La suite ((—
0), t donc aff fim 32
ers on peu onc atiarmer que lim

vers P e &%k —1 4

P (—1 k—1 T
im 2 EDT T
n—oo f=1 2k — 1 4
— avec un raisonnement similaire on prouve 'autre égalité.
Soit n € N.
Nous allons utiliser la croissance de ’intégrale.
Comme

Vte [0,1,0<In(l+¢)<In2<1 (%)

On a

vt € [0,1], (In(1 + )" < (In(1 +¢))"

et donc par croissance de l'intégrale
1 1
/ (In(1 4+ 6)™dt < / (In(1 + £))"dt
0 0

cad
Up+1 < Unp

Conclusion ‘ (uy) est une suite décroissante

Soit n € N.
Comme la fonction x — 2™ est une fonction croissante sur RY, on a d’apres (*)

vt €[0,1,0 < (In(1 + )" < (In2)"

ce qui donne par croissance de l'intégrale

1 1 1
/ 0.dt < / (In(1 4+ £))"dt < / (In2)"dt
0 0 0

0< u, < (In2)"
Comme In2 ~ 0,67 on a lim(In2)" = 0.

Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

cad

2. Soit n € N

On réalise une intégration par parties sur
t) = (In(1+¢)"*+!
On pore 1) = (m(1+1)
o(t) =t+1
Cela donne

ui sont bien C' sur [0,1].
(petite astuce!) 4 (0.1

Upyr = [(t+1).(In(1 + )]y — (n+ 1) /o (t+ 1)1 Jlrt(ln(l +1t))"dt

=2.(In2)"" — (n+1).u,
Nous allons prouver I’encadrement demandé.

22

1)?I,,) tend vers 0 (produit d’une bulte bornee par une suite qui converge

- P
= —— soit de maniére équivalente que



— Comme la suite (u,) est décroissante, on a u,,; < u, ce qui donne 1. Une ipp donne U; = e — 2

. 1
2.(In2)" — (n 4 1).up < uy 2. Une ipp donne Vn > 2,U,, = i +Up-1
¢ deia 3. Par récurrence
et déja i Jassiquel
2.(In 2),,“ < (n+2)u, 4. Vraiment classique!
. L. L n=2 1
~ On avuen QI que la suite (u,) était positive, on a donc On pourra commencer par montrer que lim, ,o, Y, ——— =0
k=2 (T
Un+1 > 0 (If)
cad 101 1. On va bien sir utiliser le théoréme de la bijection
2.(In 2)”“ —(+1)au, >0 — La fonction f,, est C* sur U'intervalle |0,1] comme somme de fonctions ¢*, avec
ce qui donne 1 n 1
n+1 / — - JR—
(n+1).u, <2.(In2) ¥z €]0.1], fi(e) = —5 ; TR 0

— Au final, on a bien montré que ‘Vn eEN,(n+1).u, <2.(In2)"™ < (n+2).u, ‘

. — Ainsi la fonction f, est continue et strictement décroissante sur 'intervalle |0,1],
3. —Ona(n+1).u, ~nu,et (n+2).u, ~nu, . . . .
ce qui permet d’écrire avec 'encadrement de Q2 fn réalise done une bijection de J0,1[ sur ]Tlg?f In(®), Jg& Fal(@)[=] = 00, + oo
n.at, ~ 2(In2)" Ceci permet d’affirmer que 3w, €]0,1[, f,,(u,) =0
et alnsi 2 2)n+1 z 0 U, 1
Uy~
. . " . . : ful@) -
4. Cette question est plus délicate car on est obligé de décomposer l'intervalle d’intégration par la ]
relation de Chasles +oo '
Soit n € N @) 0\
2 3 —00
oy = / (In(1 + t))”dt+/ (In(1 + £))"dt
1 2 L o A . .
— Quelques précisions qui aident a la compréhension:
=Tn =Yn _ 1 L3 1 _ 1 1 1
— La fonction ¢ — (In(1 +¢))" est positive sur [1,2], on a donc par positivité de 'intégrale - falz) = 2% + kZ::l T—k  2¢ + T—12 + T — 922 + T _ 32 +ooet +:L. 2
2 — Sous cette forme étendue il est clair qye f,(x) est bien définie pour tout x €]0,1].
Ty = / (In(1+)"dt >0 (L’ensemble de définition complet serait R — {0,12,2%,... n?})
1 — Sous cette forme, l'obtention des limites en 07 et en 17 est claire aussi
ce qui prouve que 2. i) On peut par exemple reconnaitre un procédé télescopique.
Un 2 Yn La décomposition en éléments simples donnent
11 suffit donc maintenant de montrer que limy, = 400 pour conclure 1 1 1 1 1 1
— On reprend la méme idée de croissance de 'intégrale (de maniére plus rapide) i =1 il =7 +1 = T~ il
Comme Z_XZ (E—X)(§+X) §—X §+X X+§ X_§
vt € [23), (In(1 + )" > (n3)" o |
et ainsi, avec n > 1 fixé
On a
’ ’ G N 1
= / (In(1 + ) dt > / (In3)"dt = (In3)" LI -
2 2 k=1 — —k? k=1 k+= k—=
— On vient de montrer que 4 2
Vn > 0,v, > (In3)" -1 L
Comme In3 > Ine =1, on a lim(In 3)" = +o0, =1k + 1 k=1 k — 1
ce qui permet d’affirmer que 2 2

limwv, = +00
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Dans la seconde somme, on fait le glissement d’indice k& «— k — 1
n n

Yooy oy !

1
—1 = — k2 v=1 k+= k=0 (k+1)—=
k14 k=1 +2 k=0 (k+1) 2

B n 1 n—1 1
= — - I
=1 k+ -  k=0k+ =
+ 2 * 2
1 1 —4n
N 11 2p+1
n—+ 5 5
ii) On peut par exemple procédé par récurrence
n 1 4n
Not n € N* 27 =— 7
otons pour n , Pn ICZ::1 e 1
- initialilsatioln: ) A L1
On a == =——
ST To1 3 aigl

ce qui prouve que P; est vraie
— hérédité:
On suppose la propriété P, vraie pour un n > 1 fixé quelconque.

n+1 n
1 1 1
— = +
R T A T
4n 4
=- +
2n+1 1—-(2n+2)?
__4n n 4
om0 (1-02n+2)(14 (2n+2))
4n 4
= - 6
2n+1 (2n+1)(2n + 3)
n(2n+3)+1

T T 2n+1)(2n+3)
2n% 4+ 3n+1
U @2n+1)(2n+3)
@2n+1)(n+1)
‘2n+1)(2n+3)
4n+1 4 n+1

Mm+3  2n+1)+1
et 'on prouve que P,y est vraie.
— conclusion: N L
Par le principe de récurrence, on a montré que Vn € N*, > =

k:
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3. Soit z €]0,1[.

Or

"
-~
8
=
S
-~
&
Il
R
[N
¥l=
+
o~
Il 3
o
8
[ ] =
e
V)
~_—
|
/N
N
gl
+
kol
Il 3
o
=
[ | =
Ernd
V)
~

kzl )
T kif — k?)
- G‘) Z <z—k2)1<1 —12)

1
Vke[[l,n]],:(:—k2<00t1—k2<0

Ce qui permet d’affirmer que

- 1
L

k=1

Conclusion : ‘sg(fn(:v) — ga(®) = sg(3 — CL‘)‘

4. — Comme f, est strictement décroissante sur ]0,1][,
1 1 1 1 1 1
pour montrer que 1 <u, < 1 + — il suffit de montrer que f"(Z) > fulun) > fn(1+ =)
1 1 1
cad prouver que f"(i) >0 et f"(i +-)<0
n
n 1 " L1
4 " 4 n
fuld) —
fo( T O
(@) PR
— Soit n € N* 1 4 )
n
-)=2- = >0
f”(4) 2n+1 2n+1
— Soit n € {\T*
Comme - + — > —, on sait d’aprés Q3. que
4 n 4
1 1 1 1
1)< e
Fulg+ o) <oy + )
Or
1 1 1 4in —14n
gn(7 + 7) = - =
4 n (1 1) 2n+1 (n+4)(2n+1)
2.( 2+ =
4 n
. . —14n
et il est clair que pourn > 1,ona ————— <0

. (n+4)(2n+1)

1
On a donc bien f,(=+ =) <0
4 n
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1 1 (c) cas Re(a) = 0.
4 4 n C’est le cas exclu car @ N'est PAS un imaginaire pur par hypothése!

Upy = —34" 45 =4.(-34"+5) — 15 =4, — 15

.10 Intéressant surtout pour la recherche d’équivalents

— Conlusion: |Vn > 1,

1
— Une simple application du théoréme des gendarmes permet alors de prouver que lim u, = 1
n—o0

On trouvera u, = (24 19)" — (1 — 3¢)"

2n — 1)0
COS(M)
On trouve Vn > 0, u, = 73
cos(g)
112 1. (a) On a les équivalences

f(2) € iR < f(z) = F(2)
= z+1/z=—(2+1/z)
=724 2P +2472=0
— (z4+2)( 1l+2zz )=0
N——

#0 car zz=|z|2>0
<= z2+z2=0
<— 2z €iR

(b) On a donc également I’équivalence
2@ R=C—iR<= f(z)¢R=C—iR

Comme zyp € C —i.R, on a zp # 0 et donc z; est bien défini.
De plus, on sait que z; € C —iR.

Une récurrence immeédiate nous assure que tous les termes de la suite (z,) sont bien définis.
_ .2
2. Le calcul donne u,+1 = u;.

on
. 1 a—1
Par une récurrence immédiate cela donne Vn > 0,u, = u2" = ( T 1>
a

3. On commence par exprimer z, en fonction de u,, et 'on trouve z, =

(a) cas Re(a) > 0.
En faisant une interprétation géométrique dans le plan complexe, on constate que cela signifie
que le point d’affixe a est plus proche du point d’affixe 1 que de celui d’affixe —1.

a—1

— <1

a+1

Ainsi limu, = 0 et donc limz, =1

(b) cas Re(a) < 0.

On a donc |a — 1| < |a + 1] cad '

-1
La méme interprétation donne 1 ‘ >1
t
On a donc lim — = 0.
Up
1+wu, 1/u,+1 .
Comme z, = = / cela donne lim z, = —1.

1—u, 1/u,—1
rem: on est passé par 1/u, car (u,) étant une suite complexe, on ne peut écrire limu, = +00
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an.2vn
+2vR

n

Pour a et b réels on note | u,

— Pour a =0o0naVn > 1,u, =0 et donc la série > u, converge trivialement.
Dans toute la suite on supposera a # 0
Commengons par déterminer un équivalent de u,: pour cela on va chercher un équivalent du déno-
minateur.

ol
; > = — = —
Pour tout n > 1 on a 5| = ovm exp(nn(|b]) — /n.1n2)
On en déduit que:
. . . b"
i) si |b] <1 alors hm‘gﬁ =0
bn
i) si |b] > 1 alors lim v | = +o0o d’aprés le théoréme des puissances comparées.

Conclusion : si [b| <1 on a b* = 0(2V") et donc __b" + 2V oV
si [b] > 1 on a 2v" = o(b") et donc |b" + 2V ~ b

- ‘Etude du cas |b] < 1. On a alors u, ~ a”

Ici comme a peut étre négatif il ne faudrait surtout pas affirmer que les séries de tg u, et de tg a”
sont de méme nature!
On commence par écrire que |u,| ~ |a|™.
Nous allons utiliser cet équivalent de deux maniéres différentes.
i) sifa] <1
On sait que la série géométrique de tg |a|™ est convergente, et I'équivalent précédent nous
permet d’affirmer (signe stable!) que la série de tg |u,| converge.

On a prouvé que ‘ la série de tg u,, est absolument convergente donc convergente.

i) sial =1
On ne va pas utiliser I’équivalent précédent pour dire que les séries sont de méme nature
(en effet, on arriverait juste & prouver que Y u, n'est pas absolument convergente, ce qui ne
permet pas de déterminer la nature de Y u,)
On sait que lim|a[® = 1 si |a| = 1 ou lim|a|® = 400 si |a| > 1. De par I'équivalent on en
déduit que lim |u,| est donc égale a 1 ou 4o00. Ceci indique que la suite (u,) ne tend pas vers

0. On a prouvé que ‘ la série de tg u,, est grossiérement divergente. ‘

an.2vn
— |Etude du cas [b] > 1. On a alors u,, ~ T
) ) ‘a‘nzﬁ
De méme, comme a ou b peuvent étre négatifs, on va commencer par écrire que |u,| ~ W
Nous allons distinguer deux cas:
o lal
i) si— >1
o]
. ‘a‘ n
On a alors lim m 2VP = too.
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On en déduit donc par 'équivalent ci-dessus que lim|u,| = +o0o. On ne peut donc avoir

limu, = 0.

On a prouvé que ‘ la série > u, est grossiérement divergente. ‘
la|

i) si — < 1.
o]

|a|™.2v"
. ‘an
Nous allons déja montrer que la série de terme général v, est convergente et nous pourrons
affirmer, grace a 'équivalent de signe stable |u,| ~ v,, que la série de terme général |u,| est
absolument convergente donc convergente.
Pour montrer que Y v, est convergente, nous allons utiliser la régle de D’Alembert.
v, a
Pour n > 0 on a —=% = HQV"* v H < 1 (en effet limv/n+ 1 — y/n =0 (penser a la
U )
quantité conjuguée! cf TD)

On a bien prouvé que Y v, converge et que | > u, converge!

145 i) On a clairement comme les termes sont positifs

Notons pour tout entier n, v, =

Vn € N,0 < x, = max(uy,,v,) < Uy, + vy,

Comme Y u, et Y v, convergent, on a Y u, + v, converge.
Et donc par théoréme de comparaison, Y z,, converge
ii) -~ Premiere idée:
Comme la fonction /- est une fonction croissante, on peut remarquer que

vn € N,0 < Y = v/t Uy < max(uy,vy,)

En effet, il suffit de considérer le cas u, < v, puis v, < U,
Et donc par comparaison, Yy, converge

— Seconde idée:
On commence par établir que

—_

Vn € N,0 < y/u,v, < 5(“’" +vy,)

(Pour la deuxiéme inégalité, il suffit de développer (\/t, — \/v5)? = 0)

On conclut ensuite avec le méme théoréme de comparaison !

Dans cet exercice, il ne s’agissait pas d’appliquer DIRECTEMENT le théoréme de comparaison
série-intégrale, mais de redémontrer une partie des résultats.

1. Soit k > 2

1
La fonction f:¢+— = est décroissante sur [k — 1,k], on a donc
vt € [k =LK, f(k) < f(t)

Ainsi par croissante ce 'intégrale

2. Soitn>1et N > n.

Sik>=n+1,onak >2 et donc d’aprés Q1, on a par sommation

Zu’“fid Z/klfs

k=n+1 k=n+1

or par la relation de Chasles, on sait que

zN: /k dt_/th
3 3
k:n+l'k71t n t

ce qui donne bien

S oue[ 4

k=n+1

1
— Comme on sait que la série ) — converge, la notion de reste 2, a bien un sens.

n>1 n?
o0
OnaR,= Y uw
k=n+1
— Comme Vk > 1,u; > 0, on a clairement R,, > 0 pour tout n > 1

— Soit n > 1.
On considére un N > n.
D’aprés la question précédente, on a

>

Moo 1
n 2t2 T 2n2 2N?
k=n+1

En faisant tendre N — oo, on obtient alors

— On a donc

On est donc certain que S, fournira une valeur approchée de S a 102 lorsque
cad n? > 50.
Conclusion: | Sg est une v.a. de S a 1072 prés‘

1
2.n2

1. On a

<1077

k
f( 2)dt < f(t)de
k-1 k-1
ce qui donne I'inégalité demandée
N /’f dt
U = — at

Commez ( 1)

I ne surtout pas se contenter d’écrire CV, car le signe N’est PAS stable

est une série m* par comparaison, on peut affirmer que > v, est ACV

autre remarque: pour Q1 il était préférable de répondre ainsi plutdt que d’utiliser le critére spécial. . .

2. Ici, il fallait penser au critére spécial de convergence des séries alternées!
3t+2

(a) Notons f : ¢+ Frseion
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On a pour tout n > 1,v, = (=1)".f(n) avec f(n) > 0.
Donc > v, est une série alternée!

La fonction f est bien clairement définie et dérivable sur [1, + oo[ avec

6t3 + 15t2 + 12t + 4
! t = T e .o ~NeN < 0
AU (13 + 312 + 2t)2)

Ainsi la fonction f est décroissante sur [1, + oo
ce qui permet d’affirmer que la suite (|v,|) = (f(n)) est décroissante.

Comme f(n) ~ % on a lim f(n) =0

~ On a montré que la suite (Jv,|) = (f(n)) est une suite décroissante qui tend vers 0, ce qui
prouve que Y v, vérifie le critére spécial.
On sait alors que
3n+5

R,| < = —
[ Bn] < o] n3+6n2+1ln+6

o0
(b) Pour déterminer une valeur approchée de > v, il suffit de déterminer un n tel que

(160 1

n=1

3n+5 _o
R <———————<10
[l < nd+6n2+1ln+6
Pour cela je propose 2 idées:
— premiére idée:
3n+5

3+6n2+11n+6'
On trouve que la premlele a passer sous les 1072 c’est n = 15

On essaie différente valeur de n et on calcule

Conclusion S5 = Z v, est une valeur approchée de Z v, & 1072 prés
k=1 k=1
— seconde idée:
3n+5
n3+6n2+1ln+6
On a clairement par minoration du dénominateur

On cherche au préalable une majoration de

3n+5 3n+5
- - < -
n3+6n>+11ln+6 n3

et aussi par majoration du numérateur pour n > 5

3n+5 3n+5<3n+n7i
nd+6n24+1ln+6 = nd N

n3 n?

Ainsi pour avoir une v.a. & 1072 prés, il suffit de choisir n tel que

cela donne n > 20
rem: on constate, sans surprise, qu’en ayant fail une majoration intermédiaire, on est
obligé de calculer davantage de termes pour étre str d’obtenir au final la méme précision

— pour la convergence, on peut remarquer que comme — 0,

2
n(n + 3)
2 2 2 2
In{1 ~ ~ — . Or la séri =
ona n( +n(n+3)) n(n+3) n? g aserlezn2
gente donc, théoréme 5, > u,, converge.

est une série de Riemann conver-
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— On a:

— Ainsi, S, = Xn: up, = i: In(k+1) + i: In(k +2)
k=1 k=1 k=1

N (n2+3n+2> W ((n+ 1)(n+2)

n(n+3) n(n+3) ) = In(n+1)+In(n+2)—In(n)—In(

~ S In(k) = S Ink + 3) = In(3) + In(n +
k=1 k=1

n+1
n+3

1) — In(n + 3) par procédé télescopique. D’ou | S, = In(3) + In

— Sous cette forme, il est clair que lim S,, = In(3).

2 & 2
On a prouvé que In {1+ ————— | converge |et In{l+——=]=In(3
: e | ( ”(”+3)> i n2::1 ( n(n+3)) 3)
1
7 — Pour tout n > 1 =
our tout n > 1 on pose u " E T 2)
1/2 1 1/2
— Une décomposition en éléments simples donne u,, = L — /
n+1 n+2

n
— Notons S, = Y u,. On subodore un procédé télescopique. En effet:

n o 1/2 1 1/2 11 n 1 12 1
Y L2 e

[— + —
p=1 D p+1 p+2 2p=1p —=ip+1l 2, =5p+2
11 ntll 1421
Pl
p=1D p=2 P p=3P
En isolant les termes d’indices 2 et 3 ainsi que ceux d’indices n + 1 et n + 2, on a

1 1 1 1 1 1
S":§(1+§)_(§+n+1)+§(n+1 71+2) Z,_Z 27

1 1 1
S0 =7 2(n +2)

Avec un changement d’indices cela donne: S, =

On obtient donc aprés simplifications , et donc trivialement

1 2mrD)

1
lim S, = 1

o0
— Conclusion: on vient de prouver que > u, est une série convergente et que Z

1 1
1—x”_1—$"+1

16 On pourra linéariser sin®

no]
On note pour tout entier n, S, = Y —.

— k2
k=1
D’aprés le rappel, on sait que la suite (S,) converge vers 72/6

9 On pourra considérer

1. - premiére idée: on revient aux sommes partielles.
Pour tout entier n on a
BPrk2+2k+1 < Dk 4241 & 1 =1
> 2 T = D
= k(k+1) k k+1 —~ k(k+1) :1(k+ 1?2~k
2k% 4 2k + 1 no1 1 1
A 7*2 —+——-1=25,+ — -1
‘“Sl,fz R 1E lEE T e T e

Ensuite, on fait tendre n — 0o et on obtient la limite finie 72/3 — 1. Ceci prouve que la série
converge et que sa somme vaut 72/3 — 1
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— deuxiéme idée: on reconnait la somme de deux séries convergentes. C’est donc une
série convergente et 'on a

1 ) 1
— la série converge et 'on a —_— = =m2/6—1
Z(kJrl) vers Zrir o/
2 k4 k+2k+1 X & 1
- + —=(#%6-1)+n8=72/3-1
s o 1A L LR B
remarque:

ici on a le choix entre les deux méthodes, et notamment le retour aux sommes
partielles n’est pas indispensable. .. contrairement a la question suivante!

2. On effectue une décomposition en éléments simples. On trouve

1 1Jr 1 n 2 2
RE+12 K (k+12  k+1 k

Soit n un entier naturel fixé, on a:

2 "1 n n 2 712
Zk2k+1 Zk2 k+1 TR 1 7 ﬁJerJrl Zkﬂ’ %

=1 k=1

On reconnait un procédé télescopique et I'on trouve

2 1 2
—1 —2=25, 4 —— -3
Zkzk—i-l Zkz n+1 +n+1 +(n+1)2+n+1
Daprés I it que lim S, = . On trouve d lim 35S — 2/3-3
apres le ra; €l, on sail ue nm o, = —. n trouve donc que 11m — 5 = T — 9.
p ppel, q G ave lim 3 w1
Conclusi fque Y —— ¢ Z L7
oncliusion: on a prouve que — 5 converge e T 5 - —
b e e 1) & K2k + 12 3

rem: cette fois le retour aux sommes partielles étaient indispensables car la série
ne s’écrivait pas comme une somme de séries convergentes (il y en avait deux qui
divergeaient!)

1. On va faire une démonstration par récurrence.
On note pour n > 1,P, : 0<t, <m
— initialisation:
Py est vraie car par hypothése ¢; €]0,7[
hérédité:
On suppose P,, vraie pour n > 1 fixé quelconque.

On a donc
O<t,<m

On connait bien la fonction sin et I'on sait d’ailleurs que
sin(j0.7[) =10.1]
ce qui permet d’affirmer que
sint, €]0,1]
ce qui prouve a fortiori que
O<tpm<m

ainsi P41 est vraie
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3. Notons u, = In

— conclusion: par le principe de récurrence on a montré que |Vn > 1,0 <t, <7

— Dans la question précédent, on a montré que (¢,) est une suite bornée.
1l est donc naturel de vouloir utiliser le théoréme de la limite monotone et ainsi s’intéresser a
la monotonie de la suite (t,)

— Posons | f: [0,7] — R
x +— sin(z)—x

— La fonction f est clairement dérivable sur [0,7] avec f'(x) = cos(z) — 1 < 0.
La fonction f est donc décroissante(strictement méme car la dérivée n’est nulle qu’en 0)
sur cet intervalle

X 0 T
fil@) |0 +
0
f(l') \ -

Ainsi f est négative(strictement méme) sur |0,
Comme Vn > 1, on a t,, €]0,7[, et donc f(t,) = t,41 — t, < 0.
On a prouvé que (t,) est une suite décroissante
— D’apreés le théoréme de la limite monotone, on peut affirmer que

‘la suite (t,) converge vers une limite [ avec [ € [OﬂTH
Mais attention!! A ce stade, on ne peut affirmer directement la suite tend vers
0
— On sait que Vn > 1,t,41 = sint,
La fonction sin étant une fonction continue, on peut affirmer par passage a la limite que

[ =sinl
C’est a dire que
f)=0
Or I'étude précédente de la fonction f montre que la seule solution a cette équation sur

[O,m[est I=0

‘Conclusion: la suite (¢,) converge vers 0‘

tn+1

=lInt,y —Int,

n
Notons également S,, la somme partielle d’indice n de la série Y u,
n=1
On a donc, avec un procédé télescopique immeédiat,

S, = Zuk = Zln teyr — Inty = Z Intg — Zln ty =Int, 1 —Inty
k=1 k=1 k=1 k=1

Comme lim¢, = 0, on en déduit que limInt,,; = —oc.
On a montré que lim S, = —o0, ce qui prouve que Y u, est une série divergente.
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remarque: on aurait également pu utiliser le théoréme lien suite-série.
Par ce théoréme, on sait que

la série Z Int,1 — Int, converge ssi la suite (Int,) converge

. Comme on a prouvé que ¢, — 0, on a la suite (Int,) qui est divergente (vers —oo), et donc la
série Y Int, 1 — Int, diverge
4. (a) Comme t, — 0, on peut utiliser le DL de de référence de sin en 0

<1 - 3 3 2
v — sint,, 1 (tn /6 + O(tn)) —In (1 _ %" + o(ti)>

tn tn

2
Comme —g” +o(t2) — 0 et que In(1 + ) ~, Tona donc
T

a2 ta
tn n:oo 7% * O(tn) n:loo 75

On en déduit que
2 ~ —6.u,

n—00

On applique alors maintenant la Régle des Equivalents (le signe de ¢2 est bien str positif!);
on peut affirmer que Y t% et Y —6.u, sont de méme nature.

On sait par ailleurs que multiplier une série par un scalaire non nul ne change pas la nature
de la série, ce qui permet d’affirmer que Y ¢2 et > u, sont de méme nature.

‘Conclusion: 12 est une série divergente‘

b Comme limt, = 0 et que ¢, > 0, on peut affirmer qu’a partir d’un certain rang, on a
g
0<t, <1

et donc, comme ¢, > 0
0<t2<t,

Par théoréme de comparaison, comme Y ¢ diverge, on peut affirmer que "¢, diverge
autre solution possible: on procéde par ’absurde.
Supposons que Y t, soit une série convergente.
Comme t,, > 0, cela revient a supposer que ¢, est ACV.
D’autre part, comme ¢, — 0, on a
tn = o(tn)

2

(en effet lim t—” = lim¢, = 0) Le théoréme de comparaison avec le o permet alors d’affir-

n
mer que Y 12 converge.
Contradiction.

Conclusion: | Y~ ¢, diverge
(="
Notons pour tout n > 0, u, =

3n+1
1. On reconnait évidemment une série alternée qui vérifie le critére spécial, on a donc > u,, conver-
gente.

(1l est immédiat que la suite (|u,|) = ( ) est une suite décroissante qui tend vers 0)

3n+1
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2. Soit N > 0 fixé.
On va reconnaitre a l'intérieur de l'intégrale la somme partielle d’une série géométrique.

1 1 (_43\N+1
I—JN:/ dt —/(t), dt
o 1+ o 1+

11 _ (_43\N+1
L[,
0

1+t
11_ —_3)N+1
L[,
o 1—(=t9)
1 N

Il
\

Z( 3k dt (somme partielle géométrique)

N
_ Z/ ky3k gt (par linéarité de l'intégrale)
N k1 71
- g { 3k + 1}
N
1
= (-1~
o 3k+1
=Sy
3.
1 _a bX + ¢

Xr1 X411 XXl
L a(X?P-X4+1)+ (X +1)(bX +¢)
X+D(X2—X +1)
_(a+ )X+ (—a+b+)X +a+c

Xe+1
En identifiant, on obtient le systéme
a+b =0 a =1/3
—a+b+c =0={b =-1/3
a+c =1 c =2/3
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NER

Montrons que I = 1 24+ ——

3 9
1
1:/ 3dt
o B3+1
1 [t t—2

= — -
3y t+1 2—t+1

1 /1 1 2t—1 3 1

=- [ ——= dt
3y trl 2E 41 2@ i41

1 1 L |
== |lnlt+1—=In|?—t+1 — | ——at
3[n\+\ Tk +‘L+2/Ut2—t+1

=J

1 1
— Loyl
3 et

avec

On effectue le changement de variable affine (donc C*) 6 =

2
ce qui donne df = —dt

V3

2 VB dp 2 V3 2 ym T 2m
J = 7/71\/5 Pl \/g.[arctané]il\/g— 5 (6 — (_7)) -

Au final, on trouve que

1
17712+—f In2+
33 3

— | Montrons que lim Jy = 0|.

Nous allons procéder par encadrement
Soit N > 0.
Par 'inégalité triangulaire intégrale, on a

1 (,tS)Nﬂ 1 (t3)N+1 1 43N+3
0<\JN|</ 7(#:/ dt:/ dt
= S| 14t o L+t Jo 1+t
On a pour tout ¢ € [0,1]
13N+
0< < N3
1+¢
37

on a donc par croissance de l'intégrale

143N+3 o £3N+4 71 1
Og/ v </ N3 gy _
0o 1+t 0 3N +4], 3N+4

On a prouvé pour tout N

1
< |In| <
O<Inl< 353
1
Comme lim INTd 0, on en déduit par le théoréme d’encadrement que lim |Jy| = 0,
cad limJy =0

x 1 .
— | Montrons que Y u, = 3 In2+ \/g T
n=0

En Q2, on a vu que

VneN Sy=1—-Jy

Comme lim J,, = 0, on en déduit que

limSy =1

0 \/gﬂ-

Conclusion: on a bien montré que | > u, = § In2+ 5

[ 173 | Soit a > 0
1. Soitn>1ett>0.
On sait que

Sk = Y = L COE

k=0 k=0 1= (=)

7_2 o i i
T+ Tt

donc

On a donc en valeur absolue

ta)n+1

1-s-ta_Z )i =

et comme 1+ ¢* > 1, on a bien l'inégalité demandée

1 n
e~ 0
’ k=0

1+t

< ta(nJrl)

2. Soit n > 1.

—1)k
— Notons S, la somme partielle d’indice n de la série Y (=1) .
k>0 ak +1
o (1)

Onasn:kz:oakJrl

— En utilisant I'inégalité triangulaire intégrale et la croissance de l’intégrale, on obtient

./01 <1 + e 72 tdk)

1 n
1
_ -1 ktak
< ‘lth“ 2
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1
dt < / Dl —
Jo an



— Par linéarité de l'intégrale on sait que
1 I 1
_ tuk — /
/0 1 + ta Z 0
/

dt .
— f” dt

1+¢a_§:ak+1

7 /‘1 dt
T Jo 14t T
— Ainsi, on a
1
dt 1
Vn > 1 -5 < —
"= ’/01+t“ " S a1+ 1
Comme lim _ 0, on peut affirmer que lim S, f dt
1 i =0, or g =
aln+1)+1 onp a 0] e
—1)" = (—1)" bodt
On a bien prouvé que | > (=1) converge et que Y (=1) = /
nsoan+1 n—oan +1 o 1+t

Soitn>0ett>0.

Comme —t* < 0 on a —t* # 1, on peut appliquer la formule précédente ce qui donne

n

Soit encore

1— te n+1
St =

1 —1 nta(n+1)
Z( 1)ktak +( )

—~ 14t 14ta
D’ou
1 n ook _(_1)nta(n+1) ta(n+1)
1+t ;( ) 1+te 1+t
ta(n+l)
De plus, comme t* > 0 on a T < el

Au final, on a bien montré que

n

1
- -1 ktak‘ —
TRy

k=0

1+t

On sait que par théoréme on a | [ FI < [} 1f] donc ici

’ _ (_1)nta(n+1)

< ta(n+1) (*)

1 1 n 0o § |
/0 <1+t B ;( Yw) dt /0 To ;(71)’%“" dt
De plus par croissance de l'intégrale on a d’aprés (x)
/1 ‘1 _ zn:(il)ktuk dt < /1 ta(n+l)dt — an+tatl _ 1
o [14+1t2 k=0 0 an+a+1 an+ta+1
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On vient donc de justifier que

1 n

k=0

1 n 1
1 oo dt
— | dt =
or /0 (1+t“ ;?:( 1) ) /0 1t¢a

0
On a donc pour tout entier n

[ (g

>dt<

n

X

1

an+a+1

. 1
Comme lim ———
n—+ooan +a + 1

(=n"

on a bien prouvé que la série
z an + 1

Remarque: dans le cas a = 2, on vient de prouver que

rl 1
dt
_ Z/ (*l)ktakdf :/ .
k=070 o L+t ;
n ( 1
/0 1+t¢e kz;alwl Santa+1
= 0 on en déduit par le théoréme des gendarmes que
n
—1)* Uodt
lim Z (=1) = / ‘
n—+oo = ak +1 0 1+t
o0 —1)" 1 1t
est convergente et que > (=1 = / 4
n=0 AN + 1 0 +
o0 (_1)n 1 1 1 T
S e H
2t 3ty Tt T
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