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Il existe 3 et seulement 3 "vraies" coniques ou congiues "propres"

ellipse parabole hyperbole
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X2 y? X2 y?
¥+b—2:1 aveca >b>0 avecp>0 ?_172:1 aveca>0etb>0
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Y2 =2pX avecp>0"




1 Définition géométrique des coniques

( D QLS AT BNE . g . R
@%deﬁnltlon 1: définition géométrique des coniques
Soient:
e D une droite
e F un point n’appartenant pas a D
e ¢ un réel strictement positif.
On appelle conique de directrice D, de foyer F' et d’excentricité e
d(M,F)
I’ensemble des points M du plan tels que ————% =€
p p e S 37 D)
T = {M €R? |d(M,F) = ed(M,(D))}|
(D)
Lorsque
i) e <1 la conique est appelée ELLIPSE
ii) e =1 la conique est appelée PARABOLE
iii) e > 1 la conique est appelée HYPERBOLE
(| rem: avec cette définition géométrique, les seules coniques sont les ellipses, les hyperboles et les pamboles.j
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HNoexemple 1:

% Déterminer 1’équation cartésienne de la conique de foyer F'(0,1), de droite directrice I'axe des abscisses et

d’excentricité e > 0.
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2 Ellipse

Soit I" une courbe plane.

équation cartésienne

+

a? b2

Pellipse

est: .
Y = bsint

{X = acost

@théoréme 1: équation reduite d’une ellipse

=1|aveca >b> 0.

Q est le centre de symétrie de 'ellipse

le segment [2A] s’appelle le demi-grand axe
le segment [2B] s’appelle le demi-petit axe
a est la longueur du demi-grand axe

b est la longueur du demi-petit axe

avec t € [—m,+7|( ou [0,2,7] ou

les axes (AA’) et (BB'’) sont les axes de symétries de

e la représentation paramétrique possible de cette ellipse

=

~

La courbe I' est une ellipse lorsqu’il existe un repére orthonormé (Q,f, ) dans lequel I' posséde comme
X2 Yy?

9—7"
O 1
X2 Y2
dessin & mémoriser pour lellipse d’équation réduite | —- = llaveca>0et b>0
a

Yi

(D)

e Les 4 sommets sont A(a,0), A’'(—a,0) B(0,b) et B’(0, — b)

e Les résultats suivants sont HP

— ¢ =+/a? — b? s'appelle la distance focale. On a F(c,0) et e = ¢
a

2

. . , . a
— La directrice a pour équation X = —
¢

—a

2

— Cette ellipse est également la conique de foyer F’(—c,0), de directrice (D’) d’équation X = — et
c

de méme excentricité e
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remarque 1 (des résultats immédiats par changement de repére)

2 )2
1. Soit I' courbe d’équation cartésienne (z ;0) + ( 530) =1
«

e lorsque , T est le cercle de centre (xg,y0) et de rayon |«|

i) si |a] > |B|, T est une ellipse d’axe principal la droite d’équation y = yo

v i
Yo
cas ou L
al > 18] |
|
I Zp x
1
% i
i) si |a] < 18], T est une ellipse d’ axe principal la droite d’équation x = xg
!
i
Yy | M
' i
!
8!
|
i
....................... ._._.i_._._ e
Yo Q1
!
!
cas ol :
ol <8l \_!
! T
0 J:m
i

iii) dans les deux cas, le centre de l'ellipse est le point € de coordonnées (xq,yo)

2. la courbe qui posséde I’équation cartésienne ci-dessus a la représentation paramétrique suivante:

{x = xp+ acos(t)

avect € |—m,+m
y= yo+ Bsin(¢) [=m, 4]

[propriété géométrique de la tangente a une ellipse (HP))

e La tangente a l’ellipse au point M est la bissectrice extérieure de ’angle FMF

" bissectrice intérieure

bissectrice extérieure

= langenie
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(définition bifocale de ellipse (HP))

2 Y2

X
e L’ellipse d’équation —- + i 1 est aussi ’ensemble des point M tels que FM + F'M = 2a = Cste
a

3 Hyperbole

cégdéﬁnition 2: équation réduite d’une hyperbole h

=

On dit que la courbe I' est une hyperbole lorsqu’il existe un repére orthonormée (Q,f, ) dans lequel T’

X2 v?
?_b_Qzl avec a > 0 et b > 0.

e les axes (QX) et (2Y) sont les axes de symétries de ’hyperbole

posséde comme équation cartésienne

e ( est le centre de symétrie de I'hyperbole
e les deux sommets de 'hyperbole sont A(a,0) et A’'(—a,0)

b —b
e les droites d’équation Y = —X et Y = — X sont les droites asymptotes de I’hyperbole.
a a

une représentation paramétrique possible : avect € R et e = 1

X = ecacht
Y = bsht

e Les résultats suivants sont HP
c
— ¢ =+va? + b? s'appelle la distance focale. On a F(c,0) et e = —
a
a2
— La directrice a pour équation X = —
c
2
—a
— Cette hyperbole est également la conique de foyer F'(—c¢,0), de directrice (D’) d’équation X = —

c
et de méme excentricité

dbexemple 2:

2 —20+1 yP—dy+4
4 - 9 B

1. Indiquer un repére dans lequel I" a une équation du type f—; -z =1

Soit T' la courbe d’équation 1

2. Dessiner I'
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dessins & mémoriser pour ’hyperbole d’équation réduite

(D)

(propriété géomeétrique de la tangente a une hyperbole (HP) J

e La tangente a l’ellipse au point M est la bissectrice intérieure de ’angle FMFE

tangente = bissectrice intérieure
de l'angle y

———
FIME
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remarque 2 (des résultats immédiats par changement de repére)

(r — 350)2 (y — yo)2

e La courbe d’équation 5 — = = 1| est une hyperbole
a
|
|
(-2 W-w' _
a? I B
I
I
i
i
I
v i
|
i
I
i
|
Yo 0 :
@
|
i
[
i
I x
:
O ,L‘Ui
/ ! \
RY: )2
e La courbe d’équation (@ f 0) — (y bzyO) = —1| est une hyperbole
a

e les hyperboles ci-dessus possédent respectivement les représentations paramétriques suivantes:
x = xo+e.a.ch(t) x = xg+ a.sh(t)

avect € R et e = £1
y= yo+ b.sh(t) y= yo+e.b.ch(t)

avect € R et e = £1 et {

e les hyperboles ci-dessus ont les mémes droites asymptotes: y — yo = —.(x — o)
a
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(déﬁnition bifocale de ’hyperbole (HP)]

2 Y2

X
e L’hyperbole d’équation —- — i 1 est aussi I’ensemble des point M tels que |FM — F'M| = 2a = Cste
a

FM—F'M=-6

FM—-F'M=6

@théoréme 2:

Soit k£ un réel NON nul.
La courbe d’équation zy = k est une hyperbole dont les asymptotes sont les axes du repére.
rem: dans le cas ou k = 0, le courbe n’est pas une hyperbole mais simplement la réunion de deux droites

(Vaze (Ox) et l’aze (Oy)

k>0 k<0 k=0
dexemple 3: hyperbole équilatére (HP)
On dit qu'une hyperbole est équilatére lorsque ses asymptotes sont perpendiculaires.
1. Montrer qu'une hyperbole est équilatére ssi a = b dans son équation réduite
2. Montrer que si une hyperbole est équilatére alors il existe un repére orthonormé (€2,77,J;) dans

lequel son équation est du type X7.Y; = k avec k constante réelle non nulle.
Etablir la réciproque
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4 Parabole

%%déﬁnition 3: équation réduite d’une parabole

=

~

On dit que la courbe I est une parabole lorsqu’il existe un repére orthonormé (Q,f,J ) dans lequel T" possede

comme équation cartésienne | Y2 = 2pX | avec p > 0

e la droite (2X) est 'axe de symétrie de la parabole
e 2(0,0) est le sommet de la parabole.

e une représentation paramétrique possible est alors

Y

12
:% avec t € R
=

dessin & mémoriser pour la parabole "

d’équation réduite | Y? = 2pX

e Les résultats suivants sont HP
— le foyer F(g,O)

— la directrice a pour éq. D = %p (D)

— e = 1 biens sir

@théoréme 3:

Une courbe I' est une parabole lorsqu’il existe un repére orthonormé dans lequel une des coordonnées est

une fonction du second degré de 'autre.

[CI ST

‘y:ﬂr(rfn‘?Aw
a<U‘

y=ﬂ(=c*$nlz+yo‘

‘u>0

;c:a(_y—yn)2+1n|

P

a<0 : Yu
H .
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(propriété géométrique de la tangente 4 une parabole: miroir parabolique]

e bissectrice de l'angle M F
e = tangente

5 Reéduction des coniques

définition 4: définition de ’conique’ a notre programme (rappel) h

On appelle CONIQUE, ou COURBE DU SECOND DEGRE, toute courbe I' qui posséde une équation du type

am2+2bxy—|—cy2+dx+ey+f:0‘

L ou (a,b,c,d.e,f) sont des constantes réelles avec (a,b,c) # (0,0,0) D

La question qui se pose est la question dite de la réduction de la conique:
Il s’agit a partir d’une équation du seconde degré de donner la nature de la conique.

Suivant que le terme dit croisé ry est présent ou pas, on procédera de maniéres différentes
La question qui se pose est la question dite de la réduction de la conique:

Il s’agit a partir d’'une équation du seconde degré de donner la nature de la conique et ses éléments.

doexemple 4: quelques exemples de coniques dégénérées
? F1:x2:0 FQ:xQZfl F3:z2:1 F4:9:27y2:0 F5:z2+y2:71

Suivant que le terme dit croisé ry est présent ou pas, on procédera de maniéres différentes:

1. ‘PAS DE TERME EN zy?
Une simple translation de 'origine du repére suffit pour conclure: la méthode employée est celle de la mise
sous forme canonique.

méthode 1: réduction d’une conique sans terme croisé

Lorsque b = 0 on met les termes en x et en y sous forme canonique: puis on interpréte, griace aux
équations réduites de référence, le résultat trouvé.

dpexemple 5: \ est un paramétre réel

1
% Déterminer la nature de la courbe 'y : (A + 1)22 + (A + 1)z + N?y? + y + 1 0

dApexemple 6:
(a) Déterminer la nature et les éléments de la courbe T',,, d’équation 922 +my? — 18z + 16y — 11 = 0
avec m € R
(b) Méme question avec Iy, : maz? + 4mz + (m — 1)y +2 =0
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Pour chacune de ces deux équations, on pourra s’intéresser également aux nombre de courbes I'y, qui
passe(nt) par un point (x,y) fizé.

2. ‘PRESENCE DU TERME EN 2y?
Une rotation du repére avec éventuellement un changement d’origine est nécessaire: la mé-
thode employée est celle de la réduction des matrices, et éventuellement de la mise sous
forme canonique. (voir ce qui suit)

s
)

Dans le repére orthonormé direct (O,Z, 7), on consideére la courbe I'" d’équation

‘ax2+2b:ry+cy2+dx+ey+f:0 (E)‘

Ecriture de I’équation sous forme matricielle

U:(gy‘") A:(Z lc’) L=(d e

En identifiant M;(R) et R, on a

On pose

UT AU = az?® + 2bzy + xy? et LU =dx+ey

Ainsi Iéquation (E) s'écrit [UT AU+ LU +f=0 ()|

remarque 3

La matrice A est une matrice symétrique & coefficients réels, elle est donc diagonalisable a I’aide d’une matrice
de passage orthogonal (théoréme spectral)

HNoexemple 7:

? Soit T la courbe d’équation 1322 + Ty? 4+ 6+/3zy + 4o — 41/3y = 12
Ecrire cette équation & l'aide de matrices, puis la réduire et la dessiner!

remarque 4 ( type d’une conique (Nostradamus?))

On dit que la conique T est :

e du type hyperbole Ilorsque det A < 0

Dans ce cas, si la conique n’est pas dégénérée, c’est une hyperbole
e du type parabole lorsque det A = 0

Dans ce cas, si la conique n’est pas dégénérée, c’est une parabole
e du type ellipse lorsque det A > 0

Dans ce cas, si la conique n’est pas dégénérée, c’est une ellipse

dNoexemple 8: type # nature

Donner le type et la nature des coniques suivantes
1. T’y d’équation zy =1
2. I'y d’équation xy =0
3. I's d’équation (z+y)(z —2y+1)=0

dbexemple 9:
A désigne un paramétre réel.
Déterminer la nature de la conique T'y : 22 + 4?2 +ay+4x —y—A=0
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Wr méthode 2: réduction d’une conique avec un terme en zy

-,

I" désigne la courbe d’équation | ax? + 2bxy + cy? +dx +ey+ f =0 (E) dans (O,ZJ)

1. On écrit les matrices U = (x) A= <a b) L= (d e)
Y b ¢

Dans (OJJ'), I’équation s’écrit ‘ UTAU+ LU+ f = 0‘

2. On diagonalise la matrice A sous la forme P.D.P~! avec P € O5(R)
e On calcule le polynome caractéristique de A et on cherche ses racines \; et Ay
e On cherche le sep associé & Ap: il s’agit d’une droite dont on considérera un vecteur directeur

UNITAIRE 7 — (g)

e Le deuxiéme vecteur propre étant forcément orthogonal, on prend 7 = (aﬂ)
T,

=

)

o = -

e On note P = ( aﬂ) la matrice de passage de la bon (7,7) a la bon (

B

e Ona A=PD.P ! avec D = Ao 0
0 Ao

"les vecteurs propres de A donnent la direction des axes de la conique"

) et P € O2(R)

3. On se place dans le nouveau repére (O,f,f ) et on écrit I’équation dans ce repére
Dans ce repére, les coordonnées sont notées (X,Y)

ler cas: si L =0 (cad pas de terme du premier ordre) .
On peut directement dire que ’équation est

MX2H+ Y24+ f=0
2nd cas: sinon .

e On écrit que <Z) =P (';f) (on peut noter V = (‘;5) et 'ona U =PV)

e On écrit que I'équation dans le nouveau repére est
MX2+XMY24+LPV+f=0

e On calcule LPV dans I’équation et I’on met sous forme canonique les trinémes comme dans la
méthode "Les Coniques I"

4. Silon demande le tracé: on dessine le systéme d’azes du nouveau repére (dans le nouveau repére) et l’on
peut ainsi facilement dessiner la conique

5. Si l'on demande les sommets et les axes de symétries: on les détermine dans le nouveau repére, puis on

"revient” dans l’ancien repére avec <$> =pPL <x) =pT, (x)
Y Y y

>voir de nombreux exemples dans le RDM
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6 Quelques démonstrations

dbexemple 10: autour de ellipse
Soient a > 0 et b > 0.
On se place dans un repére orthonormé (O,i,7)

1. point de vue paramétrique

xz(t) =a.cost

y(t) =b.sint

(a) Montrer que 'on peut restreindre U'intervalle d’étude a [0,7/2], et indiquer les symétries mises
en évidence

(b) Etudier I'arc sur [0,7/2]

(c) Tracer T’

2. point de vue cartésien

On considére la courbe I d’équation paramétrique { avec t € R

On considére I'y; d’équation cartésienne z—i + ‘Z—z =1
(a) Montrer que tous les points de I'; sont réguliers
(b) Ecrire I’équation cartésienne de la tangente en point My (xo,yo) € I'y
3. lien entre les deux points de vue
(a) Montrer que I' ¢ I'y
(b) Montrer que I'y C T
4. Changement d’origine. .
Déterminer 1’équation cartésienne de I'y dans le repére (2,i,7) avec Q(zq,yq)

doexemple 11: autour de ’hyperbole
Soient a > 0 et b > 0.
On se place dans un repére orthonormé (O,i,7)

1. point de vue paramétrique
= . h = —AQ. h
On consideére les arcs I'" #(t) a.ch(t) et I'” z(t) a.ch(?)
y(t) = b.sh(t) y(t) =b.sh(t)
(a) Réduire l'intervalle d’étude de '™ et indiquer la symétrie mise en évidence
(b) Indiquer la transformation géométrique liant T+ et T'~
(c) Etudier 't sur [0, + oo|
(d) Tracer sur un méme dessin I't et I'~

2. point de vue cartésien
2 2

s . . .- Y
On considére I'y d’équation cartésienne — — = =1
4 a b 4 . . 2 .
Montrer que les axes de coordonnées sont des axes de symétrie et que O est un point de symétrie de

Iy
3. lien entre les deux points de vue
(a) Montrer que Tt UT™ C Ty
(b) Montrer que I'y cTTUT~

dbexemple 12: autour de la parabole

Soit p > 0. .

On se place dans un repére orthonormé (O,i,7)
x(t) =1t%/2p
yt) =t

1. Etudier 'arc I" et montrer en particulier que I' ne posséde pas de droite asymptote.

On considére la courbe I' de représentation paramétrique {

2. Déterminer une équation cartésienne de I'
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