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DANS TOUT CE CHAPITRE, (un)n>n0 DESIGNERA UNE SUITE DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES DE-

n
FINIE A PARTIR DU RANG 79. ON LUI ASSOCIE UNE NOUVELLE SUITE (S,,),>,, DEFINIE PAR S, = Y, u

k:’n,()
1 Généralités
1.1 définitions
Q: QU'EST-CE QU’UNE SERIE NUMERIQUE?
définition 1: sommes partielles
Soit (Un)n>n, une suite de nombres réels ou complexes définie a partir du rang ng
n
1. La quantité S, = un, + tUng+1 + -+ un = D> uy s’appelle la somme partielle d’indice n
k:no
2. On appelle série numérique de ses terme général u,, et on note > uy, ou Y. Uy, la suite (Sp)n>n,-
n=ngo
On retiendra qu’une série n’est rien d’autre qu’une suite définie de maniére particuliére.
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remarque 1 (Trés important)

e par exemple, I'étude de la série de terme général u,, = 1 correspond a I'étude de la suite (S,,) définie par

n
S, = Z up =n-+1 (cas trés simple ot I'on explicite S, )
k=0

1
e de méme, I'étude de la série de terme général u, = — correspond a I'étude de la suite (S,,) définie par
n

= 1 1
S, = g up =1+ 3 4+ = (cas compliqué ot on NE sait PAS expliciter S,)
n
k=1

Dans la plupart des cas, on ne sait pas calculer I'expression explicite de S,,.
Ce chapitre développe alors des théorémes qui permettent, en considérant w,, (cad le terme général), d’avoir
des conclusions sur S, (cad la somme partielle, et donc la série)

définition 2: CV, DV, somme d’une série

Soit > w, une série.
n>=ngo

i) On dit que la série > u, converge (CV) lorsque la suite des sommes partielles (S,,) converge.

o0 o0
Dans ce cas, on appelle somme de la série > u,, et on note | >, wuy [ou|> uy |, la limite de la suite
k=ng no

des sommes partielles
o0 n
E ur = lim S, = lim E Uk
n—oo n—oo
no k=no

ii) Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général u,, diverge (DV)

oo
rem: on fera bien la différence entre Y u, et > ug

nz=ng k=ng
[e.°] o0 o0
rem: Y, ug n a de sens que pour une série convergente: on peut bien sGr aussi écrire Y. U, 0u Y. Up
k=ng n=no p=no

remarque 2

e une série est DV lorsque la suite des sommes partielles posséde une limite infinie ou ne posséde pas de limite.
e Jlorsqu’une série nous est donnée, la premiére question posée est celle de sa convergence. Si elle ’est, on
peut chercher la valeur exacte de sa somme (ou se contenter d’une valeur approchée.)
e dans les cas les plus simples, les sommes partielles sont calculables: I’étude de la série se fait alors par
Pétude de la suite de ses sommes partielles (situation télescopique le plus souvent ou géométrique ou
par récurrence).
e déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle est convergente ou divergente

e on dit que deux séries sont de méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux CV, ou toutes les deux DV.

e une série est divergente soit parce que la suite des sommes partielles (S,,) admet une limite infinie, soit
parce que la suite (S,,) ne posséde pas de limite.
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1.2 des résultats a avoir en téte

61 6
N 1 sin=0ou?2
4 Vn 20, up = nrl 4 oy = g sin =1
L sinon

o I 31 n+1
2 2
1 S D l ....... 11
N ERR R RN R RS R R R ;

1 2 5 53 T 8 1 2 3 4 5 6 T 8

6
n Up, Un, U, V., U,—V, 5 ]
0 6 1 6 1 5
1 3 2 9 3 6 . différence entre u, et v,
2 2 1 11 4 7 uniguement pour les 3 premiers termes
3 1.5 1.5 12.5 5.5 7 N
4 1.2 1.2 13.7 6.7 7
5 1 1 4T 77 7 N
6 0.86 0.86 15.56 8.56 7
. . . . . )
4]
1 2 3 4 5 6 T a8

remarque 3 (iémportante)

‘la nature d’une série ne change pas si I’on change un nombre fini de termes. ‘

(C’est d’ailleurs pour cela que 'on note une série y , u,, sans se référer au premier indice ny. .. )
La nature d’une série dépend donc uniquement du "comportement” du terme général au voisinage de +oo .
En revanche, la somme d’une série convergente a priori change(...et c’est pour cela que la notation de la
valeur de la série utilise d’indice ny) .

Lorsque I'on modifie un nombre fini de termes d’une série, les suites des sommes partielles sont égales a
une constante additive prés (a partir d’un certain rang) .

démonstration:
Soient > wup et Y. v, deux séries de sommes partielles respectives Sy, et T),.
n=ng n=ng

On suppose qu’il existe N > ng tel que Vn > N, u, = v,.
On a alors pour n > N:

n n n N-1 n N-1
Su=To= 3 un= 3 ve=3 (w—v)= 3 (ue—v)+ Y (ux—ve)= ) (ux—v)
k=ng k=ng k=ng k=ng k=N k=ng

terme constant

Ainsi, a partir d’un certain rang, les suites (S,,) et (T},) sont égales a une constante prés, donc sont simulta-
nément convergentes ou simultanément divergentes.

‘ Cecl: les séries > u, et Y v, sont de méme nature. ‘

remarque 4 (a4 avoir en téte également)

‘La nature d’une série n’est pas modifiée si on multiplie son terme général par un scalaire non nul.

(cf. le paragraphe "Quelques considérations importantes")
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exemple 1:

Pour chacune des séries déterminer la somme partielle d’indice n et préciser si la série converge

DSOS YIS SN P

n
— e) Zln
n>=3 n=0 n>=1 (n + 1) n>1 n+l

1.3 grossiére divergence

Q: DANS CERTAINS CAS, PEUT-ON RAPIDEMENT DIRE QU’UNE SERIE DIVERGE?

définition 3: grossiére divergence

Soit Y u, une série.

On dit que la série > u,, est grossiérement divergente (GDV) lorsque son terme général ne tend pas vers
0, cad lorsque la suite (u,) ne tend pas vers 0

' » N o, e ”, .
-@-theoreme 1: condition nécessaire de convergence

Pour qu’une série converge, il faut que son terme général tende vers 0 .

\Zun cvV :>11mun:0\ MAIS

limu, =0+ ZU" Ccv

Attention ! La réciproque est fausse : le terme général d’une série peut tendre vers zéro sans que pour autant
la série ne converge(cf. exemple plus bas ).

remarque 5

Comume il y a équivalence entre lim u,, = 0 et lim |u,| = 0, il y a équivalence entre Y, |u,| GDV et > u, GDV

exemple 2:

Parmi les séries ci-dessous, indiquer celles qui sont grossiérement divergentes

9 ) 1 n2050 (—1)”.712
@) Yont b))y omsin. )y o d) Yy
n>1 n>1 n>0

n=0

Ensemble des séries divergentes (DV)

Yo"

Ensemble des séries grossierement divergentes (GDV)

www.matimatheque.fr



exemple 3: la série harmonique est DV mais pas GDV

1
La série harmonique est la série ) — .
no1 "
On note S, = —.
=1k

1. prouver que pour tout n > 1, Ss, — S,, > 1/2

1
2. en raisonnant par l’absurde, montrer que Y — diverge
n

1. Soitn > 1.
On a
SQn_Sn: 7 7 = 7 =

k:lk k:lk k:n-i-lk n+1

On a
Vke[[n+12n]]1>i
T E T o

et donc

k
k=n-+1 k=n+1

2. Supposons que la série Y — converge.

Notons S la limite finie de la suite (S,), cad S = lim S,,.
n— oo

Comme (Sa,,) est une suite extraite de la suite (S,), on sait que lim Ss, = S également.
n— oo

Ainsi lim Sy, — S, =5 —-5=0.

n—oo

Or comme pour tout n on a Sop, — Sy =

N |

contradiction

1
Conclusion: la série de terme général — est divergente
n

remarque: on montre qu’il existe une constante 7 tel que S, = Ilnn + v + o(1)

1.4 procédé télescopique

, on doit avoir lim S, — S, >
n— oo

N2 . « . . ’_ . o . ”
-@-theoreme 2: lien entre suite et série - 4 savoir redémontrer

n

k=ngo
rem: bien sir, Y Upt1 — Up €t Y vy, — Up—1 désigne la méme série

exemple 4:

1
g Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

0

rem: il suffit de se rappeler que pour n = ng on a Y. Ukl — Vg = Upy1 — Un

vn+14+/n

c’est a dire:
(vp) converge <— E Upt1 — Up CONVErge
+oo
Dans le cas de convergence: Y. (vp41 —vx) = ( im v,) — v,
k=no n—-+oo

0

avecn > 1

la suite (v,) converge si et seulement si la série de terme général u,, = v,41 — v, converge

www.matimatheque.fr



1.5 Convergence absolue

Q: Y A-T-IL UNE NOTION PUISSANTE POUR PROUVER, DANS CERTAINS CAS, LA CONVERGENCE?

définition 4: convergence absolue

On dit que la série Y u,, est absolument convergente (ACV) lorsque la série de terme général |u,| converge,
cad lorsque Y |uy,| converge

Ensemble des séries convergentes (CV)

Ensemble des séries absolument convergentes (ACV)

remarque HP: une série qui converge sans converger absolument est dite semi-convergente (SCV)

N » N A
-@-theoreme 3: "l’absolue convergence entraine la convergence"

Si Y uy, est une série ACV alors Y u,, est une série CV.
et 'on a la majoration

0 0
|Zun| < Z ||
no no

rem: on dit encore "Toute série absolument convergente est convergente” |, mais la réciproque est fausse)

| S un ACV — Yu, CV | MAIS S un OV #= 3w, ACV

rem: on retiendra qu’en cas d’ACV, "la valeur absolue de la somme de la série est majorée par la somme
de la série des valeurs absolues”
(on retrouve une sorte "d’inégalité triangulaire” pour les séries convergentes)

Uy ‘U'0|

o i J2s1 |

] ugl |
+
u [+ | I+ -3 I +

U

On comprend que si la somme des [aires/ est finie alors, par phénomene de compensation, a fortiori, la somme
des aires est finie.

1 (="
conerge, ce qui permet d’affirmer que > ———
ge, ce qui p que > TP

rem: on a montré que la série > est ACV
n

(n+1)
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1.6 Les 3 exemples de référence

! < » -~ » L] P » .
-@-theoreme 4: séries géométriques
1

Soit a € C.
oo}
’La série > a™ converge [converge absolument| ssi |a| < 1 ‘, et dans ce cas | ) a" = 1
0 —a

D’une maniére plus générale, une série géométrique est une série dont le terme général est du type

C.a™, ou a et C sont deux constantes indépendantes de n

acC | la| <1 | la| > 1 |

> a™ | ACV (et CV) | GDV (et DV)

-@'—théoréme 5: exponentielle complexe
on +oo 1
Pour tout complexe z, la série de terme général — est absolument convergente et | exp(z) = -
n: n=0 T
exemple 5:
) )"
On consideére la série > %
n>1 n.
Grace au théoréme précédent, on peut affirmer DIRECTEMENT que
i) cette série est ACV
X (i)™ X (i)™ im)? .
ii) la somme de cette série est > ( |) =3 ( ') ¢ ') =exp(in) —1=¢€"—1=-2
n=1 n. n=0 "N: O

'\, 2 -~ P . 2 Py .
-@-theoreme 6: Séries de Riemann (énoncé classique)

Soit o € R.

. 1 . .
la série de terme général — converge si et seulement si o > 1.
n

1
rem: comme le terme général — est positif, les cas de CV et d’ACV sont les mémes:
n

1
La série de terme général — est ACV ssia>1
n

a<0 a=0 0<a<l 1<«
lim — +00 1 0 0
nOé
GDV (et DV) | GDV (et DV) | DV (pas GDV) | ACV (et CV)

s

n(JL

remarque 6 (a propos des séries de Riemann)
1 1

o Les séries Y, — ety N sont deux séries de Riemann divergentes.
n n

1
o La série ), ——— N’est PAS une série de Riemann.

pnrinn
e Comme multiplier le terme général d’une série ne modifie pas sa nature, on a en particulier

3 -2

i)y o ety e sont des séries CV
4 -3

ii — et t des séries DV

i) > ~e > ——3 sont des séries

—1)n

(=1) N’est PAS une série de Riemann! (car (—1)™ n’est pas une constante)

iif) 35—

www.matimatheque.fr



> 1
e Les mathématiciens savent calculer explicitement la somme des séries de Riemann du type ) —
n=1"T
lorsque « est un entier naturel pair supérieur ou égal a deux. Pour information, on a

n? 6 nt 90 nb 945 nd 9450
n=1 n=1 n=1 =1

> 1
e En revanche si « est un entier impair, on ne sait pas grand chose. .. Que vaut — ? C’est, a ce jour, un

n=1"T
mystére. Apéry, mathématicien francais effectivement décédé, montra en 1979 que c’était un nombre
irrationnel. Et en 2001, Tanguy Rivoal recu le prix Langevin(d’un montant de 10 000F) pour avoir
montré qu’il existe une infinité d’entiers o impairs pour lesquels la série de Riemann est irrationnelle.

1.7 approximation de la somme d’un série convergente

Q: COMMENT DETERMINER UNE VALEUR APPROCHEE DE LA SOMME D’UNE SERIE CONVERGENTE?

% définition 5: reste

Lorsque Y u, est une série convergente, de somme S, on appelle reste d’ordre d’ordre n la différence

0o
R,=5-5,= Z Uk = Up4+1 + Upy2 + Upy3 + ...
k=n+1

rem: il est immédiat que
i) lim R, =
ii) la suite (Ry,) est décroissante lorsque la série est a terme général positif.
(en effet Ry4+1 — Ry, = Sy — Spt1 = —Unt1)

la somme S de la série correspond & la somme des aires de ny a l'infini

| ' T rr—r+—+—1+—+r—+—

g

S, sommedenyan

/% R, somme de n+1 a linfini

Tig

S, est une valeur approchée de S car lim .S,, = S ‘ ‘ R, est égal a I’erreur commise

9 www.matimatheque.fr



remarque 7 (iémportant )
On considére une série convergente. On notera S, sa somme partielle d’indice n et S la somme de la série.

On a donc li_>m Sp = S € C (limite finie)

La notion de reste est bien utile pour déterminer une valeur approchée de la somme d’une série avec une précision donne

En effet,on a S = S, +R,, avec lim S,, =S, ce qui permet de prendre S,, (n étant un entier fixé, on sait calcu-
n—oo

ler S,, car cette somme comporte un nombre fini de termes) comme valeur approchée de S a une précision de R,,.
On encadre R,, (ou on majore [R,|) pour estimer I’erreur commise sur ’approximation

Somme de ng an

R, somme de n+1 tinfini

s . i P ——

ng n

1.8 Somme de séries numériques

! 7 2 - . P . P P .
-@-theoreme 7: linéarité de la somme pour les séries convergentes

Soient > u, et Y v, deux séries

o0 o0 o0
i) si Y u, CVet > v, CValors Y u,+v, CV,etlona| > u,+v,= > up+ Y, vp
n=ng n=no n=no

ii.) si > u, DV et Y v, CV alors > u, + v, DV
iii.) si > u, DV et > v, DV alors pas de conclusion directe quant & la convergence de > u,, + vy,

&) o0
iv.) si > u, CV alors VA € K, la série > Au, CVetlona| > Au, =X > uy,

n=no n=mno

v.) si > u, DV alors YA € K non nul, la série ) Au, DV

rem: les formules encadrées indiquent que l’application qui & une série convergente associe sa somme est
une APPLICATION LINEAIRE

démonstratiog: N
Notons S, = > wup et T,, = Y. v les sommes partielles d’indice n des séries > u, et > v,
k=ngo k=ng
n n n
o la série de tg u, + v, a pour somme partielle d'indice n,W,, = > (ug+ovr) = > ur+ Y. vpg =Sn+Tn
k=’I’L0 k=n0 k)=7l0

e la série de tg A.u, a pour somme partielle d’indice n, Z,, = > Aup =X >, up = A.S,

]i):no I{?:no

11 suffit ensuite d’envisager les différents cas et de s’appuyer sur les tableaux de rappel situés en fin de poly..

exemple 6:
- 2 3 .
e on peut affirmer que la série ) — + — est divergente
n
. 2 - 3
car c’est la somme d’une série convergente (Z 2) et d’une série divergente (Z )
n n

-1 1 -1 1
e on sait que les deux séries > — et Y — sont divergentes, mais la série >, — + — est convergente!
n n non

10 www.matimatheque.fr



remarque 8

On prendra bien garde au troisiéme point du théoréme lorsue 'on décomposera une série comme somme de
deux séries. En effet , on peut trés bien se retrouver avec la situation suivante: Y u, + v, converge mais
> u, ety v, sont deux séries divergentes .

N P N » .
-@-theoreme 8: série complexe
Soit Y u, une série complexe. Il y a équivalence entre :
i. la série complexe Y u,, converge
ii. les deux séries réelles Y Re(uy,) et > Im(uy,) convergent

Cela résulte du fait qu’une suite complexe converge SSI la suite de ses parties réelles ET la suite de ses
parties imaginaires convergent.

2 Séries a termes positifs

Rappels sur les suites croissantes: théoréme des suites monotones
e une suite croissante posséde toujours une limite

e une suite croissante posséde une limite finie ssi elle est majorée.

e une suite croissante non majorée tend vers 4+oo

On garde les mémes notations que précedemment (un, Sy, S...):

-‘@'—théoréme 9: (terme général positif <= suite des sommes partielles croissante)
Soit Y u, une série de terme général u,, POSITIF
1. La série > u, converge ssi la suite de ses sommes partielles (.S;,) est majorée
2. la série Y u, diverge ssi lim S,, = 400 (cad les sommes partielles tendent vers +o00)

M ?
Sp = ug S Sy Sz Sy Sa-1 Sa Sust
........ . ° - S S L SRR (ST
ug U3 Uy 17 Tn Un4l

remarque 9

Lorsqu’il n’y a pas d’hypothéses sur le terme général et qu’on sait qu’une série est divergente, on peut juste
dire que la suite de ses sommes partielles ne posséde pas de limite, ou bien qu’elle posséde une limite infinie.
Mais on ne peut en dire plus: on ne sait pas dans lequel des deux cas on se trouve.

Cependant, lorsque le terme général est positif pour n assez grand, on peut dire que si une série est divergente
alors c’est forcément que ses sommes partielles tendent vers +o0o

exemple 7:

1 1

e La série Y — est une série dont le terme général est positif (c’est — > 0)
n n

e On sait que cette série est une série divergente.

On peut donc | affirmer | que la suite de ses sommes partielles tend vers +o0o

1 1
e On vient de montrer que | lim (1 + 3 4+ 4 ) = 400
n

n—o0

11 www.matimatheque.fr



définition 6: terme général de signe stable

On dit que le terme général u,, est de signe stable lorsque la suite (4, )n>n, est une suite réelle de nombres
tous positifs, ou tous négatifs.

remarque 10
o le terme général est donc de signe stable si et seulement si Vn > ng,u,.Up+1 > 0
e on dit que le terme général u,, est de signe stable au voisinage de +oo lorsque
aN 2= no,Vn > Ny upy >0

2.1 comparaison entre deux séries

Q: UNE INEGALITE SUR LES TERMES GENERAUX PERMET-ELLE DE COMPARER LA NATURE DE SERIES?

! 7 2 - P - . . .
-\@-theoreme 10: théoréme de comparaison par majoration

Soient > u, et > v, deux séries telles que pour n suffisamment grand, 0 < u, < vy,.
i) Si) v, converge alors)_ u, converge.
ii) Si) w, diverge alors) v, diverge
ce qui s’écrit encore:
i) > v, converge = > u, converge
ii) > u, diverge = > v, diverge

déslerangnjona  Un £ U apartrdurangNona 4 <y,

et donc pour tout n on a et donc pour tout n = N

2 -

\
NN

-
/ ¢ o
L] g N—1 N

remarque 11

les locutions pour n suffisamment grand, a partir d’un certain rang et pour n au voisinage de l'infini sont
synonymes : elles correspondent & la séquence logique AN € N,Vn > N. Ainsi, I’hypothése que doivent vérifier
les deux séries du théoréme précédent est AN € NVn > N,0 < u,, < vy,

-@'—théoréme 11: Régle des équivalents
Soient > u, et > v, deux séries telles que u,, ~ v, et v, de signe stable pour n assez grand.
oo

Alors, les séries Y u, et > v, sont de méme nature.

On rappelle que de méme nature signifie que les séries sont simultanément convergentes ou simultanément
divergentes.
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2.2 comparaison avec une série géométrique

-@'—théoréme 12: régle de D’Alembert

unJrl

Soit Y u, une série telle que lim ‘ =1l e Rt U{+oo} existe.
Alors:
i. sil>1 alors > u, GDV

ii. sil <1 alors Y wu, ACV (en particulier liIJIrl U, = 0)
n——+0o

Un

iii. si l =1 alors pas de conclusion quant a la nature de la série

rem: Attention! Il n’y a pas de réciproque a la régle de D’Alembert. . .

démonstration:
l’idée consiste a dire que

e si l'on avait un+|1| = 0.8 alors (|uy|) serait une suite géométrique de raison 0.8.
Un
e silim |u"+|1| =1<0.8 alors (|uy|) est majorée par une suite géométrique de raison 0.8
Un

1. [On écrit la définition de la limite avec les 5}

Ve > 0,3N € N,vn > N,

|u"+1—l‘<s cad V5>O,3N€N,Vn>N,l—8<M<l+s

2. [On choisit judicieusement ¢ pour avoir une raison [ + ¢ < 1]
Comme | < 1, il est possible de choisir € > 0 tel que l +¢ < 1.
1-1>0 11 e=31>0
—————— Par exemple, on prend e = ——, on a alors 141

T N NE—N.
0 I l+e 1

3. [On en déduit la suite géométrique majorante]

On montre en classe que ¥n = N, |u,| < (I +¢)" N |uy]|

4. [On conclut que Y |u,| CV grace au théoréme ]

1. [On écrit la définition de la limite avec les 5}

2. [On choisit judicieusement ¢ pour avoir [ —¢ > 1]

=10 Par exemple, on prende =1—1

0 1 - 1

3. [On en déduit que VYn > N, |u,| > |un| et donc que Y |u,| est GDVJ

Donner 2 exemples

exemple 8: les exemples typiques

: . . n! 2"
% Déterminons la nature des séries suivantes ) — et )
n

n!
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2.3 comparaison avec une intégrale

Q: QUAND UNE INTEGRALE PEUT-ELLE S’AVERER UTILE POUR ETUDIER LA NATURE D’UNE SERIE?

-@'—théoréme 13: comparaison série-intégrale (aspect qualitatif)

Soit ng € N et f une fonction continue et décroissante sur [ng, + ool.
oo
La série de terme général f(n) et l'intégrale généralisée f(t)dt sont de méme nature.
ng

ceci signifie que

xr
La série de terme général f(n) converge ssi lim / f(t)dt existe et est finie
i de el no

exemple 9:

Montrer que la série de terme général u,, =

est divergente.

n.lnn
Solution:
e Notons | f:]1,+ 00 — R
1
t —
t.Int

La fonction f est dérivable sur |1, 4+ oco[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne
1+1Int

s’annulant pas. On a Vt > 0, f'(t) = —LI;
t2.In" ¢

e Sur intervalle [2, + o], la fonction f est continue et décroissante.
On peut donc affirmer grace au théoréme précédent que:

La série Z f(n) converge < lim / f(t)dt existe et est finie
2

Tr—r+00

T xT 1
= = [In|In¢|)2 1
Or/z f(®)dt /2 (D) dt = [In|Int|]; — 400 lorsque z — +o00

On en déduit que Y

est une série divergente
n.lnn

Q: COMMENT ENCADRER DES SOMMES PARTIELLES 7

-@'—théoréme 14: comparaison série intégrale - méthode des rectangles
Soit f une fonction définie et continue sur [ng, + oo[ . (ng € N fix¢).
On note S, = Y, f(k)

k:’n,()

1. Si f est décroissante sur [ng, + ool alors

n+1
pour tout n > ng on a /

no

f0ar <5, < f) + [ (0

2. Si f est croissante sur [ng, + oo alors

n+1
pour tout n = ng on a /

no

ft)dt > S, > f(no) + /n f(t)dt

3. Si f est décroissante sur [ng, + oo[ et que la série converge de tg f(n) alors

—+oo +oo

pour tout n > ng on a / f@)dt < R, < / f(t)dt

n+1 n
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e Raisonnement dans le cas d’une fx croissante:
Si f est croissante sur [k,k + 1], on a

vt € [kk+1], f(k) < f(t) < f(k+1)
et par croissance de I'intégrale

k41 k+1 k+1
k)dt < dt < k d
/k f()t</k f(t)t</k FUk+ 1)t

—_—— —
=f(k) =f(k+1)

e illustration

Jet1) o Jet1) o ; fk+1) g

Cr
aire = f(k+1)
|

f(k) o Y e
&

fR e o FIOI T

_——aire = [(k)

NN
|

_

k k+1 k k+1

B

k+1

e dessin global dans le cas d’une fonction croissante:

Se- 2 S0 < [ " pwpae

k=ny

f “fwdt< Y F(k)= 5 flm)
g

k=no+l c! __."'

SRS G F8) e %’
7 @%

Flng+ 1) @

Fng) @

e dessin global dans le cas d’une fonction décroissante:

flrg) @ - FIC R T— -
% ‘ f T H0d < Y £ = o I %: S flm) = D fR)< f " pityer
ny k=na k=np+1 ap
» Ct Fn) g, \ \ Cy
M n—1 n ng mg+1 n
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3 Convergence absolue - suite sommable

W définition 7: convergence absolue, complément a la définition

On dit que la série > u, est absolument convergente (ACV), ou encore que la suite (u,) est sommable
lorsque la série de terme general |w,| converge, Cad lorsque > |u,| converge.

Dans ce cas, on peut noter Z |tn| < 400 et Z uy, est appelée somme de la suite
n=no n=ngo

rem: la notion de convergence absolue est liée a une série, la notion de sommabilité est lie a une suite
rem: la notion de sommabilité pour une suite est semblable & la notion d’intégrabilité pour une fonction

exemple 10:

2

. . 1 T
On sait que la série Y — est une série (absolument) convergente et que sa somme vaut —
n>1 T
. L 1 o
On pourrait dire de maniére équivalente que la suite (— )n>1 est sommable et que sa somme vaut —
n2’"” 6

N ! 7 ra -~ » - .
-@-theoreme 15: théorémes de comparaison
Soit Y u, et Y v, deux séries numériques

1. comparaison avec les inégalités:

uy| < |v,| & partir d’un certain ran
Si {' nl <lvnl 2 p & alors > uy, est ACV

> vy, est ACV
2. comparaison avec les O:
Si{um= Olvn) alors Y u, est ACV
> v, est ACV
3. comparaison avec les o:
s = o(vn) alors > u, est ACV
> v, est ACV

4. comparaison avec les équivalents:

labsolue convergence de Y u,, équivaut a ’absolue convergence de > v,
les séries Y |uy,| et > |v,| sont de méme nature

> uny ACV <= > v, ACV

> |up| DV <= > |v,| DV

rem: & chaque fois, on aurait pu écrire "(uy,) est sommable " a la place de "y u, ACV"

Si u,, ~ v, alors

remarque 12 (en lien avec les probabilités)

1. 1I est facile de montrer que

La somme de deux séries ACV est encore une série ACV

De cette propriété, on en déduira que si X et Y sont deux variables aléatoires qui possédent une
espérance alors X + Y est une v.a. qui posséde une espérance.

2. Dans la définition de I’espérance on impose I’absolue convergence et pas seulement la convergence. Car
on a le résultat hors-programme suivant (développé plus loin):

‘ toute série ACV est commutativement convergente
Ceci nous permet d’assurer que I'espérance d’une v.a. ne dépendra pas de la maniére dont on aura
numéroté les valeurs prises par X.

Si on a X(92) = {ew|k € N} = {yi|l € N} alors ki 2 P(X = ) = 2 yP(X =y) (= E(X))
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exemple 11:

—1\"
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = i T <)
n
—1\"
e On a u, ~ <2) = vy,

. . . . -1
o La série de terme général v,, est une série géométrique de raison ¢ = > avec |g| < 1;

la série > v, est donc

e La comparaison avec les équivalents (point 4. du théoréme précédent) permet d’affirmer que la série

> Uy est aussi

e rem: ici v, N’est PAS de signe stable, on ne pouvait donc utiliser la régle des équivalents (théo 11)

4 Produit de Cauchy de deux séries numériques

Q: EST-IL POSSIBLE DE DEFINIR LE PRODUIT DE DEUX SERIES?

-@'—théoréme 16: Produit de Cauchy

Soit Y uy et Y v, deux séries absolument convergentes.
n
On note wy, = Y, UpVy = Y, UpUp—p = UpVUp + U1Vp—1 + . . . Up—1V1 + UpVp Pour tout n > 0
ptg=n p=0
+oo —+oo —+oo
Alors la série de terme général w,, est absolument convergente et | > w, = (> un)( D vp)
n=0 n=0 n=0
+oo +oo +oo
rem: on notera que l'on n'a pas (Y. up)( D) vn) = D Up-Un
n=0 n=0 n=0
rem: la formule du produit de Cauchy de deuz séries numériques évoque la formule du produit de deux
polynomes

idée de la démonstration
n

n n
e Notons U, = Y ug, V= > v, et Wy, = > wy
k=0 k=0 k=0

e Lorsque les termes généraux sont positifs on a W, < U,.V,
F'y
ql
2n|
n
Wn 888 UnVn
o8 8 s
S
L T e T
2n p 0 n 2n

exemple 12: produit de Cauchy et fonction exponentielle

1. Montrer que pour tout complexe z, la série de terme général — est convergente.
n!

+oo Zn
On rappelle que par définition on note |exp(z) = > — pour tout z complexe
n=0 1!

2. Retrouver avec cette expression de exp(z) que exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tout (a,b) € C>
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5 Séries alternées

définition 8: série alternée

On appelle série alternée toute série Y u,, telle que pour tout n, uy.up+1 < 0

rem: le terme général d’une série alternée se présente sous la forme (—1)".v, ou (=1)""1.v, avec (v,)

suite positive

exemple 13: parmi les séries suivantes, lesquelles sont des séries alternées?

cosn _1\n _1\n+1 _1\n+1
2 Doy S SO IER

n>1 n>2

Z(—l)” arcsin(l)

n

! 7 ra - 4 - P . ra . rd
-@-theoreme 17: critére spécial de convergence des séries alternées

Alors:
i.) la série > u, est une série convergente

et Sn+1
iii.) pour tout entier n, le reste d’ordre n, R, est du méme signe que 41
iv.) pour tout entier n, |R,| < |upt1]

a celle de celui-ci”.

87/
. /%7 L/ 772 e —

Ej v L]

exemple 14: la série harmonique alternée

(-1

n

On s’intéresse a la série de terme général u,, =

o Cette série est clairement une série alternée
o La suite (|uy|) est clairement décroissante et tend vers zéro.

Soit > uy, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.

ii.) pour tout entier n, la somme de la série est comprise entre deux sommes partielles consécutives, S,

On dit que "le reste est du méme signe que celui du premier terme négligé, et sa valeur absolue est inférieure

_1)n
D’apres le CSCSA on peut affirmer que la série Y (=1) est convergente.
n>1 M
(on note que cette série n’est pas ACV)
1 1 1 5
= 1.8 = —-14+-=-=etS8=8)— —=_2
oOna51 ,SQ +2 2653 SQ 3 6

On a ainsi

<S:i(_1)n<fl

n 2

| ot

n=1
1

e Ona ‘Rn| § |Un+1| = m

Pour obtenir une v.a. de S a 1072 pres, il suffit donc de choisir n tel que

Ainsi Sggest une v.a. de S ¢ 1072 pres
o Comme sg(Rog) = sg(ui00) > 0, on en déduit que

‘599 est une v.a. par défaut ¢ 1072 pres

18

<1072, cad n > 99.
n+1
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. e On montrera en exercice que S = —1n2

6 Démonstrations

[démonstration du théoréme [2]:]
Soit > u, une série convergente.
Pour tout n > ng, on a

n+1 n
Sn—i—l - Sn - E Up — E U = Up+1
k=ng k=ngo

Comme Y uy, converge on sait que lim S, eziste et est finie (notons la S)
On a alors
limSn+1 — Sn = limSn+1 — thn =5S-5=0

Ainsi limu,11 =0
Ce qui signifie exactement que la suite (u,) tend vers zéro!

(tableau des différents cas pour la limite d’une somme et le produit par un scalairej

lim S, | im7, | im(S, + 7)) lim S, | imT, | im(S, + 7)) lim S, A lm(A.Sy,)
leR | I'eR I+1I'eR +o00 +00 +00 leR | XeR | Al€eR
+oo | I'eR +oo —00 —00 —00 +oo | A>0 +o0
-0 | I'eR —00 “+o0 —oo | Forme Indet. +oo | A<O0 —00

7 I'eR A # A Forme Indet. +oo | A=0 0
A +00 Forme Indet. A —00 Forme Indet. A A=0 0
2 A#£0 A

(démonstration du théoréme [0 )

e Soient > u, et > v, deux séries telles que pour n suffisamment grand, 0 < u, < vy,.

e Quitte a changer un nombre fini de termes (ce qui ne change pas la nature d’une série),
on peut supposer que Yn = ng,0 < u, < v,

e Notons S, [resp. T},] la somme partielle d’indice n de la série Y uy, [resp. > v,]
e Comme les séries sont de terme général positif, on peut affirmer que

les suites des sommes partielles (S,,) et (7},) sont deux suites croissantes‘

1. Montrons une inégalité entre S, et T,,.
Soit n > nyg
Comme
pour tout k € [ng,n] on a0 < uy < vg

on a par sommation

n n
Zuk< ka

k:’n(] k::’n(]
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On vient de montrer que ’Vn > ng, S, <1, ‘

2. Montrons que Y v, converge = > u, converge
Soit Y v, une série convergente.
Par définition ceci signifie que la suite (7},) est convergente

Or "toute suite convergente est bornée (et donc en particulier majorée)",
ce qui assure ‘ dM € R,Vn > ng, T, < M‘

Par transitivité de la relation < on en déduit que Vn > ng, S, < M
On vient d’établir que la suite (S),) est majorée.

Comume la suite (S,,) est croissante et majorée, elle est convergente, cad » u,, converge

e Le point ii) du théoréme n’est rien d’autre que la contraposée du point i)

démonstration du critére spécial des séries alternées]

On considére une série alternée Y uy,.
n=0
On se place dans le cas ou les termes d’indices pairs|[impairs| sont positifs[négatifs|
On a donc Vn > 0,u, = (—1)".|u,|
On suppose que la suite (|u,,|) est décroissante et tend vers 0.
e On note pour tout n € N

n
— Sp = > uy la somme partielle d’indice n

k=0
- Tn = S?n
- Wn - S2n+1

1. On montre que les suites (T},) et (W,,) sont deux suites adjacentes
(en classe)

2. On montre que (S,,) est une suite convergente
(a) Comme les suites (7)) et (W,,) sont adjacentes, on sait d’aprés le théoréme sur les suites adja-
centes(théoréme 18 du poly "suites numériques") que ces deux suites convergent vers une méme
limite [
(b) On sait maintenant que les suites extraites (S2,) et (San41) convergent vers une méme limite.
On sait alors que 'on peut affirmer (grace au théoréme 3 du poly "suites numériques") que la suite
(S,) converge vers cette limite [

3. On conclut sur la nature de la série
La suite des sommes partielles (S,,) est convergente: on sait que c’est la définition de "> u,, est une série
convergente"

4. On établit les résultats quantitatifs

81 S Son 1 S+t ! Sz S s S S
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