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1 Nombres complexes

1.1 Nombres complexes de module 1

0 et ' sont des réels, n un entier naturel

o ¢ = cosf +i.sind eif = cosf —isinf = e~
o oif il _ (i(0+0")
0 —i0 0 _ —i0
2} + o . 23 — e
e Formules d’Euler: cos§ = % et sinf = %
i
e Formule de Moivre: (cosf + i.sin )" = cos(nf) + . sin(nd) (cad: ()" = einf)

e Racines n—iéme de I'unité: U, = {z € C| 2" = 1} = {¥*/" | k € [0,n — 1]}

,14;2'\/37641-”/3: 71722'\/3}

Up={1,-1} Us={1,e%/%= Us={14,—1,— i}

1.2 Nombres complexes
e z=a+1i.bavec a = Re(z) et b= 1Im(z)
o z=r7.¢" avec r module de z et § argument de z
e a=r.cosf et b=rsinf
e module de z: |z| =7 = Va2 + 2
arctang sia>0

arctan & + sia <0
e argument de z # 0: arg(z) =0 = o T B

w/2 sia=0etb>0
—m/2 sia=0etb<0
oM(=z)

2 Trigonométrie

2.1 Les propriétés fondamentales

o Vo € R, cos’x +sin’z =1

e Vx eR,|sinz|<1let|cosz| <1

sinx 2 1
et 1+tan“x = 5
cosx cos

oVa;eR—{ngkﬂkeZ},tanz: o

2.2 Valeurs remarquables & connaitre par coeur

R P O O A I
6 4 3 2

‘ I VORVE]

sinz | 0 5 13 |2 1 0
V3IV2l

3 1| — | — | = -1

cos T B 5 0

tanz | 0 L 1 V3| ND| 0
V3

o Vk € Z, cos(km) = (—1)* et sin(kr) =0

2.3 Les formules de ’angle double a connaitre par cceur

. . 1—tan’a
cos2a = cos’a —sin®a = 2cos’a—1=1—2sin’a = —
1+ tan“a
. . 2tana
sin2a = 2sinacosa = ————
1+ tan“a

A Uaide de la formule de cos2a on a directement(a savoir retrouver)

2 1+ cos2a .2 1—cos2a
cos‘a = —"7— et sin“q = ———

2 2



2.4 Formules d’addition a connaitre par cceur

e cos(a+b) = cosa.cosb—sina.sinb
e cos(a —b) = cosa.cosb+sina.sinb
e sin(a + b) = sina.cosb + sinb. cosa
e sin(a — b) = sina.cosb — sinb. cosa
A partir de ces formules on retrouve, lorsque les tangentes sont définies

_ tan(a) + tan(b) _ tan(a) — tan(b)
tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b) ot tan(a —b) = 1+ tan(a) tan(b)

2.5 Formules a savoir retrouver a partir des précédentes

e 2.cosa.cosb = cos(a+ b) + cos(a — b)
e 2.sina.sinb = cos(a — b) — cos(a + b)

e 2.sina.cosb = sin(a + b) + sin(a — b) et 2.sinb. cosa = sin(a + b) — sin(a — b)

pP+yq
p =a+bd “@ =5 )
En posant ) on a alors pZqr et les formules ci-dessus donnent
q =a-— b =——
2
® cosp+cosq = 2.cosp+q.cosp7q
2 2
.. pta . p—q
® cosp —cosq = —2sin .sin 3
) . pta_ _p—g . . P—q ptg
e sinp +sing = 2sin cos = et sinp — sing = 2sin 5 cos
2.6 Angles associés
o cos(z + m) = —cos(z) sin(z + m) = —sin(x) tan(z + m) = tan(x)
e cos(m — ) = — cos(z) sin(m — ) = sin(z) tan(m — z) = — tan(z)
o sin(z + %) = cos(z) cos(z + Z) = —sin(x) tan(z + %) = -1
2 2 27 tanz
1
e sin(§ —x) = cos(z) cos(§ — x) = sin(x) tan(§ —z) = ton e
2.7 Formules d’Euler
pour tout z réel on a
. . i —ix : _ _ ir _ ,—iT
cos(z) exp(iz) +2exp( ix) _€ —;e ot sin(z) exp(iz) 2;Xp( ix) _e 2;3
2.8 Equations trigonométriques
x =a [27] x =a [27]
® COST = COSa <= ou sinz = sina <= ou
Tz =-a [27] z =7—a |[27]

e tanz =tana <= xr =a [7]

2.9 Propriétés des fonctions trigonométriques

e Les fonctions cos et sin sont définies et C*° sur R. Elles sont 27— périodiques

e Les fonctions cos et sin ont pour ensemble image [—1, + 1].
e La fonction tan a pour ensemble image R

e La fonction cos est paire; les fonctions sin et tan sont impaires



3 Les fonctions trigonométriques réciproques

3.1 La fonction ARCSIN

e La fonction sin n’est pas bijective de R — [—1, + 1] (surjective mais NON injective)

11 fla) =

sin(x)

ame - -m2 Jlo e w2 S

-1

e En revanche la restriction de la fonction sin a [—m/2, 4+ 7/2] réalise une bijection de [—7/2, + 7/2]

dans [-1, + 1]

définition 1:

La fonction arcsin est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction sin a

I'intervalle [—m/2, + m/2]

y
/2 Y
T 0 T X
-1 0 1
y =f arcsin(x)
~T1/2 1

o V€ [—m/2,+ /2], arcsin(sinz) = z
e Vy € [—1,+ 1], sin(arcsiny) =y
e arcsin est continue sur [—1,+1] et dérivable sur | —1,+1[, avec

e En appliquant Taylor-Young, on trouve arcsin N

Vo € [-1/2,4+ 7/2],Yy € [-1, + 1] on a l'équivalence y = sinz <= x = arcsiny

Vo €] — 1, + 1], arcsin’(z) =

V1—a?

1

3.2 La fonction ARCCOS

e La fonction cos n’est pas bijective de R — [—1, + 1] (surjective mais NON injective)

A

\ :

=32 - 12 0 m L 12

-1

e En revanche la restriction de la fonction cos a [0,7] réalise une bijection de [0,7] dans [—1, + 1]

définition 2:

La fonction arccos est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction cos a

'intervalle [0,7]

= arccos(x)

-1 0 1

e Vz € [0,7],Vy € [—1,+ 1] on a 1 ’équivalence y = cosz <= x = arccosy

e Vz € [0,7], arccos(cosz) =

o Vy € [—1,+ 1], cos(arccosy) = y

e arccos est continue sur [—1,+1] et dérivable sur |—1,+1[, avec |V €] — 1, + 1], arccos’(z) =

-1

V1— a2

T
e V€ [—1,+ 1], arcsinz + arccosz = 3




3.3 La fonction ARCTAN

e La fonction tan n’est pas bijective de R — {g +kr|k €Z} — R (surjective mais NON injective)
! y

-TT -1/2 0 2 L1 3u/2

| I I
| | |
| I |
| I I
| I |

e En revanche la restriction de la fonction tan a | — /2, + 7/2[ réalise une bijection de | — 7/2, 4+ 7/2|
dans R

définition 3:
La fonction arctan est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction tan a
I'intervalle | — 7/2, + 7/2[

o V€] —7/2,+7/2[,Vy € R on al ’équivalence y = tanz <= = = arctany

Vo €] — /2, 4+ 7/2], arctan(tanz) =

e Vy € R, tan(arctany) = y

1
1+ 22

e arctan est dérivable sur R, avec |Vz €] — 1, + 1[, arctan’(z) =

1
e Vz € R*, arctanz + arctan — = sg(x)g avec sg(z) le signe de x (@ savoir redémontrer)
x

4 Les fonctions hyperboliques

4.1 Définitions et relation fondamentale
T -z T _ —x
. VxeR,chx=%etshx=%

e VzeR, ch®z—sh?z=1

4.2 Propriétés de la fonction ch

e La fonction ch est une fonction définie et C> sur R, de dérivée ch’ = sh
e La fonction ch est paire
e HP: la restriction de la fonction ch & [0, 4+ oo est bijective

et sa fonction réciproque est [1, 4+ oco[ — [0, + 00|

x — In(z+ Va2 —1) = argchz

4.3 Propriétés de la fonction sh

e La fonction sh est une fonction définie et C°° sur R, de dérivée sh’ = ch
e La fonction sh est impaire
e HP: la fonction sh réalise une bijection de R dans R
et sa fonction réciproque est R — R
z — In(z+ V2?24 1) =argshz

4

-2 -1 1

10



5 Les fonctions puissances

e VaeR Vx> 0,2% =

e Inz

6 Logarithme et exponentielle
avec la convention 0% =0 si o > 0

6.1 Logarithme népérien
. ‘Régles sur les puissances‘
Pour (a,3) € R? et (z,y) €]0, + oo

1
e La fonction In est 'unique primitive sur lintervalle |0, 4+ oo[ de la fonction z — — qui s’annule en 1

On a donc
In:J0,+o0c0[ — R
2P = g th . x @ ” e ()P = 2> %y = (zy)® z — dt
: - ro B - Yy =2y T
. ‘Propriétés de la fonction z — z“‘

eInl=0etlne=1avece 2718
v Pour a € R, la fonction f, : ¢ — 2 est définie et C™ sur ]0, 4 oo

e Pourz >0,y >0etaecR
(Si o > 0, la fonction est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = 0, mais ne sera
alors dérivable en 0 que pour o > 1)

1
Inz +Iny = In(zy) ln.?:—lny=lnE In—=—-Inz In(z%) = a.lnz
x

e La fonction In est définie et C°° sur ]0, + oof

e La fonction In réalise une bijection de 0, 4+ oo[ sur R, de fonction réciproque exp
6.2 Exponentielle

e cl=1 el=e

e Pour (a,3) € R?

af_pat8 L _ a0 ap o8 _ ab
e“e’ =e — = — =€ (e’ =e™
[ e
[ 1 2 3 11 3 3
e La fonction exp est définie et C* sur R
v Pour n € N*| la fonction z — z.x.. ... 2 est définie et C*° sur R e La fonction exp réalise une bijection de R sur |0, + oo[, de fonction réciproque In
—_—
n fois
1 VYo > 0,Vy >0, (y=e" <=z =Iny)
v Pour n € Z —N, la fonction z +— z" = est définie et C*° sur R*
(LA Vo >0, exp(lnz) =z
—n fois
Vr € R, Ine® =z
’ (y=x2)
n=1
ez 1
n>2

/l -2

:
v Pour tout n € N*, la fonction y/ est la réciproque de la fonction [0,+00[ — [0, 4 o0]

1
x — "
v Pour n € N* et (z,y) €]0, + oo[?

Etant réciproques I'une de lautre,
y=z"<=>m=\"/§=yl/” Var =n (Vz)" ==

les graphes de In et de exp sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

11

12



7 Croissances comparées

e Les limites des fonctions usuelles sont a connaitre, ainsi que leurs graphes

e le principe des croissances comparées

L’EXPONENTIELLE L'EMPORTE SUR LES PUISSANCES QUI L'EMPORTENT SUR LES LN"

"EN CAS DE FORME INDETERMINEE (EN 0 OU EN 00),

cad pour a« > 0et 8> 0

1

im

Pl

=0 lim
z—-too eB-T

Calculs algébriques

n
enl=nx(n—1)x---x1= [] k avec la convention 0! = 1

(n+1)!=(Mn+1)xn!
2Xx4x6x%--x(2n) =2"n!

1x3x--x(2n+1)

k=1

(2n+1)!

2m.n!

Lorsque les coefficients ci-dessous ont un sens, on a

()-(.2)

()

> (triangle de Pascal)

(formule du capitaine)

v((l,b) S (C_’ ((1, + b)n —

p=0

(n> s
p

(a+b)? = a®+2ab + b?

(binéme de Newton)

et (a —b)? =a® — 2ab+ v?

(a+b)® = a® + 3a?b + 3ab® + b° et

a? - = (a—b)(a+b)

(a—b)3 =a® - 3a%b + 3ab® — b3

et a® —b® = (a—b).(a® + ab+ b?)

n n(n+1) oo, n(n+1)2n+1)
k= et DD e G A A
k=0 2 k=0 6
1 qn+l )
si 1
l+g+@++q"={ 1—g¢ 7
n+1 sinon

ax?® 4 bz + ¢ = 0 a pour racines z et ag, avec

=

T +x2 =

LN

x1.22

13

=0 lim z%.(In2)’ =0
T—+00 i r—0t

9 Dérivées et primitives

9.1

Opérations

linéarité: (\.f + p.g) = A\ f' + pu.g’

produit: (f.9)' = f'.9+ f.9'

inverse : <l>/ = 7£
‘\Nf)

o Aa\ g f—Tg
quotient : ? =

composée: (fog) =g x(f og)

réciproque: (f~1)’

SFerT

linéarité de la dérivee n-ieme: (A.f + 11.g)™ = A.f0) 4 1. g™

formule de Leibniz: (f.g)™ = 3
k

n n
k) gn—k)
(1)

9.2 Dérivées des fonctions usuelles

intervalle f(x) f(x)
R avecmeN
R% ou R* avecm € Zet m < —1 ™ m.xm 1
R% avecm € R—7Z
1
R* e —
+ vz NG
I
v Inz Z
R exp(z) exp(z)
R chzx shx
R shx chx
R sinx cos T
R cosx —sinx
s T 1 2
——+km,+ - +kn|aveck€Z tanx —5— =1+tan“z
2 2 cos?z .
R t -
arctan x I J’iIZ
-1,+1 arcsin z —_—
] i ! V1 S 2
—-1,+1 arccos T 77
] [ T

14




9.3 Dérivées des fonctions composées (se déduit du tableau ci-dessus) 9.5 Primitives des fonctions composées (se déduit du tableau ci-dessus)

u désigne une fonction dérivable a valeurs dans l'intervalle qu'il faut . .. Soit u une fonction dérivable & valeurs dans U'intervalle qu’il faut. . .
o (u) =u w7t

. /Z (). (t)dt = w + C lorsque n # —1
. (Vi) -

2\/5 / “(f) t*2\/7+C
o (Inu) = %

/ L In ju(z)| + C
o (") =u.e") u(t)
/ ' (t).e"Vdt = ") 4 C
o (ch(u)) = .sh(u) et (sh(u)) = ch(u)
/ o/ (t). ch(u(t)).dt = sh(u(z)) + C
o (cos(u)) = —u'.sinu et (sin(u)) = cos(u)
(tan(u)) o 4t ) / u'( (t)).dt = ch(u(z)) +C
o (tan(u)) = an’u
cos?u
u’ u'(t). cos(u(t)).dt = sin(u(x)) + C
o (arctanu) = T
. o/ —u’ o/ (t). sin(u(t)).dt = — cos(u(z)) + C
o (arcsinu) = —— et (arccosu) = —— _/
V1—u? V1-—u?
. / v dt = arctanu(x) + C
9.4 Primitives usuelles 1+ u2(t) n
intervalle f(x) F(z) / _wly)
t = arcsin(u +C
R avec m € N /717u2(t (u(x))
m+1
R% ou R* avecm € Z et m < —2 ™ r 1 +C
R avec m € R — 7 met 9.6 Intégrales généralisées de référence
N 1 1
R} 7z 2z +C . / Intdt CV
T 0
R” ou R} z Infe} +C . / e %dt CV ssia >0
R exp(z) exp(z) +C 0
R chz shz +C Lt +oo gy
R o cha 4+ C e Riemann: / t—aCV ssia <1 / —CV
sh 1z 0 1
R sinz —cosz +C
R cos T sinz 4+ C 9.7 Intégrabilités de référence
1
},g + km, 4+ g + Im[ avec k € 7 odn 1+ tan?x tanx + C e In est intégrable en 0
}7% + km, + g + k?r[ avec k € Z tanz —In|cosz|+C ot e{at est intégrable en +00 ssi a > 0
I 1 .
R — arctang + C ol I est intégrable en 0 ssi v < 1
z
1
1 s .
=1, +1] - : arcsinz + C ou — arccosx + C LAY o est intégrable en +oo ssi v > 1
—x

1
e {— —— est intégrable en a ssi a > 1
It —al*

15 16



10 Développements limités de référence en 0

=1+ +‘E2+x3+ +w"+ (z")
e expr =e’ = 4+ folx
P -2 3l
2 4 2n
= =,z _ z 2n+1
e cost=1-— 2|+4'+ S (=1D)n ) + o(z2+1)
.’L‘3 1L'5 1,2714»1 9
5i = — 1y - 2n+2
R TR TR ) (2n+1)!+0(l )
22 4 22n )
i p— n+1
* cho =1+ g+ gt +(2n) + ol
3 2P 22+l )
r=x+ — — - 2n+2
.Shi_‘LJr35+511L +(27L+1)!+0(L )
1 -
o T lrrr o al to(a”)
-z
1 -
© Ty o e et o d e (F1) o)
2 3 n
¢ x
1 1— = — —_— = — — e — - n
e m(l-2)=-2-7 - - o)
2 3 n
x x xT
In(l+x)=0——4+——... A Sl 2"
el ta)=a— T+ %k (C)"I o)
1 —1)...(a— 1
e = e MOt SO e ) (0B

3 2n+1
arctan(z) = x — T 4+ (1)
3
e tan(z) =z + 3 + o(z?) (seul I'ordre trois est & connaitre)

2n+2
2n+1 +o(z )

Théoréme de Taylor-Young

Soit f € C™(1,C).
f admet en tout point @ € I un DL a l'odre n

®)(a)
Zf (@) (&~ 0 + of(@ — o))

Sommes de Riemann

Lorsque f € C%([a,b],K)

a2 b—a b—a
S S S ) = i S ke = [

Formule de Taylor avec Reste Intégral

Lorsque f € C""(I,K)

n _ k b
pour tous a et b éléments de I, on a f(b) = %]‘(k}(a) + %/ (b—t)" D (1)dt
k=0 ’ soa

17

Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f € C"FY(I,R) ainsi que a et b deux réels de l'intervalle I, et notons M = r[nai([f("“ﬁ

a,

~(b—a)f M.|b— a|*t!
f(b)*kg)Tf (a) <W

Formule de Taylor polynomiale

Pour tout polynome P et scalaire a,

oo o0
P®)(a) . P®(a)
P(X)=) —~(X-af ad PXtag=) —5x"
n=0 n=0
Série de Taylor
s : F(0)
Si f est de classe C* on peut définir la série de Taylor de f qui est > 7|4x”
n=0 n:
11 Développements en série entiére usuels
DSE dans C
2" x 2"
e Rayon(), —)=o00 etVzeC, — =€
n=0 n! n=0 n!
1
e Rayon(), 2") =1 et V|z| <1, Z 2" =
n=0 n=0 1-2
DSE dans R
série enticre rayon somme sur l'intervalle ouvert de convergence
T o0 T
L 00 Vo € R, E x— =’
nso0 M "
:L.Zn Zn
1) 00 Yz € R, 1 = cosx
PR ,Lzo( ")
PV PV
-1 00 Vz e R, —1)"—— =sinz
go( ) (2n+1)! go( ) (2n+1)!
2n 0 IZn
Vz € R, = cha
22: (2n)! > ’ n:o (2n)! o
Zn+1 £L.Zn-%—l
00 Vx € R, —  =shx
rg() 2n + 1) rLZO (2 + 1)
—1)"z" 1 Vexel—-1,+1 1)ra™ =
go ) I [ ; (-1 72
ES 1
S an 1 VIE]*l#’l[ZLEn
n=0 —0 1—=x
_ _ ES -1 — 1
1+wa" 1| Vo —1,+1[1+2)° —1+Zaa BRCETEE)
n=1 n=1 n:
3]
Y (- 1)n+1 1 Vol —1,+1[ 3 (<)% = In(1 +2)
n=1 n=1 n
7 < 7
— 1 Veel—-1,41) >, — =-In(1 —z)
n>1 M1 n=1 N
2n+1 %) I2n+1
1 1 Ve €] -1, +1], 1) = arctanx
go( " 2n+1 ] [7;0( ) 2n+1
18



12 Equations différentielles

12.1 premier ordre homogéne

L’équation |y + a(z)y = 0| a pour solution générale

primitive de a et K € K un scalaire quelconque

12.2 premier ordre compléte

y:I — K
x — K.exp(—A(z))

ol A désigne une

e La solution générale de 1'équation |y’ + a(z).y = b(x) | s’écrit comme la somme d’une solution parti-
culiére et de la solution générale de I’équation homogeéne associée.

e Une solution particuliére est trouvée soit de maniére évident, soit en utilisant la méthode de la va-
riation de la constante, cad en cherchant une solution particuliere de la forme y, : z — K (:L').c’A(Z)

avec K fonction dérivable inconnue

12.3 second ordre homogéne a coefficients constants

L’équation différentielle a.y” +b.y' +c.y = 0 (H) a pour équation caractéristique a.r? +b.r +c = 0 (E.)
Suivant le signe de A les solutions générales ont des formes différentes

12.3.1 cas des fonction a valeurs dans C

e cas ou A # 0.
notons 71 et ro les deux racines distinctes de E.

La solution générale de (H) est

y:x— AT 4+ Be® ‘

e casou A =0.
notons 7o la racine double de E.

La solution générale de (H) est

y:z— (A + B)eo"

12.3.2 cas des fonction a valeurs dans R

e cas ou A > 0.

notons 71 et ro les deux racines réelles distinctes de E.

La solution générale de (H) est ‘ Yy Ae? 4 B ‘

e casou A =0.
notons 7 la racine double réelle de F.

La solution générale de (H) est

y:x— (Ax+ B)e™” ‘

e casou A < 0.

notons a + i3 les racines complexes conjuguées de F.

La solution générale de (H) est

y & == e*(A. cos(fx) + B.sin(Bx)) ‘
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12.3.3 second membre du type z +— C.eM*
On considére équation a.y” + b.y' + c.y = C.e*® ot (C,\) € C2.
e si A n'est pas racine de E,, il existe une sol.part. de la forme x — D.eM®

e si \ est racine simple de E,, il existe une sol.part. de la forme z — D.z.e*?®
2 Az
e

e si A est racine double de F., il existe une sol.part. de la forme x — D.x*.

avec D € K une constante a déterminer

12.3.4 second membre du type z — C.cos(w.z) ou z — C.sin(w.z)

On considére I'équation a.y” + b.y’ + c.y = C. cos(w.x) ott (C,\) € R2.

e si i.w n’est pas racine de E., il existe une sol.part.de la forme z — D. cos(w.z) + E. sin(w.x)
e si i.w est racine simple de E., il existe une sol.part.de la forme = — D.z.cos(w.z) + E.z.sin(w.x)

avec (D,E) € R? des constantes a déterminer
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13 Suites numériques

13.1 limite de référence

Soit ¢ € R

e si|g| <1 alors limg™ =0

e sig=1alors limg" =1

e sig > 1 alors limg" = +o00

e si ¢ = —1 alors la suite (¢") = ((—1)"™) ne posséde pas de limite.
e si ¢ < —1 alors la suite (¢") ne posséde pas de limite

13.2 suites récurrentes linéaires d’ordre 2

® a.Upt2 + btpy1 + cuy = 0 pour tout n € N

o Equation caractéristique a.r? 4+ b.r +c =0

e |expression explicite des suites a valeurs complexes

1. Casou A #0 :
Notons alors 71 et ro les racines distinctes de ’équation caractéristique.
Alors:

3(A,B) € C%,¥n € N,u,, = Ar? + Bl

2. Casou A=0 :
Notons alors rg la racine double de I’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) € C%,¥n € N,u, = Al + Bnrl

e |expression explicite des suites a valeurs réelles

1. Cas ot A >0 : Notons alors 71 et 7o les racines distinctes de ’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) e R®Yn € N,u,, = Ar? + Bl

2. Cas ott A =0 : Notons alors rg la racine double de I’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) € R2Yn € N,u,, = Arl + B.nrl

3. Cas ou A < 0 : Notons alors 71 et ro les racines complexes conjuguées de I’équation caracté-
ristique.
alors:

3(A,B) € R%Yn € N, u,, = ¢"(Acosnf + Bsinnf)

ot ¢ est le module de 71 et § un argument de r;

14 Séries numériques de référence

. . 1 .
1. séries de Riemman: }  — converge (acv) ssi o > 1
n

> 1
2. série géométrique: Y ¢" converge (acv) ssi |g| < 1, et dans ce cas Y ¢" = 1
n=0 —4q
2" oo LM
3. série de I'exponentielle: 37 — converge (acv) pour tout z € C, et de plus 37 — =€
n! = n!

4. critére spécial des séries alternées: si la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro alors
la série converge
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15 Probabilités

15.1 Evénements

sewcA—=uwdA (A = complémentaire de A)
s wcAUB<=wecAouweB
sweANB<+=weAetweDB

eweAUAU---UAy < Tj e [I,N],wec A; (union d’une nombre fini d’ensembles)
wgAAUAU---UAN <= Vj € [[1,N]]7M¢Aj

sweANAN---NAy <= Vje[I,N],we A (intersection d’une nombre fini d’ensembles)
wgANAsN---NAy < Jj € [[I,N]],WQA]'

e A—-B=ANB={wecA|w¢ B}
e les (A;)ier sont deux & deux incompatibles lorsque Vi # j, A; N A; =0
o les (A;)icr constituent un systéme complet d’événements lorsque

i) U4, =0

el
i) Vi#j,4NA =0

‘Loi de De Morgan

e Soient A et B deux ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

A=A AUB=4AnB AnB=4AUB

siAC Balors BC A

Soient A, B et C trois ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

AN(BUC) = (ANB)U(ANC) AU(BNC) =(AUB)N(AUC)

‘généralisation a un nombre fini d’ensemble‘

e Soient (A;)1<j<n un nombre fini d’ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités).
On a

N N

MUAU A= A=A =Anhn niy
j=1 j=1
N N

AnA;n-nAy=(4;=J4 =4 udUu---nAy
j=1 j=1

B()(A1UAU---UAy) = (BN A) BN A) -+ J(BNAy)

BU(AlﬂAgﬁ“-ﬂAN)=(BUA1) (BUAQ)mﬂ(BUAN)
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‘généralisation a un nombre au plus dénombrable d’ensemble‘ 15.3 Variables aléatoires

e Soient (A;)ics un nombre au plus dénombrable d’ensembles (ou événements si. . . ). 15.3.1 Espérance, variance, covariance

On a . . ‘SiX(Q):{xl,..‘,xn} ﬁui.‘
Us-N%

jer jer VEX)=S 2 PX=2)= Y 2.PX=n)
i=1 2eX(Q)
N4 =U4 3 sore
] ) V E(g(X))=>g(z)PX=z)= Y g)P(X=nx) (théoreme de transfert)
el Jjel i=1 2eX(Q)
Bﬂ(U A4) = U(BﬂAz) v V(X)=E([X - E(X))?) = B(X?) - [E(X)]? (formule de Keenig-Huygens)
icJ icJ v o(X) = /V(X)
v X est une variable aléatoire CENTREE REDUITE lorsque E(X) =0et V(X) =1
Bl 4y =NwJ4)
ieJ icJ
. ‘ SiX(©Q)CcN dénombrable‘
15.2 Formules de probabilité v Si convergence de la série: E(X) = Y n.P(X =n)= > P(X >n)
e P(Q)=1et P(0)=0 n=0 n=0
e P(A)=1-P(A) e 1. E(aX+0bY)=aEX)+bE(Y) (linéarité de lespérance)
e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN D) 2. V(X +b) =a2V(X)
e probabilité conditionnelle: P(A|B) = Pa(B) = PANB) cad P(AN B) = P(A).Ps(B) 3. con(X)Y) = E((X - BE(X)).(Y - E(Y))) = E(X.Y) - E(X).E(Y)
» P(4) 4 V(X +Y)=V(X)+ V(Y) + 2co0(X,Y)
e formule de Bayes Pp(A4) = %.PA(B) cad P(A).Pa(B) = P(B).Pg(A) 5. V(X =Y) =V(X)+ V(Y) - 2cov(X,Y)
6. ¢ st bilinéai
e si événements 2 & 2 incompatibles: P(|J) = Y P(4;) avec J au plus dénombrable cov st brimcatre
icJ icJ
e formule des probabilités composées 15.3.2 Loi uniforme
P(A] NAsN---NA,) = P(Al)PAl(AZ) X o X PAlﬁA'zﬂ‘»'ﬁAnfz(An—l)-PAlﬂAzm--«ﬂAn,l (An) Soit n >1
X(Q) = {21. 29, ....2
pour n =3, P(A; N Ay N A3) = P(A1).Pa, (A2).Payna, (43) o X ~U({z1,22, ..., 2n}) lorsque (@) = {an, o o)
' P(X =) = n
e A et B indépendants <= P(AN B) = P(A).P(B) el
o Aj,..., Ay mutuellement indépendants = P(A; N---NAyx) = P(A;1) X --- x P(AN) e cas particulier:
- . . X(Q) =[1n]
e Formule des probabilités totales: si (An)ner est un (quasi-)SCE X ~ U([1,n]) lorsque 1
' P(X=Fk) =~
P(B)=Y P(BNA,) =Y P(Ay).Pa,(B) "
nel nel

15.3.3 Loi de Bernoulli

continuité croissante: si Vn € N, A,, C A,4q alors | P(J A4,) = lim P(A4,)
neN n—-+oo

Soit p € [0,1], on note g =1—p

e continuité décroissante: si Vn € N, A1 C Ay, alors | P(() 4,) = lim P(A4,) o X ~ B(p) lorsque X (@) ={0,1}
neN n—s+o0 P(X=1)=pet P(X=0)=¢q
s BE(X)=p
o V(X)=pq

e Gx(t)=1—p+ptet R=c0

e épreuve de Bernoulli: c¢’est une épreuve aléatoire qui n’a que deux issues possibles
i. Succes (de probabilité p)
ii. Echec (de probabilité ¢ =1—p)

Si X désigne la v.a. qui vaut 1 en cas de Succes et 0 sinon alors X ~ B(p)
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15.3.4 Loi binomiale

Soit p € [0,1], on note g=1—p
X(Q) =[o,n]

o X ~ B(n,p) lorsque n _
PX=k=|, prgnt

o E(X)=nmnp
e V(X)=n.pgq
e Gx(t)=(1—p+pt)* et R=00

e schéma de Bernoulli: c’est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de
méme paramétre de succeés p
Si X désigne la variable aléatoire qui compte le nombre de succes alors X ~ B(n,p)

15.3.5 Loi géométrique

Soit p €]0,1[, on note g =1—p

X(Q) =N*
e X ~ G(p) lorsque @) A
P(X = k) = ¢*Lp
1
e F(X)=-
X)=2 1
q —p
oV(X):P: 7
_pt pt 1 1
.GX(t)fl*qtf1*(1*p)tCtR71*p7(1

o La loi géométrique est aussi appelée la loi du premier succés.
On répéte de maniére indépendante une méme épreuve de Bernoulli de paramétre de succes p.
Si X désigne le rang du premier succés alors X ~ G(p)

15.3.6 Loi de Poisson

Soit A >0
X(Q) =N
o X ~ P()) lorsque k
P(X =k)= e
k!
o E(X)=A\
o V(X) =2

o Ve R,Gx(t) =eMtD =exp(A.(t—1)) et R= o0

e La loi de Poisson n’est associée 4 aucune expérience aléatoire

16 Géométrie plane

16.1 Outils

e le produit scalaire caractérise 1’orthogonalité

e le déterminant caractérise la colinéarité

16.2 Points et vecteurs
e JB= (1)
YB — YA
o | AB|| = AB = d(A,B) = \/{zp — w4)® + (y5 — y2)°

o Mil[AB] = %(A )= (At v un,

16.3 Droites du plan

e La droite qui passe par le point A(z4,y4) et de vecteur directeur d= (d1,d2)

. . T =xa+td
v/ a pour représentation paramétrique A ! teR
y =yattds
. . — d
v/ a pour équation cartésienne ]
y—ya do

e toute droite du plan admet une équation cartésienne du type ‘ uz 4+ vy + w = 0 avec (u,v) # (0,0) ‘

. —v u
v/ un vecteur directeur est < > et un vecteur normal est ( >
u v

v/ deux droites sont paralléles ssi vl y2 =0
1 V2

Uo

. . . . ul
v deux droites sont perpendiculaires ssi (v ) . <v
V1 2

) =0 (produit scalaire)
e toute droite non paralléle & 'axe des ordonnées posséde une éq. cart. réduite du type

v m est le coefficient directeur de la droite

1 —
v/ un vecteur directeur est <m> et un vecteur normal est < 1m )

v/ deux droites sont paralléles ssi my = mgo

v/ deux droites sont perpendiculaires ssi mj.mg = —1

e distance entre un point et une droite

v la distance du point Mo(zo,y0) & la droite d’équation (D) : ux + vy + w = 0 est donnée par la

formule
|uzo 4+ vyo + w|
————— = d(Myp,(D
o (Mo, (D))
v la distance du point My a la droite passant par A et de vecteur normal 7 est donnée par la
formule
—
AM i
d(Mo,D) = %
i

16.4 Cercles du plan

Le cercle de centre Q(zo,yo) et de rayon R > 0

e a pour équation cartésienne (v — 29)% + (y — y0)? = R?

= x0 + R.cost
0 avec t € [0,27] par exemple

e a pour équation paramétrique .
y =yo+ R.sint

e a pour équation complexe |z —w| = R avec w = Af fize(Q)
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16.5 Coniques dans le plan 17.2 Plans de P’espace

e Le plan qui passe par le point A(z4,y4,24) et de vecteurs directeurs d= (d1,d2,d3) et 5= (61,02,03)

e Ellipse
v excentricité e < 1 T = x4+ Adp+ poy
2 2 . . P 2
T 1 : T sents ars - = ave
/ équation réduite ©- + ¥ v/ a pour représentation paramétrique ¢ y YA + Mg + pd2  avec (t,u) € R
a2 2 z = zA+ Adg+ uds
T =a.cost — 5
v représentation paramétrique . avec t € [0,27] par exemple ) . . rowa do0
y =b.sint v a pour équation cartésienne |y —ya da o =0

e Parabole z—2z4 dz 03
v excentricité e = 1 v/ un vecteur normal est d A 0

v équation réduite y2 = 2px

r =8 e tout plan de espace admet une équation cartésienne du type | az + by + ¢z + d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) ‘
v/ représentation paramétrique possible y = fp avec t € R le vecteur (a,b,c) est un vecteur normal au plan
Hyperbole .

¢ Hyperbole e La distance du point My(x¢,y0,20) au plan (P) : az + by + ¢z + d = 0 est donnée par la formule

v excentricité e > 1

2 2
v équation réduite 5 — 2 = 1 lazo+byotezotd _ )y py
a b NEEET v
. e r = ta.cht
v représentation paramétrique avect € R
y =bsht 17.3 Droites de I’espace
. b -
v droites asymptotes y = iEI e La droite qui passe par le point A(z4,y4,24) et de vecteur directeur d = (dy,d2,d3)
T =x4+td
16.6 Aire d’un triangle, d’un parallélogramme a pour représentation paramétrique { y = ya +t.dy avect € R
e Aire du parallélogramme construit sur les vecteurs @ et o  |det(a,7)| z =zattds
1 1 e La distance d'un point My & une droite (D) définie par un point A et un vecteur directeur d est
e l'aire du triangle ABC est donnée par la formule | - ‘det(ﬁ,ﬁ)‘ =-.AB.AC\| sm(@ﬁ)\ . A ) b 0 D) P P
2 2 donnée par la formule
—
17 Géométrie dans I’espace O Il

e Une droite peut étre définie comme l'intersection de deux plans par un

17.1 Outils
ar +by +cz+d =0

e le produit scalaire caractérise 1'orthogonalité systéme d’équations cartésiennes § | , ,
. . L. NPT de+by+dz+d =0
e le produit vectoriel caractérise la colinéarité , y+
, . . . a a
e le déterminant caractérise la coplanarité de 3 vecteurs , . .
Danscecas [ b | A | b | est un vecteur directeur de la droite.
J
c c

17.4 Sphére de l'espace

e La sphere de centre Q(zq,yn,2q) et de rayon R > 0 a pour équation cartésienne

(-2’ + W —ya)*+ (2 —2)° =R*

17.5 Volume du parallélépipéde

e Volume du parallélépipede construit sur les vecteurs @, v’ et w: |det(d,v,0)|
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