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On rappelle la définition de la dérivabilité pour une fonction h d’une variable:
h(x) —h
h est dérivable en oy € R lorsque lim M existe et est finie
T—To r — X

Notations
e p est un entier supérieur ou égal a 2
e D est une partie de RP
e f une fonction de D & valeurs dans R.

On pourra donc écrire f sous la forme
f: DCRF — R
(x1,...,2p) — f(z1,...,2p)
o Les p variables x1,...,x, s’appellent les variables de f.
e 11 est la premiére variable de f, x5 est la deuxiéme variable de f,...
e Lorsque f est une fonction de 2 ou 3 variables, on préférera noter (x,y) ou (z,y,z) les variables de f.
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Fonctions de plusieurs variables

/Oexemple 1:

Que dire des 4 fonction suivantes?
f: R? — R

g:R*—{(0,00} — R

(x1,22) — x1.sin(xs) , R
(¥1,22,23) 22 + 23 + 23
F: R — R G:R3—{(0,00} — R
() > a.sin(y) R

e Les fonctions [ et F' possédent méme ensemble de définition, et renvoient les mémes images, donc

Les fonctions f et F' sont égales. ( de méme g=G )

e Mais les dérivées partielles ne seraient pas notées de la méme maniére!

— pour f, elles seront notées
of of
81‘1 8LE2
— pour F, elles seront notées
OF OF
ox oy

1 Préliminaires: topologie de R? avec p =2 ou 3 (V085)

1.1 norme et distance euclidiennes

% définition 1: norme et distance euclidiennes
[I.]] : RP — Rt

2
@p) > otk

i) On appelle NORME EUCLIDIENNE sur RP | ’application
x = (z1,...

ii) On appelle DISTANCE EUCLIDIENNE sur RP ’application
d:RP xRPF — R,
(@) d@y) =z =yl = /@ -y + o+ (@ — )2

proposition 1 (rappel)
la distance euclidienne est une application de R? x RP — R* telle que:
i) V(zy) e RP xRP d(zy) =0 =y
ii.) V(z,y) € R? x RP d(x,y) = d(y,x)
iii.) V(x,y,z) € RP x RP x RP d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)

pT*
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Fonctions de plusieurs variables

1.2 boules

définition 2:
Soit a € RP et r un réel strictement positif.
i) On appelle BOULE OUVERTE DE CENTRE a ET DE RAYON 7 ’ensemble .

\Bo(a,r) = {z € R?|d(a,z) < r} \

ii) On appelle BOULE FERMEE DE CENTRE a ET DE RAYON r l’ensemble

‘Bf(a,r) = {z € RPd(a,z) < 1} \

Les notions de boules généralisent dans RP la notion d’intervalle existant dans R

.....

1.3 vocabulaire

définition 3: intérieur, extérieur, frontiére
Soit D une partie de RP.

Ilustration:

1. On dit que @ EST UN POINT INTERIEUR DE D lorsqu’il existe r > 0 tel que By(a,r) C D

2. On dit que @ EST UN POINT EXTERIEUR DE D lorsqu’il existe r > 0 tel que Bg(a,r) N D = 0.
3. On dit que a EST POINT ADHERENT A D lorsque pour tout r > 0, By(a,r) N D = ()

4. On appelle FRONTIERE DE D l’ensemble des points adhérents & D mais pas intérieurs

rem: tout élément a de D est adhérent & D car Vr > 0,a € By(a,r) N D et donc By(a,r) N D # ()

Les trois ensembles ci-dessus possédent la méme frontiére

Serge Lemarquis 3
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Fonctions de plusieurs variables 4

définition 4: partie ouverte, fermée, bornée

Soit D une partie de RP.

1. On dit que D est UN OUVERT, OU UNE PARTIE OUVERTE, de RP lorsque tout point de D est un point
intérieur de D, autrement dit lorsque Va € D, 3r > 0,B,(a,r) C D

2. On dit que D est UN FERME, OU UNE PARTIE FERMEE, de R? lorsque R \ D est un ouvert

3. On dit que D EST UNE PARTIE BORNEE lorsqu’il existe M > 0 tel que Va € D, ||a|| < M

remarque 1

1. l'intérieur de D est le plus grand ouvert contenu dans D
2. lextérieur de D est le plus grand ouvert contenu dans le complémentaire de D
3. un point x adhérent a4 D est soit a 'intérieur de D soit sur sa frontiére

/Oexemple 2: un peu compliqué
§ 1. Montrer que D = {(z,y) € R?|y > 0} est un ouvert de R?
2. Montrer que [0,1[x[0,1] n’est pas un ouvert

1. Soit a = (x0,y0) € D. (on a donc yo > 0)

Posons r = 22 > 0 et montrons que By(a,r) C D.

Soit (z,y) € Bo(a,r).
. ona+/(x—z0)2+ (y—yo)2 <7
or /(@ =20 + (y = 90)? = V(¥ — y0)* = Iy — wol

ainsi |y—y0|<r:y?0

cadyo —r <y <yo+7

orYyy—r=y _H Py
0 0= 5 9

. ainst y >0
et donc (z,y) € D!

2. Notons D = [0,1[x[0,1]

Soit a = (0,0) € D
Soit r >0
Nous allons montrer que Bo(a,r) ¢ D

onazx= (%T,O) € Bo(a,r)

2 2

mais x & D car%r<0

en effet, d(xz,a) = \/(—r —0)24+(0-0)2 = L

On a montré qu’il n’existait pas de boule ouverte centrée en a incluse dans D
donc D n’est pas un ouvert!
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Fonctions de plusieurs variables 5

remarque 2

e une boule ouverte est une partie ouverte.

e une boule fermée est une partie fermée.

e RP et I’ensemble vide sont des parties a la fois ouvertes et fermées. Ce sont les seules a posséder cette
propriété.

e Dans R?, un demi-plan fermé est un fermé, un demi-plan ouvert est un ouvert, ...

%)méthode 1: pour justifier qu’une partie est fermée ou ouverte
On démontre que si f est une fonction CONTINUE de RP & valeurs dans R, alors

e l'ensemble {x € R?|f(x) > 0} est un ouvert (ezx: {(z,y) € R?|2®> + y?> —1>0})

e l'ensemble {x € R?|f(x) = 0} est un fermé (ex: {(x,y) € R?|2? +y> —1=10})
I'ensemble {x € R?|f(x) > 0} est un fermé (ex: {(x,y,2) € R®|2% +y? + 22 —1<0})

Pensemble {x € RP|0 < f(z) > =} n’est ni un fermé, ni un ouvert.

%)méthode 2: pour montrer qu’une partie n’est pas bornée
11 suffit de trouver "un chemin" dans D qui nous améne infiniment loin, cad de trouver un arc paramétré
(I,7) tel que

i) vt e I,~(t) = (x(t)y(t) € D
ii) }111{17 [|7(®)|| = 400 ou b désigne une borne de I
—

ou a défaut(trés treés rare) d’exhiber une suite (x,,)n>0 d’éléments de D telle que lim ||z, || = +00
n—oo

/Oexemple 3:
Montrer que
1. D = {(z,2%) |z € R} est un fermé non borné
{(z,y) € R?| sinz > y} est un ouvert non borné
{

2
3. (z,y) € R?| 22 + 5y? + cos(zy) < 18} est un fermé borné

/Oexemple 4: compliqué car plus théorique
Montrer les équivalences entre les propriétés suivantes:
i) D est une partie bornée de RP
ii) D est contenue(=incluse) dans une boule
iii) IM > 0,V(z,y) € D?,d(x,y) < M
mais cela n’équivaut évidemment pas a V(x,y) € D?,3M > 0,d(z,y) < M
(Faire des dessins pous illustrer chacune des implications, ¢a aide!) démonstration:
. On suppose IM > 0,Vz € D, ||z|| < M
1l est alors clair que D est incluse dans la boule fermée de centre O et de rayon M

e | ii) = 4i1) | On suppose IR > 0,3z € RP,Vz € D,d(x,z9) < R
Soient (z,y) € D?.
Par Uinégalité triangulaire, on peut écrire d(z,y) < d(x,zo) + d(zo,y) < R+ R.
En notant M = 2R, on a montré que V(z,y) € D? d(z,y) < M

e |iii) = i) | On suppose IM > 0.¥(z,y) € D? d(z,y) < M
Considérons un élément particulier yo € D.
D’apres Uhypothese, pour tout x € D on a d(z,y0) < M , cad = € By(yo,M)
Ceci signifie que D est incluse dans la boule de fermée de centre yg et de rayon M
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Fonctions de plusieurs variables 6

2 Limite en un point adhérent (V086)

2.1 ensemble de définition, lignes de niveau

/Oexemple 5: quelques fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles

Préciser & chaque fois le plus grand domaine de R? sur lequel la fonction est définie et dessiner les lignes

de niveau
f1 Dy — R f2 : Dy — R f3 : Dy —» R2 f4 Dy — R 5
Ty) — T Ty) — T x i
f5 : D5 — R fﬁ : DG — R f7 : D7 — R
1 2 _ 2 2 _ .2
(zy) — — (zy) — 2~y (zy) — Va?-y
Ty

% définition 5: lignes de niveau (fonctions de deux variables)
Soit f: D C R2 —R.
Pour tout k € R fixé, on appelle LIGNE DE NIVEAU D’INDICE k la courbe d’équation f(z,y) = k

Vous pourriez dessiner les lignes de niveau des fonctions ci-dessus?

LA REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION f DE 2 VARIABLES EST LA SURFACE D’EQUATION z = f(z,y)

Serge Lemarquis 6 PT*



Fonctions de plusieurs variables 7

2.2 limite en un point adhérent

W( définition 6: se généralise bien stir pour une fx de 3 variables
Soient

. D une partie de R?

. a = (z0,y0) un point adhérent a D

. f: D c R? = R une fonction

On dit que LA FONCTION f ADMET UNE LIMITE FINIE [ € R EN q, et on note lim f(z) =, lorsque
r—a

‘Ve>0,3n>0,Vm€D,||x—a||én:>|f(x)—l|<e‘

rem: cela revient & dire que quel que soit le chemin (I,y) dans D qui meéne a a = (zo,Y0), on a f(y(t)) qui
tend vers |

remarque 3

e Par exemple pour une fonction de 2 variables et a = (x,yo), on pourra écrire

lim x,y) =l ou bien lim zo+ hyo+ k) =1
(a;7y)—>(w0,y0)f( y) (h,k)—>(070)f( o+ hyo + k)

e [’étude la continuité n’est psa un objectif du programme: il ne devrait pas y avoir de question sur ce théme.

e A savoir cependant que dire que (x,y) — (zo,yo) n’est pas équivalent a faire tendre x vers xg puis y
vers yo (ou vice-versa,).

f
\f(-”v.-y)
D : !
0
| 23
D
flx)
é) + — +
+x R ¢ t I+¢
RZ

QUAND LA DISTANCE ENTRE & ET a EST INFERIEURE A 7,
ON EST ASSURE QUE LA DISTANCE ENTRE f(z) ET [ EST INFERIEURE A ¢

QUAND ~(t) TEND VERS a, ON A f(y(t)) QUI TEND VERS [

Serge Lemarquis 7 PT*



Fonctions de plusieurs variables 8

/Oexemple 6: composition de limites de maniére détaillée

Soit D = R?\ {(0,0)}. On considére la fonction | f: D — R
sin(x? + y?)

T,y) —
(zy) e
e le point a = (0,0) n’est pas un point appartenant & D, mais ¢’est un point adhérent a U.
e Notons|g: D — R* et|h:R* — R
(zy) — x2+y2 PN sint
t
e La fonction g est une fonction polynomiale de 2 variables: on a  lim  g(z,y) =0
(z,y)—(0,0)

La fonction (d’une seule variable) bien connue h posséde 1 comme limite en 0: tliH(l) hit)=1
—

Par le théoréme de composition des limites, comme f = h o g, on peut affirmer que ( %Hn( : flzy)=1
z,y)—(0,0

%)méthode 3: pour montrer qu’une fonction ne posséde pas de limite en un point

11 suffit de trouver "deux chemins (I7,71) et (I2,72) dans D qui nous aménent & ¢ mais tels que les images
de ces chemins par f ne tendent pas vers la méme limite", cad

i) Vte I, v1(t) = (z1(¢),y1(t)) € D et tﬁ%iglnel 7)) =a
i) Vt € Iy, y2(t) = (x2(t),y2(t)) € D et tﬁ%ior?nez Y (t) =a
i)l () £, lim foa(0)

t—borne

A retenir: il ne suffit pas de regarder ce qui se passe uniquement & x fixé ou y fizé!

/Oexemple 7:

On considére la fonction | f : R? — {(0,0)} — R

(z,y) Y

x2+y2

Montrer que f ne posséde pas de limite en (0,0)

Serge Lemarquis 8 PT*



Fonctions de plusieurs variables 9

3 Continuité (V08T)

définition 7:
1. Soit @ € D , on dit que f EST CONTINUE AU POINT a lorsque 1i£n f(z) = f(a)
c’est a dire:
Ve > 0,dn > 0Vz € D,||lx —a|| <n=|f(zx)— fla)] <€

2. On dit que f EST CONTINUE SUR D lorsqu’elle est continue en tout point de D

/Oexemple 8:

Montrer que la fonction | f : R? — R , n’est pas continue en (0,0)
x*—y .
T , 0,0
() —s Qg S @) #00)
1 sinon

@ théoréme 1: théorémes généraux
1. La composée de fonctions continues est encore continue
2. Une combinaison lin"aire de fonctions continues est encore une fonction continue
3. Le produit de fonctions continues est encore continue
4. Le quotient de fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas, est encore une fonction contihue

< ] ] )
{3 théoréme 2: théoréme des bornes atteintes pour une fx de plusieurs var.

Si D est une partie fermée et bornée de RP et si f : D — R est continue sur D alors f est bornée et atteint

ses bornes.

rem: ceci signifie que si f est une fonction continue sur une partie fermée et bornée alors f posséde un

mazximum global et un minimum global

rem: on rappelle que l’on a déja vu le théoréme des bornes atteintes pour une fonction d’une seule variable

continue sur un segment de R )

Serge Lemarquis 9 PT*



Fonctions de plusieurs variables 10

/Oexemple 9: application possible aux intégrales & paramétre qd non généralisées
On pose g(x) = / In(1 — 2z cos(t) + z%)dt pour = # +1
0

1. Montrer que pour x # +1 l'intégrale existe bien car elle est non généralisée
2. Montrer que g est continue sur tout segment [a,b] C I avec I = R\ {£1}.

%méthode 4: application possible aux intégrales a paramétre qd non généralisées

™

On pose g(x) = / ¥ —2wcost+lgy pour tout x réel.
0

Montrer que g est continue sur sur tout segment [a,b] C R.

On constatera qu’il est inutile de chercher une majoration détaillée mais que 'on pourra simplement
Justifier d’une fonction magjorante ¢ constante.

/Oexemple 10:

On consideére la fonction f : (x,y) — zy

1. La fonction f est-elle bornée sur R2?

2. Montrer que la fonction f est bornée sur tout rectangle [a,b] X [¢,d]
(On précisera un majorant de | f| en fonction de (a,b,c,d)

3. Montrer que la fonction f est bornée sur tout ensemble borné

1. f n’est pas bornée sur R? car lim f(z,1) = lim x = +oo
T—r+00 T—+00

2. e Comme D = [ab] x [¢,d] est un domaine fermé (car produit cartésien de fermés) et borné,
et que f est une fonction continue sur D,
le théoreme des bornes atteintes affirme que f est bornée sur D

o Pour tout x € [a,b], on a |x| < max(|al,|b]) = M
Pour tout y € [c,d], on a |y| < max(|c|,|d]) = Mo
On a ainsi
V(z.y) € lab] x [ed], |f(zy)] = [zy| = [a|ly| < M. M,

3. Soit D un domaine borné (par forcément fermé).

On sait alors que
IR > 0,Va € D, |la|]| < R

Notons D1 = B;(0,R),
on vient d’établir que D C D1

Comme f est continue sur le domaine fermé borné D1,

on peut affirmer d’aprés le théoréme des bornes atteintes que f est bornée sur Ds.
Ainsi AM > 0,Va € Dy, |f(a)| < M

Comme D C D1, on a a fortiori AM > 0,Ya € D, |f(a)] < M

ce qui prouve bien que [ est bornée sur D

/Oexemple 11:

R

Soit| f: R? — R une fonction continue. On considére| g : R —
x — f(3,y)

(xy) — flzy)
1. Justfier que g et h sont continues

% R et[h:R
— f(2,0) Yy

2. D’une maniére générale, montrer que si xo et yo sont fixés dans R alors les applications z — f(x,yo)
et y — f(xo,y) sont continues sur R.

Serge Lemarquis 10 PT*



Fonctions de plusieurs variables 11

remarque 4 (continuité par rapport @ une variable)

Soit f une fonction de deux variables.

i) On dit que la fonction f est continue par rapport a x (ou par rapport a la premiére variable)
lorsque & yo fixé, la fonction x — f(x,yo) est une fonction continue.

ii) On dit que la fonction f est continue par rapport a y (ou par rapport a la deuxiéme variable)
lorsque a x fixé, la fonction y — f(xo,y) est une fonction continue.

iii) On vient de montrer dans l’exemple|11| que
La continuité entraine la continuité par rapport a chaque variable
iv) Mais attention, la réciproque est fausse! :-(
La continuité par rapport a chaque variable n’entraine pas la continuité.

Autrement dit, il ne suffit pas de vérifier que les applications x — f(x,yo) et y — f(xo,y) sont continues
pour pouvoir affirmer que la fonction f est continue en (xg,yo)!

%)méthode 5: pour justifier de la continuité
e On utilise les théorémes généraux sur les domaines ou ils peuvent étre appliqués.

e On étudie les éventuels point litigieux (par des DLS pour les fonctions d’une seule variable, en passant
en polaire pour les fonctions de 2 variables)

/Oexemple 12: c’est la méme méthode que pour les fonctions d’une seule variable

Soit la fonction | f : R — R
cos(z) — 1 )
——— siz#0
T x

0 sinon

Montrer que f est continue sur R

/Oexemple 13:

On considére la fonction | f: R? — R )

(zy) — $21'+1':Iy2 si (z,y) # (0,0)

0 sinon
. r =r.cosf
1. Montrer que f est continue en (0,0) en posant )
y =r.sinf

2. Montrer que f est continue sur R?

Serge Lemarquis 11 PT*



Fonctions de plusieurs variables 12

4 Dérivées partielles des fonctions a valeurs réelles (V088)

4.1 dérivées partielles premiéres

W définition 8: dérivée partielle premiére pour une fonction de deux variables

Soit |f:DCR?® — R et (x0,yo) un point intérieur de D
(@y) — flzy)
1. On dit que

f ADMET UNE DERIVEE PARTIELLE PREMIERE PAR RAPPORT A LA PREMIERE VARIABLE EN a = (Z¢,Yo)

lorsque la fonction z — f(x,y0) est dérivable en xg

f(zo + hyyo) — f(zo,y0)
h

dans ce cas on note %(xo,yo) ou | 01 f(xo,yo) | cette limite

2. On dit que
f ADMET UNE DERIVEE PARTIELLE PREMIERE PAR RAPPORT A LA DEUXIEME VARIABLE EN (Zg,yo)

existe et est finie,

c’est a dire lorsque lim
h—0

lorsque la fonction y — f(zg,y) est dérivable en yq

existe et est finie,

c’est & dire lorsque lim F(@oyo + 1) = f(wo.b0)
h—0 h

dans ce cas on note %(IOJJO) ou | Oa f (zo,yo) | cette limite

3. Lorsque toutes les dérivées partielles premiéres en a existent,
on appelle GRADIENT DE f EN a, et on note grad(f;(a) ou V,f ou Vf(a), le vecteur (ﬂ(a%ﬂ(a))

ox
df(0,90)
0

rem: on définit de maniére identique les dérivées partielles premiéres pour une fonction de 3 variables

, of
rem: La notation correcte est a—(xo,yo) et mon pas
0

/Oexemple 14: Etude de dérivées partielles premiéres en un point particulier
Soit | f: R? — R

(xy) — Vat+y?

Etudier existence des dérivées partielles premiéres en (0,0)

/Oexemple 15:
Soit f: R® — R
(y.2) — yla|+ .|yl + 2
Etude des dérivées partielles premiéres en (0,0,0)

solution:
0
e La fonction g : x — f(x,0,0) =0 est dérivable en 0, avec ¢’'(0) =0 d’ou 8—f(070,0) =0
x
, . p , . Of
e La fonction g : y— f(0,y,0) =0 est dérivable en 0, avec g'(0) =0 d’ou a—(0,0,0) =0
Y
: . ) . Of
e La fonction g : z— f(0,0,2) = z est dérivable en 0, avec ¢’'(0) =1 d’ou 8—(0,0,0) =1
z

Serge Lemarquis 12 PT*



Fonctions de plusieurs variables 13

W définition 9: fonction de classe C!
La fonction f est dite DE CLASSE C'! SUR UN OUVERT D lorsque f admet en tout point de D toutes ses

dérivées partielles premiéres, et que de plus, chacune des dérivées partielles premiéres est continue sur D.

rem: pour une fonction de 2 variables f : (x,y) C D — f(x,y), dire que f est de classe C' sur D signifie

0
que f admet des dérivées partielles en tout point de D et que de plus les applications (z,y) — 8—f(x,y) et
i

0
(zy) = a—f(x,y) sont continues sur D
Y

remarque 5 (On signale une différence avec les fonctions d’une seule variable)

e On sait que si f est une fonction d’une seule variable on a
f est C* = f est dérivable = f est continue
e Si f est une fonction de 2 variables on a encore

f est C' = f est continue

mais en revanche
of of .
— et — exi

stent 7= f est continue
Ox dy

« .
g théoréme 3: théoréme généraux pour les fonctions C!

e On note | C1(D,R) |, 'ensemble des fonctions de classe C1 définies sur D et & valeurs dans R
e L’ensemble C*(D,R) est stable par combinaison linéaire et par produit interne, et 'on a
-~ 0i(f+9)=0if+0ig
— 0;(A\.f) = A.0; f lorsque X\ € R (constante)
- 0i(fxg)=0:f xg+ f x0ig
0; — 0;
= @i = fxg ; S x 0ig lorsque g ne s’annule pas sur D
g g
e Si ¢ désigne une fonction numeérique définie et dérivable sur un intervalle I tel que f(D) C I
alors 9;(po f) =0if x ' o f

(| rem: pour les fonctions d’une seule variable, on continue de noter la dérivée avec le * (prime)

/Oexemple 16: Etude des dérivées partielles premiéres en tout point

Soit | f: R* — R
(z,y) — x.™

of 0
Justifier que a—f(x,y) et a—f(x,y) existent pour tout (x,y) € R? et donner leurs valeurs
4 Y

/Oexemple 17:
Soit f: R® — R
(z,t) — 2
Justifier que les dérivées partielles premiéres de f existent sur R? et les calculer

Serge Lemarquis 13 PT*
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-
{g théoréme 4: "C' implique existence DL;"

Soit f : D — R une fonction de classe C' sur D un ouvert de R2.

Alors:
e en tout point a = (xo,yo) € D, f admet un développement limité d’ordre un
e et 'on a
of of
fla+h) = f(zo+ hiyo + h2) = fla) + hi.o—(a) + ha.o=(a) +  ||h]| .€(h)
Ox dy —~
v/ h3+h2
e cette formule s’écrit encore
H .
fla+h) = fla)+ < h,Vaf > +||h||-c(h) avec lim ¢(h)=0
h—(0,0)
rem:
dans le cas d’une fonction de trois variables, on a

fla+h) = f(a) + hl%(a) + hz.%(a) + hs.%(a) /0 4+ 13+ h2e(h)

-

/Oexemple 18:

Soit| f: R? — R
(zy) — 2y +2y

1. Montrer que f admet en tout point de R? un DL & Iordre 1
2. Donner le DL au point a = (1,2)

La fonction f est une fonction polynomiale, elle est donc Ct (O méme) sur R?

o Comme f est C' sur R? alors f posséde en tout point de R? un DL,

On a g(w,y) =2zy et a—f(:zz,y) =22 +2

ox Jy
O 1oy=a et 219 =
et donc 81'(1’2) =4 et By (1,2) =3

On a f(1,2) =6, et donc le DLy de [ au point a = (1,2) est

Vh = (hi,hg) € R?, f(1 4 h1,2 + ho) = 6 + 4hy + 3ha + 1/h? + h3.e(h)

Ce DL peut servir pour obtenir une valeur approchée de f(x,y) quand (x,y) est "proche” de (1,2)

Par exemple, ce DL donne pour valeur approchée de f(1.01,1.98) la quantité 6 + 4 x 0.01 + 3 x (—0.02) = 5.98

(la valeur exacte est 5.979798)

Oexemple 19: développement limité vu comme plan tangent & une surface
e La formule précédente peut s’écrire encore

f(@y) = f(@o.p0) + (& — w0)-5L (wo,90) + (y — yo)-%(ﬂﬁo,yo) + /(@ —20)f + (y — yo)e(zy)

e Counsidérons la surface ¥ d’équation z = f(z,y) et My(zo,y0,20) € &
e Notons F': (z,y,z) — z — f(z,y)

1. Ecrire I’équation du plan tangent Pps, & £ en My
2. Comparer avec le DL

Serge Lemarquis 14

avec lim =0
(z0,y0)

pT*



Fonctions de plusieurs variables 15

15

4.2 dérivée d’une fonction composée

,Oexemple 20:

Soit
f: R — R uw:R — R v:R — R
(z,y) — 2* 4 232 to— 2 to— 3
On pose g : t — f(u(t),v(t))
1. Calculer succeassivement %(l’,y), g—gj(m,y), %(u(t),v(t)), Z—z(u(t),v(t))
et enfin u’(t).a—i(u(t),v(t)) + v'(t).a—z(u(t),v(t))

2. Calculer g(t) puis ¢'(t). Remarque?

g théoréme 5: dérivée d’une fonction composée: régle de la chaine

Soit D un ouvert de R? et I un intervalle de R.
Soit f et v deux fonctions de classe C! sur D et I respectivement.

f:DcR? — R et y:IcR — R?
(zy) +— flzy) t o — (z()y()

Alors:
1. fo~ est de classe C! sur [

2. Vtel,(foy)(t) = JC’(t)-%(fﬂ(t)ay(t)) + y’(t)-g—g(w(t)ay(t)) =< Vf(v(#) () >

rem: cette formule s’appelle "régle de la chaine” et s’interpréte comme la dérivée de f le long de la courbe
rem: si les variables de f ne sont pas déclarées au départ, on peut toujours écrire

L (f o) () = 2'(£).01f (x(t),y(t)) + ¥/ (£)-02.f (2(),y(2))

t Flr(®)
|
-

-
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/Oexemple 21:

Soit f : R? — R de classe C!
Onpose|g:R — R et |[h:R — R
t — f(2t,141t%) 60 —— f(cosf,sind)

Exprimer ¢'(t) et h'(0) en fonction des dérivées partielles de f.

/Oexemple 22: dérivée suivant un vecteur(au programme)

Soit f: D C R? = R une fonction C' sur l'ouvert D

Soit a € D et @ un vecteur non nul de R?

On appelle DERIVEE DE f EN a SUIVANT LE VECTEUR « la dérivée en 0 de la fonction ¢t — f(a + t.4).
Montrer que cette dérivée est < Vf(a),d >

remarque 6 (régle de la chaine, version deux)

Soit f : D C R? — R une fonction de classe C* sur I'ouvert D
Soient @1 et gy deux fonctions de classe C! sur un ouvert A C R? telles que V(u,v) € A, (01 (u,v),02(u,v)) € D.
Alors

1. la fonction F : (u,v) — f(p1(u,0),p2(u,w)) est C* sur A

2. .
rem: si on note ¢1(u,v) = x(u,w) et Ya(u,w) = y(u,v), on peut alors écrire par abus de notation .
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/Oexemple 23: (régle de la chaine )

Soit | f: R? — R une fonction de classe C' et |g: R?* — R
(zy) — flzy) (uw) = gluw) = f(u® +v*uv)

0
Exprimer 8—g(u,v) et 8—g(u,v) en fonction des dérivées partielles de f .
u v

remarque 7 (méme formule pour avec des fonctions de 3 variables)

on a un résultat analogue si D est un ouvert de R3 : sous des hypothéses aussi larges et du méme genre. . .
La fonction |g: I — R est de classe C' avec

t— flud), o(t), w(t)
\W €1,g'(t) = u/().00f(u(t), v(t), w(t)) + v'(t).02f (u(t), v(t), w(t)) +w'(t).03 f (u(t), v(t), w(t)) \

5 Dérivées d’ordre supérieur (V090)

/Oexemple 24: présentation des dérivées d’ordre supérieur
Soit la fonction f définie sur R? par f(x,y) = 2%y + y°
Calculer les dérivées partielles secondes de f. Que remarque-t-on?

W définition 10:

Soit f une fonction de D C RP — R. ot D est un ouvert

On dit que la fonction f est DE CLASSE C? SUR D lorsque elle admet toutes ses dérivées partielles secondes
sur D et que qu’elles sont continues sur D.

Soit f: D C RP — R une fonction de classe C? sur I'ouvert D.
Alors , pour tout ¢ et j,|0;0;f = 0;0;f

0? 0?
rem: en particulier si f est une fonction de classe C? de deur variables on a / /

0x0y - Qyox

a(af 5 (oS
2f 9 (Of\ T \oy Pf 9 (of\ _ _\ oz
L On rappelle que 950y F <3y> =010-f = o et 9y0r 8y( )_8281f_ Ty

ox

/Oexemple 25:
Soient ¢ et h deux fonctions de classe C' de R dans R.

Onnote|f: R? — R
(zy) — g(z) +h(y)

Les dérivées croisées de f sont elles égales?

0
e Ona %(I,y) =g'(x) et

) =

f _
2

La fonction y — 3 (z,y) = ¢'(x) est dérivable (fonction constante!) on a donc
x

La fonction x —

0
By (x,y) = W' (y) est dérivable (fonction constante!) on a donc 8Tgy(a:,y) =0

Meéme si f n'est pas de classe C?, les dérivées croisées sont égales!

Serge Lemarquis 17 PT*
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6 Exemples d’équations aux dérivées partielles

proposition 2

Soient I et J deux intervalles ouverts non vides de R et D =1 x J.

0
e Les solutions de classe C' sur D de I'équation a—f(x,y) = 0| sont les fonctions | f: D
x

ot A est une fonction C1(JR).

of

e Les solutions de classe C' sur D de I'équation a—(aj,y) = 0| sont les fonctions | f: D — R
Y (zy) — A(x)
ott A est une fonction C1(I,R).
preuve:
e On va raisonner par Analyse-Synthése
e | Partie Analyse
1 L of
On suppose que f € C'(D,R) veérifie V(z,y) € D =1 x J, a—(m,y) =
4
— Pour y € J fixé, on note |g: I — R
z — f(zy)
/ of
On alors Vz € R, ¢'(x) = a—(m,y) =0.
x
Ainsi la fonction g est constante sur 'intervalle I
Ainsi, il existe un réel, a priori dépendant de y c’est pourquoi nous le noterons A(y),
tel que Vo € I, g(x) = A(y)
On a ainsi
[¥(zy) € D=1xJ,f(zy) = Aly)|
— Montrons maintenant que ’application A :y+— A(y) est C! sur J
Pour z € I fixé, on remarque que A : y — A(y) = f(z0,y)
Comme la fonction y +— (x¢,y) est C! sur J et que la fonction f est C! sur I x J,
par composition on sait que la fonction y — f(xq,y) est C! sur J, cad que A est C! sur J
. . ) . 1 e Of
—~ A la fin de la partie synthése, on a montré que si f € C'(D,R) vérifie 7 = 0 alors
47

nécessairement f : (z,y) — A(y) avec A € C'(JR)

. ‘Partie Synthése‘
Soit | f:IxJ — R avec A € C'(JR)
(zy) — Aly)

Il est clair que f € C'(D,R) et vérifie V(x,y) € D

of

9 %(.’E,y) = 0

VOUS TROUVEREZ DE NOMBREUX EXERCICES CORRIGES SUR LE SITE!
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7 Recherche d’extremum

7.1 rappel: fonction d’une variable réelle & valeurs dans R

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I C R & valeurs dans R. Les affirmations suivantes

sont-elle vraies ou fausses?
1. Si f'(a) = 0 alors f présente un extremum en a
2. Si f présente un extremum en a € I alors f'(a) =0

7.2 extrema d’une fonction de plusieurs variables

ﬁf définition 11: extremun local ou global
Soit D une partie de RP et f une fonction de D C RP — R et a un élément de D.
e On dit que f présente un MAXIMUM GLOBAL [resp. MINIMUN GLOBAL | au point a lorsque

Vo € D, f(z) < f(a) [resp. Vx € D, f(z) > f(a)]
e On dit que f présente un MAXIMUM LOCAL [resp. MINIMUM LOCAL | au point a lorsque
il existe B une boule ouverte de centre a telle que

Ve € BN D, f(z) < f(a) [resp. Vx € BN D, f(z) > f(a) |

e On appelle EXTREMUM un minimum ou un maximum

Les extrema globauz sont bien sir aussi des extrema locauz.

/Oexemple 26:
< Etude en a = (0,1, — 2) de la fonction f définie sur R® par f(z,y,2) = 2% + (y — 1)? + (2 + 2)?

Serge Lemarquis 19
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/Oexemple 27:
< Etude en a = (0,0) de la fonction f : (z,y) — 2> + y?

e%f définition 12: point critique=point en lequel le gradient est nul

0 0
On dit que le point @ € D C R? est UN POINT CRITIQUE de f lorsque 8—f(a) = a—f(a) =0.
€ Y
autrement dit, a est un point critique de f lorsque V,f =0

rem: si la fonction posséde 3 variables, on y ajoute ——(a) =0
%

/Oexemple 28:
< Etude en (0,0) de la fonction f : (z,y) — x5y

théoréme 7: condition nécessaire d’existence d’un extremum
Soit D un OUVERT de RP, a € D et f € C*(D,R).
Si f présente un extremum local au point a alors a est un point critique de f

théoréme 8: rappel sur les fonctions d’une seule variable

Soit I un intervalle ouvert de Ret f: I C R — R.
Si f présente un extremum local en a alors f/(a) =0

rem: sur un OUVERT, les éventuels extrema sont a chercher parmi les points critiques

L horizontal pour la surface d’équation z = f(x,y)

rem: pour une fonction de deux variables, un point critique correspond & un point ot le plan tangent est

J
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/Oexemple 29:

Etudier les extrema éventuels de la fonction f: R®* — R
(r,y,2) — =+ 3y> —4dyz
/Oexemple 30:
§ Etudier les extrema éventuels de la fonction f: R® — R
(x,y,z) — x2 + (y - 1)2 + (Z + 2)2

%)méthode 6: méthode pour la recherche des extrema éventuels
Soit f: D C RP — R une fonction au moins C!

déja qu’un maximum global et un minimum global existeront

2. Si D est un ouvert alors on est content car il n’y aura pas d’étude a faire sur le bord de D
détermine sa nature (trés souvent avec la matrice hessienne)

le bord par une fonction ¢ — 7(t), et on cherche les extrema de ¢t — f(y(t))

5. On fait une synthése des résultats en conclusion

1. Si D est un FERME BORNE, on le dit, et on cite le THEOREME DES BORNES ATTEINTES qui prouve

3. On détermine les points critiques de f dans l'intérieur de D, puis pour chaque point critique, on

4. Si D n’est pas un ouvert, on regarde en plus ce qui "se passe sur le bord". Pour cela on paramétrise

Fr(D)

g

7.3 extrema d’une fonction de deux variables

Nous allons maintenant étudier plus a fond le cas ot D est un ouvert de R2, f désigne une

fonction de deux variables définie sur D et a est un point critique de f .

< )
{3 théoréme 9: Formule de Taylor-Young a l’ordre 2

Soit D un ouvert de R?, f € C?(D,R).

Alors, en tout point a = (x,yo) de D, f admet un développement limité d’ordre 2:

of of 1., 0°f o*f 1, 0°f 2
fla+h) = f(a) + b1~ (a) + h2'@(a) +5hio5(a) + h1h2-axay (a) + §h2-5.7y2(a) +[|Al[e(h)
remarque: si a = (zo,yo) est un point critique, on a
1, 0f >*f 1., 0%f 2
- J
2 2 2 T

En identifiant R et M (R), on peut écrire %h%%(a) + hlh?‘;?@fy(a) + %h%a—?j;(a) = % (Z;) Hy(a). <Z;>

Serge Lemarquis 21
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W définition 13: Matrice hessienne

Soit D un ouvert de R?, f € C?(D,R).
Alors, en tout point a = (a1,a2) de D, on définit LA MATRICE HESSIENNE DE f EN a par

Pl Zw
H=| 55~ %Y

ooy @ 92

e
{g théoréme 10: nature d’un point critique

Soit f: D C R? — R une fonction de classe C? sur un OUVERT D , et a un POINT CRITIQUE
Notons H = H(a).
Alors:
i) sidet(H) < 0 alors f ne présente pas d’extremum local en a
) sidet(H) > 0 et tr(H) > 0 alors f présente UN MINIMUM LOCAL en a
iii) sidet(H) > 0et tr(H) <0 alors f présente UN MAXIMUM LOCAL en a
) sidet(H) =0 alorsil n’y a pas de conclusion

remarque 8 (interprétation géométrique du théoréme précédent)
Soit ¥ la surface d’équation z = f(x,y).
Soit (x0,yo) un point critique de f.
On note My(xo,y0,20) € X avec zo = f(20,Y0)-
Notons H = Hy(zo,yo la matrice hessienne Notons Py, le plan tangent 4 ¥ en M
e Py, a pour équation z = 2
si det(H) < 0 alors Py, "traverse" ¥ au voisinage de My
si det(H) > 0 et tr(H) > 0 alors Py, est situé en dessous ¥ au voisinage de M
sidet(H) > 0 et tr(H) < 0 alors Py, est situé au dessus ¥ au voisinage de My

POINT ELLIPTIQUE POINT HYPERBOLIQUE
POINT BALLON POINT COL

/Oexemple 31: Géogebra
é Etudier les extrema de f : (z,y) € R? + sin(z). sin(y) — % +3
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/Oexemple 32:
1. Extrema de la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2y
2. Extrema de la fonction définie sur D = {(z,y) € R? |22 + y* < 1} par f(z,y) = 2y

/Oexemple 33:
§ Déterminer les extrema de f: R? — R

(zy) — 2°+y° —3ay
e Comme f est C? sur R? et que R? est un ouvert,
On sait que si f présente un extremum en a alors a est un point critique.

e On a les équivalences

N 32_3 :O — 2 — 2 — 2
grad ) f = 6> — 3:2 Y — Y Tl vl “

e Il y a ainsi deux points critiques a = (0,0) et b = (1,1)

o La matrice hessienne de f en (z,y) est Hy(z,y) = (Eﬁ) g;)

e Etude du point a = (0,0)
- OnaH=H(a) = (_03 03)

— On a det(H) = —9 < 0 donc ‘ f ne présente pas d’extremum en a = (0,0) ‘

e Etude du point b= (1,1)

~ OnaH=Hb) = (63 _63>

— On adet(H)=27>0et tr(H) =12 > 0 donc ’ f présente un minimum local en b = (1,1) ‘

rem: ce minimum local vaut f(1,1) =14+1—-3 = -1

On remarque que ce n'est pas un minimum global car f(—2,0) = —8

/Oexemple 34:
< Déterminer les extrema sur R? de la fonction f : (z,y) — x2(1 + )% + y*

8 Compléments: fonctions de R” dans R"” pour p <3 et n <3

Nous allons donner les définitions et les résultats pour (p,n) = (2,3): ils se généralisent facilement & d’autres
valeurs de (p,n)

Soit U un ouvert de R% et f: U C R? — R3.

On pourra donc écrire f sous la forme | f : U ¢ R? — R?

(’LL,’U) — (f1(u,v),fg(u,v),fg(u,v))

Les fonctions f1, fo et f3 s’appellent LES FONCTIONS COORDONNEES de f.
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W définition 14:

Soit I = (I1,l2,l3) € R3 et a un point adhérent de U.
1. On dit que f POSSEDE EN a LA LIMITE [, et on note lim f(w) = lorsque

w—a

Ve > 0,3n > 0Vw € Ujj|lw —a|| <n=||f(w) =] <e

2. Sia € D, on dit que f EST CONTINUE EN a lorsque ( lir)n fluw) =1
u,v)—a

3. On dit que f EST CONTINUE SUR U lorsque f est continue en tout point de U

< R )
{g théoréme 11:
lim f1 = ll
a
1. f tend vers I = (Iy,la,l3) en a ssi liénf2 =l
lim f3 = Z3
a
L 2. f est continue en a ssi les fonctions coordonnées f1, fo et f3 est continue en a )

remarque 9
e La dérivation se fait coordonnée par coordoonnée
i 0 0f1 Ofz 0
si f = f1, f2, f3) alors O1f = (O1f1,01f2, 00 f3) % _ (£7£’£)

e Les définitions des fonctions C' et C? sont celles que nous attendons. Leurs caractérisations a laide
des fonctions coordonnées est également sans surprise!

(< )
@ théoréme 12: régle de la chaine généralisée
Soit | f: U — R une fonction de classe C' sur l'ouvert U C R?
(y) — flzy)
Soit [¢: V — R? une fonction de classe C! sur I'ouvert V' de R?
(u,w) — (2(u,0),y(u,w))
Alors
1. la fonction F = fop: (u,w) — f(z(uw),y(u,v)) est C! sur V
OF Oz of dy of
2. S(u) = o (w0) 5 () y(u)) + GH(w0) g (alw)y(uo)
U G (00) = 5o (). 5L (@(u0) ) + 52 005 (o)) J
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