PT* 2025-26
DS 6 du 23 mars 2026

e LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (extrait de rapport de jury)

Les résultats sont a a la régle.

e Ce devoir est composé de 3 exercices

Exercice 1:

x
On considére I'équation différentielle ' + Y= (E)

2
o0 2 00 R
1. Pour tout x réel on pose S(z) = / sin(tz).e”".dt et C(z) = / t.cos(tz).e”" .dt
0 0

(a) Justifier que les fonctions S et C sont bien définies toutes les deux sur R.
(b

(c
(d

Etudier la parité de la fonction C.
Montrer que la fonction S est dérivable sur R et que S = C

R NI AN N

Montrer que S vérifie sur R I'équation différentielle (E).

2. Soit K € R.

T
Pour tout z € R, on note H(z) = K./, / e/t
Jo
(a) Justifier que la fonction H est bien définie sur R tout entier.
(b)
(c) Justifier que H est une fonction de classe C*° sur R
(d) Déterminer la valeur de K pour laquelle la fonction H vérifie sur R 1'équation différentielle (E)

Etudier la parité de la fonction H

3. Montrer qu'il existe une valeur de K pour laquelle on a H = S

4. (Question facultative, a ne traiter que si toutes les autres questions de ce devoir ont été
traitées!)

Montrer que S est C° sur R et donner expression de S pour n € N.

Exercice 2:

Notations et rappels

n

Si (n,k) € N2, on note (k

> le coefficient binomial k parmi n.

n!

On rappelle que, si 0 < k < n, alors (Z) = m et, si k > n, <Z> =0.

Objectifs

Dans la premiére partie, on montre que, pour tout z €] — 1,1[ et pour tout k € N, la série

converge et que

+00 k
<k> (1 —a)kt?
n==k

Dans la seconde partie , on utilise ce résultat pour étudier une expérience aléatoire.

Partie 1: calcul de la somme d’une série

Dans les questions 1 et 2, k£ est un entier naturel fixé.

(") ()

. . P s n
Q2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) ( k> ™.
n>k

Q1. Montrer que

Lorsqu’elle est définie, on note Sk(z) la valeur de la somme Y <n> ",
n>k

Q3. Rappeler sans démonstration le domaine de définition de la fonction Sy et, pour tout réel x dans

ce domaine, la valeur de Sp(z).

Q4. A 'aide d’un théoréme de cours énoncé avec précision, justifier que, pour tout €] —1,1],

xT

Q5. Montrer que, pour tout (n,k) € N2 tel que k < n,
n+1\ [(n " n
k+1)  \k kE+1)"
Q6. En déduire que, pour tout k € N et tout = €] — 1,1],

Sk+1(z) = xSk(x) + Sk+1(x).

Q7. Démontrer par récurrence que, pour tout k& € N et tout x €] — 1,1],

zk

Sk(z) = m

2



Partie 2: étude d’une expérience aléatoire

On considére un dé équilibré comportant 1 face blanche et 5 faces noires. On réalise I’expérience aléatoire

suivante.

1. On lance le dé jusqu’a obtenir la face blanche. On note N la variable aléatoire égale au nombre de

lancers nécessaires pour obtenir la face blanche.

2. Si N prend une valeur entiére positive non nulle n lors de la premiére étape, on réalise alors une série
de n lancers du dé. On note X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou la face blanche a été

obtenue lors de cette seconde série de lancers.

Q8. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire V.
Q9. Calculer, en explicitant les calculs, 'espérance et la variance de N.
Q10. Pour tout entier naturel n > 1, donner une expression de
P(N <n)
en fonction de n qui ne fasse pas intervenir le symbole 3.

Q11. Soit k € N et n € N*.
En distinguant les cas k < n et k > n, déterminer la probabilité conditionnelle

Py (X = k).

Q12. Démontrer que P(X =0) = 1—51 puis que Vk € N*, P(X =k) =

Q13. Vérifier que

> P(X=k) =1

kEX(Q)

Q14. Montrer que X admet une espérance et calculer E(X).
Q15. Calculer E(X (X —1)).

Q16. En déduire que X admet une variance et calculer V(X).

Exercice 3:

On s’intéresse aux fonctions réelles f (de premiére variable notée z, et de seconde variable notée y) qui
vérifient simultanément les deux conditions suivantes:

condition 1: f est C! sur R? et V(z,y) € R2, f(z,y) = f(y,x)

condition 2: f est C! sur R? et V(z,y) € R?, %(Ly) = %(y,x)

. La fonction fi : (z,y) — xy vérifie-t-elle la condition 17 La condition 27

Meémes questions avec la fonction fa : (z,y) — (z +y)?

. En utilisant la définition de la dérivée partielle premiére, montrer que si f vérifie la condition 1 alors

o) € B 5 () = L (w)

. Justifier que si f vérifie les conditions 1 et 2 alors f vérifie '’équation aux dérivées partielles

(B): Vow) € B P (w) - S () =0

(a) Justifier que p: R? — R2 est une bijection de R? sur R?
(xy) — (u=z+yv=a-y)

(b) Justifier que ¢! est de classe O sur R?.

(¢) En introduisant la fonction g = f o ¢!, résoudre 'équation (F)
(a) En déduire les fonctions f qui satisfont les conditions 1 et 2

(b) Application:

pour tout

7] 1
Indiquer les fonctions f qui vérifient les conditions 1 et 2 telles que a—f(L,L) =112

zeR



| CORRECTION DE L’EXERCICE 2 |

Partie 1: calcul d’une série

Q1.
n+1 (n+1)!
k _ Bmri-Rl  (n+ DR k) a4l n+1
n\ P T onlkln+ 1K) n+l1-k "TCn41
k
on a donc

<n + 1>

. k

lim ———%

n—00 n
(%)

n+1 N n
k: n—o0 k:

=1

ce qui prouve bien:

Q2.
Soit z # 0 fixé. On pose u,, = (Z) ",
On a
n+1 Lt n+1
Un41 k k
- 2|~ |af
Uy,

n n n n—o0
k) k
d’aprés le théoréme de d’Alembert sur les séries a termes positifs :

|z] < 1 = la série converge absolument
|z| > 1 = la série diverge grossiérement

donc, d’aprés le lemme d’Abel, on peut dire que | Rayon( Y (Z) ") =1
n>k

Q3. On a Sy(x) = >~ x" qui est une série de référence.

Son ensemble de définition est | — 1,1[ et Vo €] — 1,1[, Sp(z) = +°<(’) " = ﬁ

Q4.
D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres, on sait que
i) Sp est de classe C* sur | — 1,1]

ii) sur cet intervalle, la dérivée est obtenue par dérivation terme a terme

Ainsi
= 1
Va €] — 1, + 1], Sp(x) = Z:lnwnfl = 7(1 e
or "

=1

x

donc |Vxe]-11[ Si(z)= a—z2

Qs.

(Z) + (kj—l) = k!(nni BIRECES] (:!—k— 1)

o onl(k+1) nl(n — k)
T (kD! —k)! (K D)!(n—k)!
alk+1+n—Fk)  nalln+1) (n+1)!

(k+Din—-k!  (k+Dn—-k)! (+1D(n-Fk)!

_(n+1
T \k+1

On a bien montré la formule du triangle de Pascal :
n n n _(n+1
k kE+1)  \k+1
Q6.

Le rayon de convergence de Sy, est R = 1; prenons donc z €] — 1,1[ et k < n.

Sk1(@) = f <k i 1) .

n=k+1
m+l _ k+1 m+1 m41
Z <k+1> * Z <k+1>
m=n m=k+1
_ k+l m m m+1 IR
=z + Z <<k>+<k+1>>x d’aprés Q5
m=k+1
+o0 m
_ k41 m+1 SomA4-1
e 5 (e 3 ()
m=k+1 m=k+1
+oo
— m+1 m+1
S () 3 ()
m=k m=k+1
ER 5 ()
m=k k+1

On a bien montré Vo €] — 1,1]:

[Ski(x) = S (2) + S ()

Q7. On montre par récurrence sur k € N la propriété:

ok
vz €] - 1.1], Sk(I)=m
Initialisation : o
1 x 1
So(x) = 't -
0(@) 1-z ¢ (1—2)0t  1-x

donc la propriété est initialisée.



Hérédité : On suppose la propriété vraie pour un certain k € N fixé quelconque.
D’apres la question précédente, on sait que

x

Sk+1(x) = Sk(x) + xSky1(x) et donc Spy1(z) = Si(x)

1-2z
Donc, par hypotheése de récurrence,

z Ik IkJrl

X =
1—2 (1 _ I)k’-%—l (1 — I)k+2

Spt1(x) =

ce qui prouve I’hérédité.
Conclusion :

zk

Vk e N, Vz €] —1,1[, Sk(z)= Ao
Q8. La variable N est égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir la face blanche. A chaque
lancer la probabilité d’obtenir la face blanche est %4

1
Donc N suit une loi géométrique de paramétre é N ~ g(g)

Q9. On sait que pour une variable N suivant une loi géométrique, les espérances E(N) et E(N?) sont
finies. Ensuite 2 €] —1,1], donc 2 appartient & 1’ensemble de définition des fonctions Sk.

+oo +o00o n—1
E(N)=> nP(N=n)=> nx % (g)

+oo n—1 +o0 n
1 1

== § :TXQE n §
6 6 6 5 6

n=1
1, /5\ 1 1 1 36 1
—25(2)=cx— - xZx-—p
51<6> 5 -3 5176

On retrouve le résultat du cours: | E(N) = =6

Pour le calcul de la variance, on va exprimer n? en fonction des coefficents binomiaux astucieusement!

S

V(N) = E(N?) — (E(N))? = io n?P(N =n) — 36

n=1
+o00
=Y (n(n—1)+n)P(N =n) - 36
n=1
+oo +00
= Zn(n —1)P(N =n)+ Z P(N =n)—36
n=2 n=1
+o0 n—1
1/5
:Zn(n71)7<7> +6—36
6 \6
n=2
_IXGXQiOn(n D (5\" 4
675 2 6
n=2
2. (5
=28(=])-30
5 2(6)
52 2., a3
AV O N 3. L
P -d) P

1=
On retrouve bien |V(N) = 2p =30

p
Q10. On a

n

(N<n)= U (N =k) union d’événements disjoints 2 & 2

k=1

Donc

5 n
Donc |P(N<n)=1- <7>

6
Qi1.
Sin < k, 'événement (X = k) N (N = n) est impossible, et donc dans ce cas

P(N=nnX=k)

P(N:n)(X:k): P(N:TL)

=0.

Sin > k, la loi conditionnelle de X sachant (N = n) est la variable aléatoire qui compte le nombre
de fois ou la face blanche a été obtenue lorsque 'on lance n fois le dé: c’est donc une loi binomiale de
parameétres n et % et dans ce cas

rness- ()

sik>n: Pn—p(X =k)=0

Pour résumer :

sik<n: Pyen(X=H=()#)" ()"

Q12. Comme N () =N*, on a ((N =n))p>1 qui est un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales :



+o0
P(X =0)=> P((N=n)n(X =0))

n=1
+00
=Y " P(N =n)Py_p(X =0)
n=1
S 66 (
= 61\6 0/) \6
1t <5>2n71
671:1 6
12 (5>2k+1
6k=0 6
1 53X (152
656 ((a))
k=0
5 y 1
EY 25
36 -5
5
36 11
5
P(X=0)=—
(X=0=3
Ce qui donne bien:
5
P(X=0)=—
( )= 11

Tout d’abord % appartient bien a ’ensemble de définition des fonctions Sk.

Q13. Tout d’abord X (£2) = N.

> PX=k)=P(X=0+Y P(X=k)
kEX(Q) k=1
5 3655\
“nutss ﬁ)

5
AT AR TR T

On a bien:

> P(X=k=1
keX(Q)

Q14. Montrer que E(X) existe revient 4 montrer que la série 37, -, k.P(X = k) est ACV

36 5\"
> kP(X =k) = %Zk. <ﬁ>
k>1 k>1

Or & €] — L,1[, et on reconnait S () qui est bien ACV.

_36 i
> -3 e
P(X =k)= P(N=n)Nn(X=k)) = P(N =n)Pn—pn)(X = k) )
vt ~ _36x5x 112
11
+ZO:O 1 § n—1 n 1 k é n—k B t155 X x 6
T 4e6\6 k) \6 6 -
n=k
<1>k+1 <5>k—1 +00 (n) <5>2n —
= - 2 Q15.
B n=k k 6 D’apres le théoréme du transfert, si la série suivante est ACV, on a
()76 SOE) - > 3
6 5) = \k)\36) ~ 517\ 36 BX(X —1)) =Y k(k—1)P(X = k) =3 k(k - 1)P(X = k)
k k=1 k=2
_ L () or
5t — Bk 36 5\" 236 (k) [/ 5\
( 36) k(k—1)P(X =k) %.k.(k —1). (ﬁ) =55 <2> <ﬁ>
B xgektl 5k x 36
BRHL 36k x 11k 5 x 11 x 11k

On obtient bien, Vk € N*,

Comme Rayon(S2) =1 et que () €] — 1, + 1, on est assuré de I'aCV de la série.
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Et ainsi:
+00 k
36 5
_ == 1=
B 1) = 5 3 k(h— 1) (H)
2 36 k k236 5
> =5 2\1
k=2

236 (%)2 236 52118 10
55 (%)3 T 5511263 6

_5

3

Q16. On a

EXH=EX(X-1)+X)
Comme E(X(X — 1)) et E(X) existent, on a E(X?) existe et

EX)=EXX-1)+X)=EX(X-1)+EX)= g +1

et donc
V(X) = B(X) ~ (B(X) = 2 +1-17 =

w| ot

remarque: pour Q14 et Q16, il était aussi possible d’utiliser la caractérisation a l'aide de la fonction
fonction génératrice de X

| CORRECTION DE L’EXERCICE 1 |

o0
1. (a) e Montrons que pour tout = réel 'intégrale S(z) = / sin(tw).c’ﬂdt est convergente.
Jo
Soit z € R fixé.
La fonction s : ¢~ sin(tz).e~*’
lisée en +oo.

est continue sur [0, + oo[; I'intégrale S(x) est donc généra-

oo dt
On a s(t) = ooo(tf2 or jfo ) est absolument convergente, donc par théoréme de compa-

raison on peut affirmer que fo s(t)dt est absolument convergente.

e Montrons que pour tout z réel Uintégrale C(z) = / t. cos(tz).eil dt est convergente.
0
Soit x € R fixé.
La fonction ¢ : t + t.cos(tz).e
ralisée en +o00.
1
On a s(t) = ooo(t—z)
raison on peut affirmer que jooo c(t)dt est absolument convergente.
(b) Soit = € R.
Comme la fonction cos est paire, on peut écrire

C(—x) :/0 t.cos(—tx).e_ﬁ.dt :/0 t. cos(tx).e_ﬁ.dt =C(z)

~* est continue sur [0, + oof; I'intégrale S(z) est donc géné-

dt
or || °° — est absolument convergente, donc par théoréme de compa-
1 2 ’

‘Conclusion: C est une fonction paire. ‘

(¢) Nous allons utiliser le théoréme de dérivation sous le signe intégral.
Notons | f : R x [0, + 0[] — R
(z,t) — sin(tz).e”

i) a z réel, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur [0, + oo[ d’aprés la question précédente.

11

ii) at € [0,+0c], la fonction x > f(,t) est de classe C* sur R et I'on a %(xt) = t. cos(tz).e

. J .
ili) & € R fix¢, la fonction ¢ — 8—f(m,t) est continue sur [0, + oo]
z

iv) posons [¢: [0,4+ 00 — R
r — t.e

—¢2

e la fonction ¢ est continue sur [0, + oof
o la fonction ¢ est intégrable sur [0, + col.
En effet:
Soit T' > 0

T—00 I~>oo2 2

T 1 oe™ 1
On a lim / p(t)dt = lim - — —— = 3 (limite finie)
0
e On a V(z,t) € R x [0, + oo, |%(z’t)| ()
En effet: soit (z,t) € R x [0, + oo,
Comme |cos(tz)| < 1ona | (x )| = t.| cos(tz)|.e™ < t.e™ = p(t)
Par théoréme, on peut donc aﬂirmel que S est de classe C! sur R,
{o o) 6 {o o)
et l'onaVe e R, S (z) = Fi(m,t}dt = / t. Cos(tx)Ae’tht =C(x)
0
(d) Soit z € R.

S'(z) + %S(z) /0 t. Cos(tac).ch2 + g sin(tz).eiﬂdt

T
= lim t. (:os(tI).e”52 +2. sin(tx)Ae’tzdt
T—o0 /g 2
-1 2 T
= lim |—.cos(tx).e”
T—oo | 2 0

1 1
= lgrolo 573 cos(Txz).e”T

car produit d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers zéro.

On a bien montré que S vérifie I'équation (E) sur R
(a) o Notons f: ¢+ e
La fonction f est continuc sur R donc d’apres le théoréme fondamental de ’analyse la
fonction F : x — fo t)dt est 'unique primitive de f sur R. Il s’agit donc d’une fonction
définie et de classe C! sur R.
o La fonction G : z — e~2*/4 est de classe C* sur R comme composée de fonctions de classe
.
o Ainsi la fonction H est définie et de classe C! sur R.
(b) Soit z € R.
On a

H(—z) = K. (Co)/4, /71 e Pt = Ke @/ /ﬂv e Pt
0 0

En effectuant le changement de variable § = —t (et donc dt = —d#) cela donne
H(-2) = K.e*zl/“./ e 0% (—ap) = —K,e””z/‘l./ e do = —H(x)
0 0

12



Conclusion: H est une fonction impaire
(¢) e On a par définition Vz € R, H(z) = G(z).F(z) cad H = G.F

e On sait que F est C! sur R et que F’ = |
Or la fonction f est de classe C* sur R (car composée de fonctions C™)
Comme F’ est C* on a F qui est C™ aussi!
Comme G et F' sont de classe C*° sur R, on peut affirmer que H est C* sur R comme
produit de fonctions de classe C*>°

T 9 b D
(d) Ona H'(z) = —g‘K.e’”ﬁM./ Pt 4 Kem M e = —%H(l) +K
0

1
On trouve donc que H vérifie 'équation (E) lorsque K = 3

1
3. On pose K = 5

Considérons le probléme de Cauchy linéaire du premier ordre constitué de I'équation (E) et de la
condition initiale y(0) = 0.

Par théoréme, on sait qu’il existe une unique fonction y définie sur R telle que
y(0) =0
Comme S et H vérfient toutes les deux ce probléme, on peut affirmer que S = H'!

4. Tl s’agit de procéder par récurrence en posant

o0
P, : "S est n fois dérivable sur R avec S (z) = / t".sin(tx + nw/?).e_tzdt 7
0

[ CORRECTION DE L’EXERCICE 3 |

e Pour tout (v,y) € R%, on a

fa)=yz=ay= filzy) et flya)=y+a)’=@+y)=folzy)

Ainsi,

f1 et fo vérifient la condition 1‘

; of of
; 2 00 ) — o , N —
e Pour tout (z,y) € R* on a B (z,y) = y et donc g (y,x) =x

‘fl ne vérifie pas la condition 2‘

o Pour tout (z,y) € R on a %

(r) = 20 +y) et done 92 (y.0) = 2(y + ) = 2z +)

‘ fo vérifie la condition 2 ‘

2. Soit f une fonction vérifiant la condition 1.

Soit (v,y) € R? fixé.
D’apreés la définition de la dérivée partielle premiére, on a

of v .. fly+ha) - fy.z)
Ox (y) = }lblgtll h
Comme f vérifie la condition 1, on a f(y + h,z) = f(z,y + h) et f(y,x) = f(z,y)
Ainsi
of o fly+h) = flzy)  Of,
oz (yvaj) - }Lli}% h - ay (1,1/)

13

Ve eR, (@) + y(e)

2.

3.

4.

5.

Soit f une fonction vérifiant les conditions 1 et 2.

Soit (z,y) € R2.
of of

Comme f vérifie la condition 2, on a a(z,y) = %(y,z) ,
Comme f vérifie la condition 1, on a d’aprés Q2, a—f(y,z) = 8—f(z,y).
€ Y
On a donc bien %(z,y} = g—;(a:,y)
Conclusion: f vérifie 'équation (E) : ¥(z,y) € R?, %(Ly) - %(Ly) =0

(a) ¢ est clairement une application linéaire: pour vérifier que ¢ est bijective il suffit de vérifier que

. . 1 1
son déterminant est non nul. Ce qui est le cas car det p = 1 -1l = -2#0
(b) Pour établir 'expression de ¢ ™! on s’intéresse au systéme suivant avec (u,v) € R? fixé.
u+v
U =x+yY w+v =2 r = 2
— — =
v o=x—y u—v =2y y =
2
et donc|o™!: R? — R2
() —s (u+v u—v)
’ 2 72

. . u+v u—v
Comme les fonctions coordonnées (u,v) — et (u,v) — sont de classe C'! sur R?, on

peut dire que | ™! est C! sur R?

(¢) Pour tout (z,y) € R? on pose f(z,y) = g(uw) = g(z +y,2 — y).

On a
Of (oo =199 0 vy 99, . _99 99
o gf;(xyy) = 1-gu(x+y7x y)+1~gvu+y7x y) = gu(UﬂJ)Jr gv("’”)
g g g g
ry) =122 —y)—1.22 =22 _%
* oy () 3u(l’ tyae—y) - 1lo- (r+yzx—y) au(“’“) E™ (u,v)
Et ainsi

(E) <= Y(u,v) € R?, %(u,v) =0

La solution générale de cette derniere équation est g: R> — R avec K € CY(R,R)
(uw) — K(u)

Les fonctions f de classe C1 qui vérifient (E) sont ainsi définies par

f: R? — R
(zy) — K(x+y)

avec K € CY(R,R)

(a) e Soit f une fonction qui vérifie les conditions 1 et 2.
D’aprés Q3, on sait que f vérifient (E), et donc nécessairement
il existe une fonction K € C*(R,R) tel que V(z,y) € R?, f(z,y) = K(z +y)
e Réciproquement, soit f une fonction telle qu'il existe une fonction K € C'(R,R) telle
que V(z,y) € R?, f(z.y) = K(z +y).
— f vérifie la condition 1, car f est C'!' sur R? comme composée de fonctions de classe C,
et 'on a pour tout (z,y) € R?, f(y,2) = K(y + ) = K(z +y) = f(z,y)
— f vérifie la condition 2, car f est C'! sur R? comme composée de fonctions de classe C?,
et g—ﬁ(m,y) =K'(z+y).
of

On & done W) € B, 2L () = K/(y +.0) = Ko +9) = 2 (0 4)
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Conclusion : les fonctions f qui vérifient les conditions 1 et 2 sont définies par

f: R? — R avec K € C*(R,R)
(zy) — K(z+y)
1
(b) Avec les notations précédentes, cela revient a déterminer K tel que Vo € R, K'(2z) = 522
z
e 1
En posant ¢ = 2z, la condition s’écrit V¢t € R, K'(¢) = —
1+ (5)2

On a donc pour tout ¢t € R

t t/2 )
K(t) :/ diee :/ 12_;1“/2 :Qarctan%—&-Cste
1+ (50 b

Conclusion | f : R? — R avec C € R
(z,y) — 2.arctan (%) +C




