révisions PROBABILITES - MATRICES

Les 3 parties de ce probléme sont totalement indépendantes, a ’exception la question 5 de la partie
2 qui utilise la partie 1.

1 Etude d’une matrice

0111
1 011 .. T

On note M = 1101 et I, la matrice identité d’ordre 4.
1110

1. Calcul de M™
(a) Déterminer un réel k tel que M2 —2M + kI, =0
En déduire que les valeurs propres possibles de M sont —1 et 3
(b) Pour n € N, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P = X? — 2X — 3
(¢) En déduire une expression trés simple de M™ comme combinaison linéaire de M et I,

2. On souhaite retrouver le résultat précédent d’une autre maniére.

1111

N . 1111

Pour cela on considére la matrice N = 1111
1111

(a) Enoncer le théoréme qui permet d’affirmer que M et N sont deux matrices diagonalisables
(b) On souhaite déterminer les éléments propres de N

i. Quel est le rang de la matrice N? En déduire que 0 est valeur propre et donner dim Eq(N).
ii. En déduire que yy est de la forme X + a.X? avec a € R
iii. Déterminer la valeur de a
iv. Quelle relation a t on entre les élements propres de M et ceux de N?
v. Justifier qu’il existe une matrice inversible P telle que M = P.D.P~1

-1 0 0 0
0 -1 0 0
avec D = 0 0 -1 0
0 0 0 3

P est-elle forcément une matrice orthogonale?

vi. Soit n € N.
En écrivant D™ comme une combinaison linéaire de D et I4, justifier que

T

2 Lapin probabiliste

Un lapin se déplace sur 4 points: A,B,C et D.
Au départ il est au point A.
Chaque minute, le lapin se déplace et se retrouve de maniére équiprobable sur un des trois autres points
libres.

La situation est modélisée par un espace probabilisé (Q,P,T)

Pour tout n, on note

e A, I'événement "au bout de n minutes le lapin se trouve au point A"
e B, I'événement "au bout de n minutes le lapin se trouve au point B"
e (), 'événement "au bout de n minutes le lapin se trouve au point C'"

e D, I'événement "au bout de n minutes le lapin se trouve au point D"

P(An) 1

_ | P(By) P K0

o X, = Py | On a ainsi Xy = 0

P(Dn) 0
P(Ana]An)  P(Ania|Bn) P(An|Crn) P(Ania|Dy)
P(Bn+1|An) P(BnJrl‘Bn) P(Bn+1|cn) P(Bn+1‘Dn)

O te K, =

HROE R T P(CrialAn) P(Coa|Ba)  P(Cota|Ch)  P(Cii|Dy)
P(Dn+1|An) P(DnJrl‘Bn) P(DnJrl‘Cn) P(Dn+l|Dn)

1. Sans expliciter les valeurs des coefficients de K, justifier que la somme de chaque colonne vaut 1.
En déduire que 1 est valeur propre de K,

2. Justifier que X, 11 = K,.X,, pour tout entier n

3. Déterminer avec précision les deux premiers coefficients de la premiére ligne de K,,, puis écrire la
matrice K.
On devra trouver que la matrice est en fait indépendante de n et on la notera dorénavant plus
simplement K.

4. Donner I'expression de X, en fonction de K,n et Xj.

5. A laide de la premiére partie du probléme, montrer que

143(=1/3)"
-y
=T -y
1-(~1/3)"

6. Au bout de n minutes, en quel point a-t-on la plus grande probabilité de trouver le lapin?
7. On note Y, [resp. Z, la variable égale a 1 si A, [resp. By| est réalisé et 0 sinon
(a) Déterminer la loi de Y,, et celle de Z,
(b) i) Montrer I'équivalence
Y, et Z, sont indépendantes «<—= P(Y,, =1NZ,=1)=P(Y, =1).P(Z,=1)
ii) Les variables aléatoires Y,, et Z,, sont-elles indépendantes?
(¢) On note pour tout entier n, S, = > Y;.

k=0
Que représente S, ?

Déterminer F(S,,)



8. Sachant que le lapin est de retour en A aprés 3 minutes, déterminer la probabilité qu’il soit passé Quelques pOiIltS de cours éVO(llléS

par le point B.
1. Quelle inégalité a-t-on entre m(\) et dim ) lorsque A est une valeur propre?

9. On note X la variable aléatoire égale a la minute du premier retour du lapin en A.

(2) Donner X(£2) 2. Théoréme de la division euclidienne pour les polynémes

n—2
b) Justifier que Vk > 2, P(X = k) = 2 3. Théoréme spectral
3

(c) Déterminer E(X) et V(X).
On pourra introduire la variable aléatoire X = X — 1

1
3
4. Définition du rang d’une matrice?

10. Dans cette question, on suppose que le lapin n’est pas forcément en A au départ mais que, arrivant 5
en parachute, il part de maniére équiprobable d’un des 4 points.
Déterminer X,, pour tout n dans ce cas.

. Définition de variables aléatoires indépendantes?

6. Définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre pour une matrice A7

3 Matrice de covariance 7.3 g =2
k=0
Soient V1, V5 et Vs trois variables aléatoires réelles 8. Que sait-on de la probabilté conditionnelle P47

On consideére la matrice A = (cov(V;,V;))1<i <3

On souhaite montrer que les valeurs propres de A sont toutes positives.
1. A quelle condition la matrice A est-elle diagonale?
2. A quelle condition la matrice A est-elle diagonalisable?
x
3. Pour (z,y,2) ER3onmnote X = [y | et Z=2.Vi +yVo+ 213
z
(a) Calculer V(Z) en fonctions des coefficients de la matrice A
(b) Calculer X7.A.X
(c) En déduire que les valeurs propres de A sont toutes positives ou nulles




(CORRECTION ) (CORRECTION )




1. Etude d’une matrice

1.

(a) Le calcul donne M? — 2M = 31, donc k = —3

~

Soit A une valeur propre de M.

Il existe alors une matrice unicolonne X non nulle telle que M X = \X
On a donc M2X = M(MX) = M(AX) = A\(MX) = \2X.

Comme M? —2M —3I,=0on a

(M? —2M — 3[,)X = M?X —2MX —3X = \2X —2)X —3X = (A2 =2\ —3)X =0

Comme X # 0 on a forcément A2 — 2\ — 3 =0
Les solutions de cette équation sont A = —1 et A =3

Conclusion: ‘les seules valeurs propres possibles de M sont -1 et 3‘

D’aprés le théoréme de la division euclidienne,

il existe un unique couple (Q,R) € RIX]? tel que X" = P.Q + R avec deg(R) < deg(P) = 2.

Il existe donc des réels a, et b, tels que
X" =(X?—-2X —3).Q +ap,.X + by,

En remplacant en particulier X par —1 et 3 cela donne le systéme

(_1)" = —a, + bn
3" = 3a, + b,
3 (=1)"
e
dont la résolution donne — g0 +%‘ (—1)
ST

Le reste de la division euclidienne de X™ par P est donc

3n _ (_1)n 3n + 3‘(_1)n
4 At 4

En remplagant X par A dans I'égalité X™ = (X? — 2X — 3).Q + a,.X + b, cela donne

n_ (_1)" 7 (=1)"
ZW”:(I,".]W+[)H.I4:3 (=1) 3" +3.(-1)

M+ Ay

Commentaire: question classique : recherche de M™ connaissant un polynéme annulateur de

A

2. (a) Les matrices M et N sont symétriques a coefficients réelles.
D’aprés le théoréme spectral

iii.

V.

les valeurs propres sont toutes réelles
les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux
la matrice est diagonalisable a I’aide d’une matrice de passage orthogonale.

.rg(N) =1

Le théoréme du rang appliqué & N donne dimker N =4 —1=3 # 0.
On en déduit que ‘ 0 est valeur propre de N et dim Eq(N) = dimker N = 3‘

e Comme N est une matrice d’ordre 4, on sait que son polynéme caractéristique est un
polynome unitaire de degré 4.
Cest a dire de la forme X* + a X3 +bX2+cX +d

e Comme dim Fy(N) = 3 on sait que la multiplicité de 0 est au moins égale a 3 (rem:
comme on sait par ailleurs que N est diagonalisable, on peut méme affirmer que c’est
égall)
Ceci signifie que 1'on peut factoriser yn par X? & coup sfir!
On a donc forcément b =c=d = 0.
Conclusion: il existe a € R tel que yy = X* + aX?

Plusieurs possiblité s’offre a nous.

Par exemple:

On sait que tr(NV) est égale a la somme de ses valeurs propres comptées avec leur multi-
plicité.

On sait déja que 0 est valeur propre triple.

En notant A la derniére valeur propre de N on a donc 040+ 0+ A = tr(N) =4 et donc
A =4

Ainsi 4 est racine de xy, d’ou

1

Ou bien, on pouvait remarquer que 1 est un vecteur propre évident de N associé a la
1

valeur propre 4.

Et donc 4 est racine de yy, ce qui donne encore a = —4

iv. Ona N =M + I,.

On a donc les équivalences suivantes, avec X # 0
NX=XX <= MX4+X=XX<—=MX=MX-1X
Ceci permet d’affirmer que
A est valeur propre de N ssi A — 1 est valeur propre de M

et que
E\(N) = E\_1(M)
c’est a dire que M et N ont des valeurs propres différentes mais ont les mémes sous-espaces
propres!
e On sait que sp(N) = {0,4} donc sp(M) = {—1,3}
e On sait que Ey(N) = E_;(M) et que dim Ey(N) = 3 donc dim E_; (M) =3



e On sait que Fy(N) =

E3(M) et que dim Ey(N

e On savait déja que M était diagonalisable,
1(M) + dim E3(M) = 4.

on le retrouve ici car dim E_

On peut affirmer que M est semblable & D =

-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 =10
0 o0 0 3

existe une matrice inversible P telle que M = P.D.P~!,
La matrice P n’est pas forcément orthogonale! Le théoréme spectral affirme seulement
qu’il en existe au moins une qui est orthogonale !

vi. Soit n € N

) =1 donc dim E3(M) =1

e On suit I'indication, on cherche donc (z,,y,) € R? tel que D" = ,,.D + y,,.I4.

, C’est & dire qu'il

On a
—1)" 0 0 0 -1 0 0 0
o 0 1" 0 0 0 -1 0 O
D" =2, D+ yp. 1y <= 0 0 (—1)" 0 =%l g 0 -1 0 + Un
0 0 0o 3 0 0 0 3
1 = —Zn+Yn
<~
3" = 3$n Un
1)71
= _ 34 3 ( 1"
e Ainsi
M" = (PDP™ )" = P.D".P~' = P(2,D + y,l;).P!
=2,PDP™' +y,P.I, P!
=z, M+ y,l
3 — (=1 3+ 3.(-1)"
= M N}
4 M 4 !
3. Lapin probabiliste
1. e Anfixé, (A,,B,,Cy,D,) est un systéme complet d’événements car au bout de n minutes le

lapin se trouve en un des 4 points A,B,C,D et uniquement en un de ses points.

e On sait que Py, est une probabilité (théoréme du cours).
Comme (A,11,Bn41,Cn+1,Dn11) est un systéme complet d’événements, on a alors

Py, (An+1) + PAn(BnJrl) + PA,L(CnJrl) + PAn(DnH) =1

Ceci prouve que la somme des coefficients de la premiére colonne de K, vaut 1.

rem: c’est évidemment vraie aussi pour les autres colonnes

e On sait classiquement que si la somme de chaque ligne vaut une constante « alors « est valeur

propre associé au vecteur propre

1
1

[Nl

oo = O

o= OO

On peut donc affirmer que 1 est valeur propre de KI. Or on sait que K, et KI ont méme
polynoéme caractéristique et donc méme valeurs propres.
Conclusion : ‘ 1 est bie valeur propre de K, ‘

2. Comme (A,,B,,Cy,D,) est un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales
permet d’écrire que pour tout événement F on a

P(E) = P(E|Ay)P(An) + P(E|Bn) P(B,) + P(E|C,) P(Cy) + P(E|Dn) P(Dn)

En écrivant successivement cette égalité pour £ = A,y puis £ = B,y puis £ = (41 puis
E = D, 1, on trouve bien les égalités obtenues en développant le produit matriciel K, X,
3. Soit n € N
e Py (Ant1) = 0 car si le lapin est en A au bout de n minutes, a la minute suivante il sera en
un autre point que A

1
e Pp (A1) = 3

0 car si le lapin est en B au bout de n minutes, & la minute suivante il sera en
0 un des points A,C' ou D, et ce de maniére équiprobable
0 0111
1 111011 1
'Kn—K—g 1101 _§M
1 110
1
4. Pour tout n € N, X,, = K". X, = 3—nZW"X0
5.
1 1 [Qn __ —1)» n —1)"
X, = Ly, = L[3 ( ) arx, 1 23D
3n 3n
0 1
_1]3 1 +3"+3(—1)" 0
- 4 3n 1 3n 0
1 0
1 + 3 (—=1/3)"
_ } 1/3 n
4 (—1/3)"
(—1/3)"
6. Soit n € N.
On a les équivalences
_1 n _1 n _1 n .
P(A,) > P(B,) <= 1+3 (?) >1-— (?) = <T) > 0 <= n est pair

Conclusion:
e sin est pair le lapin a plus de chance d’étre en A
e sin est impair le lapin a moins de chance d’étre en A et a autant de chance d’étre en B,C ou
D
7. (a) Comme Y, (Q) = {0,1},

1+3(-1/3)"
Y,, est une variable de Bernoulli de parametre P(Y, = 1) = P(A,) = %
Par le méme raisonnement,
. . R 1—(=1/3)"
Z, est une variable de Bernoulli de parameétre P(Z, = 1) = P(B,,) = —

10



(b)

e Commencons par établir que si Y et Z sont deux variables de Bernoulli, alors on a

Y et Z sont indépendantes < P(Y =1NZ=1)=PY =1).P(Z=1)

i) On suppose que Y et Z sont indépendantes
Par définition, ceci signifie que

YyeY(Q)Vze Z(Q),PY =yNZ=2)=PY =y).P(Z ==z)

c’est en particulier vrai pour y =z =1
ii) On suppose que P(Y =1NZ=1)=P(Y =1).P(Z=1)

— Montrons que P(Y =0NZ=1)=P(Y =0).P(Z=1)
Comme ((Y = 0),(Y = 1) est un systéme complet d’événements, on a

PY=0NZ=1)+P(Y=1NZ=1)=P(Z=1)

Ainsi

~ Montrons que P(Y =1NZ=0)=P(Y =1).P(Z=0)
méme idée

— Montrons que P(Y =0NZ =0)=P(Y =0).P(Z=0)
méme idée

On remarque déja que pour tout entier n on a A, et B, qui sont incompatibles, donc
PY,=1nZ,=1)=P(A,NB,) =0

Pour n = 0, on a P(Z, = 1) = 0 donc d’aprés 'équivalence ci-dessus, on peut affirmer
que Yy et Zy sont indépendantes.
Pour n = 1, on a P(Y,, = 1) = 0 donc d’aprés 'équivalence ci-dessus, on peut affirmer
que Y] et Z; sont indépendantes.

-1\"l 1 -1\"l 1
P > 2, — ) [<zet3|[—=—) | <=
our n on a (3) 3¢ ’(3) 3
1+3(—1/3)" 1—(—1/3)"
OnendéduitqueP(Yn:I):#>oetP(Zn:1):%>0.

Et ainsi
PY,=1).P(Z,=1)420=PY,=1NnZ,=1)

Dans ce cas les va Y, et Z, ne sont par indépendantes!

‘Conclusion Y, et Z, sont indépendantes ssi n =0 ou 1 ‘

S, représente le nombre de passages par le point A au cours des n premiéres minutes.

11

e Par linéarité de 'espérance, on a

E(S) =) E(\)
k=0
" 14 3(-1/3)"
k=0 4
_n+1 3 (1—(-1/3)""!
T4 +Z‘( 17(71/3)>

_n 13,3 (1)
416 16"\ 3
8. On demande de déterminer Py, (B U Bs)
P(A3sN(B1UB
% avec A3 n (Bl @] BQ = (AJ n Bl) @] (AJ n Bz)
3

Comme il s’agit d'une union disjointe

(] PA3(31 UBz) =

P(A3N By) + P(43N By)
P(A3)

Py, (B UBsy) =

e Ona B;NA3=(B;NCyN Az) U (B; N Dy N A3z) et cette union est disjointe
111

P(BlﬂAg) = P(B1ﬂCQﬂA3) +P(Bl ﬁDQﬂAg) =—-.-. +§§§

e Ona By NA;=(CiNByNA;)U (DN ByN Aj) et cette union est disjointe.

On trouve de méme P(By N A3) = 7

4 2
e Ainsi P(A3 N (B1UBy) = 77 et comme P(A3) = 3 d’aprés Q5, on trouve

4/27 2
PAg(BlUBZ):%:g

9. e X(Q) =2+ o0

e Commencons par les premiers cas, avec la formule des probabilités composées

_ _ 1
~ P(X =2) = P(Ag N A1 N Ag) = P(A0)-Pa(A1). Py (A2) = 113

~ P(X =3) = P(AyNA N A3 N Ag) = P(Ag).Pay (A1) Py (A2)- Py (As) = 11

[ 22

e Soit k > 2.
On utilise la méme idée, difficile & écrire(!)

Wl =

10. On remarque que X (Q) = [2, + oo[= [1, + oo[= N*

k—1
et Yk €N P(X = k) = P(X =k +1) = (%) 1

12

Wl N
W =



Ainsi | X ~ G(1/3) |

On sait alors que E(X) =3 et V(X) =6

On en déduit que

EX)=EX)+E(1)=3+1=4

11. Dans ce cas, on a Xy =

©)

1/4
1/4
1/4

et

4. Matrice et covariance

1. e La matrice A est diagonale ssi les variables aléatoires sont décorrellées, cad cov(Vy,Va) =
cov(V1,V3) = cov(Va,V3) =0
e Si les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes alors A est une matrice diagonale.
car on sait que (V; et V; indépendantes) implique cov(V;,V;) =0
2. La matrice A est symétrique a coefficients réels, on sait par le théoréme spectral qu’elle est toujours
diagonalisable! (et aussi que ses valeurs propres sont toutes réelles)

, et en appliquant la formule de Q4, on trouve que Vn € N, X,, = X,

13

3. (a) On va utiliser la bilinéarité de la covariance

V(Z) = cov(z Vi + yVa+ 2Va,2. Vi + y. Vo + 2.V3)
=z.coo(Vi, 2. Vi + y.Va + 2.V3) + y.cov(Va,2. Vi + y. Vo + 2.V3) + z.cov(Va,x.Vi + y.Vo + 2.V
= 2%.cov(V1,V1) + y?.cov(Va, V) + 22.cov(V3,V3)
+ 2zy.cov(V1,Va) + 2yz.cov(Va, Vi) + 2zz.cov(V1,V3)
=22V (V) + 2V (Vo) + 22V (V3) + 23y.cov(Vi,Va) + 2yz.cou(Va,Vs) + 2x2.cov(Vi,V3)

(b) Il suffit d’effectuer le produit matriciel X7V X pour trouver que V(Z) = XT.A. X

(c) Soit A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé.
On a donc AX = A.X avec X # 0.

e Comme une variance est toujours positives, on a V(Z) > 0
e On a aussi

XTAX = XT(AX) = XT(A.X) = A XT.X = A||X])?
avec || X|2=224+42+22>0

V(Z)

>0
[1X112
On a bien montré que les valeurs propres de V' sont positives ou nulles

e D’aprés (b), on a \.J|X||> = V(Z) donc \ =

14
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