8 |Intégrales a paramétres\

ANA 310

, e dt
Pour tout z réel, on pose g(z) =
0

24+ 20+ 1422
1. Montrer que la fonction g est bien définie sur R tout entier,

cest & dire que lintégrale [/ S —
N g
2. Etudier la parité de la fonction g.

est convergente pour tout réel x.

3. On souhaite, de deux maniéres différentes, prouver la continuité de g
(a) En calculant g(z), montrer que g est une fonction continue sur R.
(b) En utilisant le théoréme ad hoc, montrer que g est une fonction continue sur R.
4. On souhaite montrer que g est de classe C* sur R, en utilisant le calcul de 3(a).
(a
(b
(c
(d

Montrer que ¢ est indéfiniment dérivable sur R*.
Déterminer le développement en série entiére de la fonction arctan.

En déduire que g est aussi développable en série entiére.

z = =

Justifier que g est C sur R, et donner g (0) pour tout entier n.

dt

ANA 311 (trés classique, a savoir refaire) 1 2042
—x(t 1
On note pour tout = € R, F(z) = [ e "dt et G(z) = / exp(-r(t + 1))

2+1

0

1. Justifier que F' est définie et C! sur R. Donner F".

2. Justifier que G est définie et C' sur R. Donner G'.

3. Montrer que la fonction F2 + G est une fonction constante sur R. Déterminer cette constante.
4

N : . . . . 42 ™
. Apreés avoir montré que lim G(z) = 0, en déduire que f e tdt = £
z—+00 0 2

ANA 312 dt

O — —_—
n pose g : T / )
1. Déterminer lenscmble de définition de g

2. Montrer que g est continue sur |0,1[. (indication: on pourra montrer que g est continue sur tout
segment [a,b] inclus dans ]0,1)

ANA 313
On note pour tout x réel g(z fo arctan(zt)dt.
1. Montrer que g est une fonctlon définie et de classe C* sur R.
2. Montrer que g vérifie 'équation différentielle (E) 2y’ + y = arctan(z) sur R.
3. Déterminer la solution générale de (E) sur R et sur R*.
4. Montrer que g est la seule solution de (E) sur R

ANA 314
On pose g(x f e/t
1. Montrer que g est définie sur [0, 4+ oo

2. Montrer que g est C? sur ]0, + oo et vérifier que Vz > 0, ¢"(z) =

ANA 315

sin(tx)
On pose g(z) = / ;
[0,00[ 1+ 3

1. Montrer que g est définie sur R tout entier

2. Montrer que g est continue sur R
3. La fonction g est-elle paire? impaire?

ANA 316 1 Int
Pour z > 0 on pose g(z) :/0 o

1. (a) Sans utiliser le théoréeme de dérivation sous le signe intégral, montrer que la fonction g est
définie et croissante sur |0, 4 ool.

dt

(b) Déterminer les limites de g en 07 et en 00
Int Int
2. (a) Les fonctions ¢ — < ¢ et t— el sont intégrables sur ]0,1]?

(b) Montrer que g est de classe C' sur tout segment [a,b] CJ0, + oo
g est-elle de classe C! sur ]0, + ool.

1 2
(c) Que peut-on dire de la fonction z LTy g(z)+9(1/x)?

2
ANA 317 (extrait de la banque PT 2007)  cos(t)
Onnote f: R x [0, + 0] — R et g(x) :/
() cos(zt) o cht
z,
' cht

1. La fonction f est-elle continue sur R x [0, + co[?

2
2. Montrer que pour tout (z,t) € R x [0, + oo[,| f(z,0)] <
e
3. g est-elle continue sur R? (on énoncera le théoréme utilisé)
ANA 318

On pose g(z) = / et cos(tx)dt.

[0,4-00[
. montrer que g est définie sur R et qu’elle est paire

1
2. montrer que g est de classe C' sur R

3. montrer que g vérifie ’équation différentielle 2y'(z) + zy(z) = 0 sur R
4

12
. en admettant que g(0) = —W, montrer que g(z) = ?e’T
ANA 319 (cas d’une intégrale non généralisée)
On considere la fonction g : z — cos(z sin(f))do
(0.7]

1. Montrer que g est définie et de classe C? sur R
2. Justifier que Vo € R, 2y (z) + ¢/ (z) + zy(x) = 0
3. En déduire que g est développable en série entiére: donner ce développement et le rayon

ANA 320
On considére la fonction g : x +— / dt
1+

1. Montrer que g est définie sur 0, 4+ oo[ et justifier que hIJIl g(z)=0
Tr—+00
2. Montrer que g est de classe C? sur tout segment inclus dans ]0, + ool.

3. Montrer que Vz > 0, ¢"(x) + g(x) = —



ANA 321 oo ANA 325
On considére la fonction g : z — / exp(—z.t). arctan(t).dt On pose g : x — /

)e_tdt

Montrer que g est continue sur tout segment [a,b] inclus dans |0, + ocof.
En déduire que g est continue sur ]0, + oof.

ANA 322

1. Montrer que g est définie sur R
2. Montrer que g est C! sur R, et donner g’ sous forme intégrale

3. Vérifier que Vz € R, ¢'(z) =

i) Montrer que g : z / sur un intervalle que 'on précisera. 1+a2
4. En déduire une expression trés simple de g
* sht
ii) Montrer que h : z — / q—olt est continue sur R ANA 326
o 1t Onposeg:]—1,+00f — R
1

t—1
ANA 323 T — / t* dt
On pose, lorsque cela est possible o Int

t—1
. Etudier les limites de la fonction ¢ — en 0 et en 1~

ﬂ@:/ o2 =1 n
) ) , it 1 - 2. Vérifier que g est une fonction bien définie sur | — 1, + oo
L Detf%rm.lner ! enseml.ole de définition ]_Si f. d 3. Montrer que g est de classe C* sur tout segment inclus dans | — 1, + oo|
2. En justifiant son existence, calculer -2 . P 1o PP . ’ s
o 0 e'te 4. En déduire que g est C'! sur son ensemble de définition, et donner une expression de ¢’ sans intégrale
3. Calculer ¢(1). On pourra utiliser Uapplication ¢ : u > 0+ ch(u). 1 . . e R
n(o) 5. En déduire une expression de g & une constante additive prés
4. Calculer ¢(2). On pourra remarquer que la dérivée de x — Sh<z) est égale a © +— }2 t—1
. o\ e eh(@)” 6. Montrer que V¢ €]0,1[,0 < —— <1
5. Vérifier que g est positive sur 1. ' Int
6. Montrer que g est décroissante sur /. 7. En déduire que Yz > —1,0 < g(z) < 1
7. Prouver que g est de classe C! sur I et préciser I'expression de ¢'(x). Retrouver alors le résultat de P . r+1
e . 8. En déduire I'expression de ¢
la question précédente.
8. Soit x € I. Démontrer la relation ANA 327
cos(at) .
glz+2) = pr 1g( ) 1. Montrer que la fonction g : « +— / 2 dt est continue sur R.
On pourra effectuer, en la justifiant, une intégmtwn par parties. 9 En déduire I Un o cost J
9. Soit p € N*. Donner 'expression de g(2p) a l'aide de factorielles. - Bndedure Himl Uy avee Uy = o 1+n22 t
10. Pour tout réel z > 0,
our tout réel , O1 pose 50— ro(rale+ 1) ANA 328 -
) = 2L On note g(x) = / ———dt
Prouver que ¢(z + 1) = ¢(z). Calculer ¢(n) pour tout n € N*. o 1+¢
11. En utilisant la question précédente, déterminer un équivalent de g(z) quand z — 0%, 1. Montrer que g(z) existe pour tout = > 0
12. Verifier que ¥n € N*, g(n)g(n + 1) = £. En déduire que 2. Montrer que g est continue sur |0, + oo[ (on majorera sur tout segment inclus dans |0, 4+ oo )
" 3. Calculer g(z) + g(x + 1) pour z > 0
g(n) ~ 21 4. Donner un équivalent de g en 0% et préciser sa limite +o00
’n~>+gc n
. _ N e ANA 329
13. En utilisant des parties entiéres, prouver que On considéres les intégrales impropres suivantes
I
glz) ~ votdt Lot

I 1
oo \| 2 I = — , L= — | L= .
! /g V-2 T Vi T Viee

14. Déduire des questions précédentes le tableau des variations de g sur I et tracer sa courbe représen- = . .
1. Justifier 'existence des intégrales I; et I et les calculer

tative dans un repére orthonormé.

15. Prouver que la fonction ¢ est constante sur R*+* 2. Justifier 'existence de I3 et la calculer en introduisant la fonction ¢ : u +— sinu

cos(xt)

V1—1t2

(a) Démontrer que g est définie sur R

ANA 324 1 3. On considére la fonction g : z — / dt

On consideére la fonction g : x — e dt

0

1. Montrer que g est continue sur tout segment de R. (b) Démontrer que g est de classe C? sur R

2. Justifier que g est continue sur R. (c) Démontrer que

3. g est-elle bornée? Vo € R,zg"(2) + ¢'(x) + zg(x) = 0



ANA 330 ¢ ANA 336 (Transformée de Laplace)

o)
e
On note  g(z) = / r t:rdt On appelle transformée de Laplace d’une fonction f en p l'intégrale, lorsqu’elle converge:
0

1. Montrer que g(x) est bien défini pour z > 0 oo .

_ —pt
2. Montrer que g est de classe C* sur [0, 4+ oo - / I dt
3. Justifier que Vn > 0, g™ (0) = (=1)".(n!)?

1. On note H l'ensemble des fonctions f continues sur R*T, prolongeables par continuité a droite en
y P p

ANA 331 0 et telles que pour tout réel A > 0, tligl e Mf(t)=0
—+00

oo 1 — cos(tx)
On pose g(z) = — e 'dt Montre e: g(z) = zxarctanx — 1/21In(1 + 22
n pose (x) = Jo 12 ‘ ntrer que: g(x) = warctanz — 1/2In(1 +27) (a) Montrer que si f € H alors pour tout réel p > 0, Uintégrale L(f)(p)

ANA 332 (b) Soit f € CHRY).
H !
Etudier et représenter graphiquement la fonction ¢ : x — fol Va + t3dt Montrer que si f € H et f' € H alors on a

ANA 333 (Transformée de Fourier) L(f)(p) =p-Lf)p) - f(0F)
3 . 3 3 3 A . —ixt
Soit f: R — C une fonction continue et intégrable sur R. On pose g : 2 — [, f(t)e™!dt. ot £(0+) désigne la limite de f a droite en 0

1. Démontrer que g est définie, continue et bornée sur R
d . 9 T . . . 2. Dans chaque cas, montrer que f € H et calculer L(f)(p):
2. Montrer que si f est une fonction paire alors g 'est aussi et que

Vo € R, g(x) = 2. f; f(t) cos(xt)dt. Quel résultat obtient-on si f est impaire? (a) (1) =U(#), on U() = 1si ¢ >0 et U(t) = 0 sinon;
2 (b) f(t) =t".U(t), oun € N;
3. On considére désormais f : ¢ — exp(fE) (c) f(t) = sin(wt + @).U(t), ou (w,p) € R} x [0,27];
(a) Montrer que g est C* sur R (d) f(t) =t.sin(¢).U(t) (on pourra utiliser le théoréme de dérivation sous le signe [)
(b) Calculer ¢ et en déduire g. y'+4y —5y=0
On admettra que f0°° exp(—t2)dt = ﬁ 3. A T'aide de la transformée de Laplace, résoudre { y(0) =0
? y(0)=1
ANA 334 (fonction T, fonction trés populaire en mathématique!)
On note (z) = [°t" e "dt . ANA 337 L-e sit#0
Dans cet exercice, g désigne la fonction définie sur R par g(t) = t o

tlet si0<t<1
t-let sit>1

Pour 0 < a < b, on pose @q(t) = 1 sit=0

1. Etude de ¢

1. Montrer que ¢, est continue et intégrable sur |0, 4+ oo] (a) Montrer que g est continue sur R

2. En déduire que I" est définie et continue sur ]0, + oo] (b) Montrer que g admet un DL en 0 & lordre un.

oo
. Calculer la valeur de I'(1/2) sachant que / e du = ? En déduire que g est dérivable sur R et préciser ¢'(0)
0 (c) Déterminer le signe pour t € R de (1 +t)e " —1

- Montrer que Vo > 0,I'(z +1) = 2.T(z) (d) Dresser le tableau de variations de g et tracer le graphe de g

. En déduire la val le I'(n "n € N* . . . :
n déduire la valeur de T'(n) pour n € (e) i Donner le DSE au voisinage de 0 de la fonction g, préciser le rayon de convergence.

(=2 BN B V]

. M or, & lai ’ ination local > T est lasse C' s ) . .
ontrer, a I’aide d’une domination locale, que I" est de classe C' sur ]0, + oo| et que ii. Montrer que g est de classe ('™ sur R et préciser pour tout k € N, g(k)(O)

(énoncer le (ou les) théoréme(s) utilisé(s))

Yz > 0,I"(z) = / In(t).t*" et dt
0

- 1—e ™ |
2. On consideére la fonction h définie par h(x) = fooo — sin(¢)dt
ANA 335 (fonction T', fonction trés populaire en mathématique!)
On note I'(z) = foo =lo—tdt (a) Montrer que l'intégrale impropre fo du converge (on pourra utiliser une intégration par
0 : U

1. Montrer que I’ensemble de définition de la fonction I est |0, 4 oo] parties)

2. A Paide d’une intégration par parties montrer que Va > 0,I'(z + 1) = 2I'(z) sint

3. (a) Calculer I'(1) On notera alors « la valeur de cette intégrale et on pourra écrire h(z) = o — fo e o ——dt

(b) En déduire I'(n) pour n € N*

b) En dédui h est défini 0, 4 ool t h(0)7
4. Montrer que T est une fonction de classe C*, puis C?, sur tout segment inclus dans 0, + oo[ (b) En déduire que h est définie sur | ool Que vaut h(0)

) , . " . (c) Montrer que h est de classe C! sur tout segment inclus dans ]0, + o[, en déduire que pour
5. Démontrer, par récurrence, que I' est une fonction de classe C* sur tout segment inclus dans ]0,+oo[ 1

pour tout k € N tout z > 0,4/ (z) = 1122




(d) Montrer que pour tout x > 0, h(z fo ) sin ( ) du

(e) En déduire que pour tout z > 0,h(z) =z +z [, ¢'(u) cos (E> du
‘ z

(

)
)

f) En déduire que pour tout z > 0,|h(z)| < 2z

g) Montrer que h est contmue sur [0, + oo[ et que pour tout = > 0, h(z) = arctan
)

(
(h

En déduire que a = 5

ANA 338 (transformée de Laplace)
f étant une fonction déﬁnie sur [0 + oo[, on appelle transformée de Laplace de f, et on note Ly, la
fonction définie par L (x fo Ye ot

1. Montrer que si f est une fonctlon continue et bornée sur [0, 4 oo, alors Ly est définie et continue
sur |0, 4 oof
2. Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes

t — coswt (avec w # 0) t—=t  foit—t"(avecn > 1)
3. On note F lensemble des fonctions f continues sur [0, + oo telles que
JA > 0,3M > 0,3a € RVt > A, |f(t)] < M.e™

(a) Montrer que F est un espace vectoriel

(b) Montrer que si f € E alors Ly est définie et continue sur Ja, + o[
Montrer que L : f +— Ly est une application linéaire sur £
. Montrer que lorsque f et f’ sont dans E, on a Ly = aLy — f(0)

(2L

. On note F' Pensemble des fonctions f C*° sur [0, + oo telle que
JA>0,3M > 0,3a € R,23n € NVt > A, |f(t)] < M.¢".e™

(a) Montrer que F est un ev.

(b) Montrer que si f € F alors t — tf(t) est encore dans F

(c) Montres que si f € F alors Ly est une fonction de classe C? sur Ja, + oo[. Donner (Ly)'.
(indic. on pourra montrer que Ly est de classe C! sur tout segment inclus dans |a, + oo[)

ANA 339 (transformée de Fourier)
A toute fonction f continue et intégrable sur R ;| on associe sa transformée de Fourier

‘f cxe fp f(t)e‘“"dt‘

1. Montrer que f est une fonction définie et continue sur R
2. Montrer quc sif cst unc fonction paire alors f Pest aussi et que
Vo € R, f fR ) cos(xt)dt. Quel résultat obtient-on si f est impaire?
3. On suppose que f est dcrlvablc sur R, et que f et f’ sont intégrables sur R
(a) Justifier que l+1§01 = l}g =0

(b) En déduire que pour tout € R on a ;C\/(J) —izf(z)

ANA 340 (4 )

On pose g(z) = [ e dt pour z > 0, montrer qu'on a g(z) = 7ln(1 + z)

ANA 341

Soit f une fonction continue et bornée sur [0, + oo.

On pose F(z) = [[Te ™ f(t)dt
1. Montrer que F est C* sur R** (on pourra majorer localement)
2. Montrer que F est C* sur R*"
3. Calculer F dans le cas ot f : ¢~ sin(t)

ANA 342

Pour z > —1 on pose f(z) = W/Z

In(1 + zsin?(t))dt

1. Montrer que f est contlnue sur | — 1,4+ oo

2. Montrer que f est de classe C! sur | — 1, + oo[ et exprimer f’(x) sour forme d’intégrale

3. A laide du changement de variable « = tan(t), déterminer explicitement f’(z) (on distinguera les

cas x =0 et z #0)

4. En déduire une expression explicite de f(z) pour z > —1
ANA 343 f@) - fO)
Soit f: R — R de classe C* et g(x) = x s1x;£0‘
1(0) sinon
fo f/(tz)dt. En déduire que g est de classe C*° sur R
2. Montrer de méme que la fonction

1. Vérifier que g(z

Ik71

flx) = f(0) =z f(0) = — mf(kq)(o)
gk - T — %
x
se prolonge en une fonction de classe C* en 0.
ANA 344 (produit de convolution)
Soient f et g deux fonctions continues sur R, a et b deux réels. On pose h(z f f(t)g(z —t)dt

1. Montrer que h est continue
2. Montrer que si g est C* alors h l'est aussi
3. Montrer que si f est C! et g seulement continue alors h est C*

9 |Fonctions de plusieurs variables

ANA 345
Dans R?, on note D = {(z,y) € R? |22 + 2y + 4 < } et B la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1.
xr =r.cost
1. Pour tout (x,y) € R?, on sait qu’il existe r > 0 et ¢t € R tels que {Z ! . ® .
y =r.sint

Que dire de r lorsque (z,y) € B?
2. Montrer que B C D



ANA 346 (démonstration: une boule ouverte est une partie ouverte) ANA 352 (Attention! L’existence des dérivées partielles n’impliquent pas la continuité!!!)

On considére B la boule ouverte de centre a et de rayon un. Soit [f: R2 — R )
On considére x un élément de B. ry si (z,y) # (0,0)
— o 142 o\ )
On note 6 = d(z,a) et 6y = —— (@y) — y2'+y i
. 0 sinon

Enfin, on note By = By(x,01)

1. Faire un dessin dans le cas ot I'on est dans R?. 1. Montrer que f nest pas continue en (0,0)

2. Soit y € By. Montrer que y € B 2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) et les calculer

3. En déduire que B est une partie ouverte. 3. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres en tout point (z,y) # (0,0)

of ay(y* —a') Of (2t —y?)

ANA 347 et que 'ona ——(z,y) =2.————— et —(z,y) = ———

Indiquer si les ensembles suivants sont des ouverts, des fermés, ou rien du tout!

of

5 4. e est-elle de classe C° sur R??
x
A:{(m,z/)€R2|%+zu2<1} B={(zy) eR’|2’ —y* >3 +y} C={(zy) eR’|y=2"}

ANA 353 (méthode classique pour montrer qu’une fo iction de 2, variables est C° en (0,0))
D ={(zy) € R0 < 22 + y* < 4} E={(zy) eR?|0<a? +? < 4} On sait que pour tout (z,y) € R? il existe (r,0) € R? tel que {‘ o sind
ANA 348 1. A quelle condition équivalente portant sur (r,0) a-t-on (z,y) — (0,0)?
: 2 ;
Soit | f: R* = {(0,0)} — R 2y 2. Application: Soit | f: R* — R )
(@.y) 2 2 i S 0,0
xT +y ($ﬂj) — 2 +y2 S1 (:Ey) 7& ( ) )

1. Montrer que V(z,y) € R?, 2|zy| < 2%+ ¢* 0 sinon
2. En déduire que f est une fonction bornée. f posséde-t-elle une limite en (0,0)?

Montrer que f est continue en (0,0), puis justifier que f est continue partout sur R?

ANA 349 ANA 354 y
Indiquer 'ensemble de définitions des fonctions suivantes puis montrer qu’elles ne possédent pas de limite Soit ¢ : R — R une fonction continue. On pose f(z,y) = / o(t)dt
en (0,0) 7 P

1. Montrer que f est définie sur R?

22 _ o2 ] 4
Fi(ay) ‘1/2 - !/2 g: (2y) = % h(zy) o J';F 292 2. Montrer que f est C! sur R? et déterminer les dérivées partielles premiéres.
' 2 4y ’ " ’ 2 —y of of
3. Calculer a—j(acr) + a—j(acr) pour tout z € R

ANA 350 r Y

: 2
Soit | f: R® — R o » . SNA 355 ] :

——y siy(y—a®) #0 n note D =|0, + ocol”.
(zy) — uly—2?) . Soit g : R — R une fonction dérivable.
0 smon Onpose f: D — R y
1. Représenter dans le plan 'ensemble des points (z,y) tels que y(y — 2%) =0 (zy) — g(;).\/ Yy
2. Déterminer alulg(l) J(2,0) et 53(1) J(0y) 1. Justifier que f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de D
¥ fon 1% . . 9] 7] .
3. Pour A € R* fixé, déterminer h_r}x(l]f(x,)\‘x) 2. Montrer que ¥Y(z,y) € D, xa—f(z,y) + ya—f(amy) =f
4. Montrer que f n’est cependant pas continue en (0,0)!
ANA 356
ANA 351 0 si (z,y) = (0,0) Déterminer les fonctions f € C1(R,R) telles que V(z,y) € R?, f'(zy) = xy?
Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) = xy si (2) £ (0,0) (on pourra s’intéresser a f'(1))
22+ yZ + Yy ’ ’

1. Montrer que f est bien définie partout ANA 357 .

9. Montrer que f n'est pas continue en (0,0) Comparer les ensembles de définition de f : (z,y) — Inz +1lny et g: (z,y) — In(zy)

3. Montrer que pourtant les applications z — f(2,0) et y — f(0,y) sont continues en 0 ANA 358

Soit k € R.
On consideére la fonction f : (z,y) — k.e™



1. Montrer que f vérifie 'équation (E) : g(x,y) —y.f(zy) =0 sur R?
v

2. Donner d’autres solutions de cette équation.

ANA 359

Soit A € CY(RR) et ¢ € R

On note f : (z,y) — A(y). cos(x + ¢)

o2

Ee é(w)+f(xv)—0

2. Y a t-il d’autres solutions & cette équation?

1. Montrer que f vérifie 'équation (E) :

ANA 360
Soient f et g deux fonctions de classe C*(R%R*).
On définit la fonction F sur |0,00 par F(z,y) = f(z).9(y).

Déterminer les fonctions F' telles que Vx > 0,y > 0,0— e () +y—= oy (zy)=0 (E)
On pourra commencer par montrer que si de telles fonctwns‘ emste’nt alors nécessairement

— [ vérifie une équa diff du type Vo > 0, f'(x) + f( ) =0 avec K € R
L
— g vérifie une équa diff du type Vo > 0,¢'(z) + —g(x) =0 avec L € R
x

ANA 361
On note D = {(z,y) € R?, |*+U2 < 1)

On considére [ f: D — R
(zy) — x4y

. Justifier que la fonction f est bornée et qu’elle atteint ses bornes

=~ W N =

. Soit (z0,40) € D un point en lequel f posséde une valeur extrémal.
Justifier que g + 4y = 0, puis en déduire le minimum et le maximum de f.
2

x
On pourra introduire F : T +y? —1 et calculer son gradient

ANA 362
Soit f :]0, 4+ oo[— R une fonction deux fois dérivables.
On note | g :]0, + 00[x]0, + co[ — R

(z.y) — (V22 +y?)
o2
1. Calculer Wgy(r,y) en fonction de f’ et f”.

2

06

2. Déterminer toutes les fonctions f telles que = 0 sur ]0, 4+ 0o[x]0, + oo

11

Sur un méme dessin, représenter le domaine D ainsi que quelques lignes de niveau de la fonction f.

. Graphiquement, comment feriez-vous pour déterminer le maximum et le minimum de f?

ANA 363
Déterminer les fonctions f € C?(R,R) telles que ¢ 012 + 2 =0,

ou l'on définit g sur R x R* par g(z,y) = f(z)
Y

ANA 364
Soient A et B deux fonctions de classe C? de R — R.
Onpose f:R* xR — R

(xy) = Aly/x) +2.B(y/v)

1. Montrer que f une fonction de classe C? sur R* x R
2. Justifier que pour tout (z,y) € R* x R on a

2 0°f
82

2 2
(ﬂcy)+2l:1/a g( )+ aé(wy)*()

ANA 365

Soit f et ¢ : R — R deux applications de classe C? et F': R? — R définie par F(z,y) =

1. Justifier que F est de classe C2.
e o OPFOF  OPF OF

2. Vérifier 1'égalité : wd—y — 0?01/07 =
ANA 366

Soit le fonction f: R? — R .

y? arctan~ siy#0

(zy) — y

0 siy=0

0?f

Jdyox

o2f
0x0y

Montrer que

(0,0) =0 et que

(0,0) =

ANA 367
Soit |f: R? —

R
{x—i—y sizx+y#0
)
7,0)

sinon
1. Calculer a—f pour y # 0, puis pour y =0
2. Calculer ?( pour x # 0, puis pour z =0
3. Calculer awy(o 0) et dydz(O 0)
ANA 368

Soit f: (z,y) — Ret g: (r,0,2) = R deux fonctions de classe C?.

On considére a : t — f(t2,3t) et b:t — g(t, —t,et)
1. Exprimer o(t) et b/'(t) en fonctions des dérivées partielles de f et g
2. Exprimer a”(t) et ¥”(t) en fonctions des dérivées particlles de f et ¢

ANA 369
Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

On considére |g: R* — R
(2,9,2) » fly—zz—za—y)
dg 99  Jg
P l - 1 — _
Calculer % + By + .

12

[+ e(y)).



ANA 370
Déterminer les fonctions f : R** — R de classe C? telles que ‘;Ig + = dZU + ‘j,; = 0 avec U la fonction
définie par U : R?x]0, + co[ — R

2 +y?
(,y,2) — f(—

)

ANA 371
Soit f € C*(R2R) telle que V(z,y) € R?, f(x,y) = — f(y,z)
1. Donner des exemples de telles fonctions.
. En revenant a la définition de la dérivée partielle, montrer 9y f(z,y) = —da f (y,x)
. Montrer que 920, f(z,y) = —0102f (y,x)
. En déduire que Vz € R, 0,05 f (z,x) =0
. (HP) Que vaut le laplacien de f en (x,z)?

T o= W N

ANA 372

Soit f: R? — R de classe C! telle que V¢ € R,V(z,y) € R?, f(z + Ly +t) = f(z,y).
1. La fonction f est-elle constante?
2. Montrer que V(z,y) € R2, 0, f(z,y) + 0o f (x,y) =0

ANA 373
Soit f : R? — R une application de classe C'.

1. Pour tout (x,y) € R? fixé, on pose [g: R — R

t — f(ta,ty)
Justifier que g est dérivable sur R et calculer ¢'(t)

2. On suppose que Y(z,y,t) € R3, f(tx,ty) = t.f(x,y)

(a) Montrer que ¥(z,y,t) € R® on a f(z,y) = z.%(tz,ty) + y.%(tw,ty)

(b) En déduire qu’il existe deux réels « et 3 tels que V(z,y) € R?, f(z,y) = c.x + By
(c) Etudier la réciproque

ANA 374 (équation d’ordre deux a coefficients constants)
Soient a,b,c trois réels tous non nuls.

On considére l'e.d.p.: a2 012 +bfz(,{y +cgy/ = 0(x) o f est une fonction inconnue de R? — R de classe C2.
Soient o, € R distincts, fixés.
On consideére le changement de variable: v = x + ay et v = x + By
et on note g la fonction définie sur R? par g(u,v) = f(z,y)
1. Ecrire I'équation aux dérivées partielles vérifées par g
2. En déduire que I'on peut ramener (x) a I'une des trois formes réduites:
0%g &g

2 2
—0 (0% O

D g0:=0 @iga=0 0 gatga=0

3. Résoudre (1) et (2)

ANA 375
La fonction f des deux variables x et y vérifie: xza Lty Buf + xaf + y =0
Montrer que la fonction g : (s,t) — f(e®,e!) vérifie la relation 2 5 (”2 = 0

13

ANA 376
1. Montrer que Papplication ¢ : (z,y) — (u,0) = (xyﬁ) est une bijection de ]0, + oco[? sur ]0, + co[?
x
2. On souhaite déterminer les fonctions f € C'(]0, + oo[?,R) qui vérifient (E) : Ig—f + y? =2
i y
Pour cela on pourra considérer g = f o ™!
3. Déterminer les fonctions f qui vérifient (E) et Vo > 0,f(z,2%) = 2* + 322 + 1
ANA 377
Soit o € R.
On s'intéresse aux solutions sur R? de le.d.p. 4‘;;{ =a (E)
2 2
1. (\p) € R?) étant fixés, la fonction f : (z,y) = A.(cos(2x) + sin(2z)).(cosy + siny) + p(% - %)
est-elle solution?
2. A Taide du changement de variable u = 2z + y,v = 2z — y résoudre le.d.p. (E)
ANA 378
Déterminer les fonctions de classe C? solutions des équations suivantes.
92 2
WG @) =aty-5 QG wwd) =ohy=5 () ghew) —sinlahsin) (@) 5L wg) =
ANA 379
Dans chaque cas, déterminer les fonctions f telles que
0 3f 2+
i J(r>y) = Gy , gy =
()V(ay) € R, § GF (2) ¥(wy) €l0, + oof, { 5% oY
“r _ 9.2 Y
(xy) =3a7+y = ()
0 Oy x

(3) v(xvyvz) S R37V(1‘,y,z)f = (TyIZ,yZ) (4) V(r,y7z) S Rgvv(z,y,z)f = (yz - $27ZI - .7/21Iy - 22)

ANA 380 (équations aux dérivées partielles VS équations différentielles)
On souhaite déterminer toutes les solutions de classe C? de I'équation aux dérivées partielles
o%f
@(I:y) +flzy) =0 (E)
Pour cela, a y € R fixé, on pose g : . — f(z,y)
1. Déterminer I’équation différentielle satisfaite par g, et la résoudre

2. En déduire les solutions de (F)
3. En suivant une méthode identique, résoudre les edp suivantes

@ L@n 3L ey + 25w =0
of

of z

(c) %(%W) - ﬁf(%%z) =0

14



ANA 381 (app?»;,ation possible aux intégrales & paramétre qd non généralisées) ANA 386 of of

On pose g(z) = In(1 — 2z cos(t) + x%)dt pour = # +1 1. En posant u = z + y? et v = y résoudre 'edp 72y% e 0 (E)
0

1. Mont +1 l'intégrale existe bi lle est énéralisé
ontrer que pour & 7 - T itestae exISLe BICh tar CHe 65t Hon BONAratisee 2. En déduire les solutions de l'edp (E) qui vérifient Va € R, f(z,z) = 2% + 223 + z*
2. Montrer que g est continue sur tout segment [a,b] C I avec I =R\ {£1}.

3. En déduire les solutions de I'edp (E) qui vérifient Vo € R, g(m,x) =4 22% + 24

ANA 382 (démonstration de cours) Oz
On considére ¥ la surface d’équation cartésienne F(z,y,z) = 0. ANA 387
On considére un arc paramétré (I,y) tracé sur X avec t — ~(t) = (z(t),y(t),2(1)) Soit ¢ > 0.
On note I' le support de cet arc. On cherche les fonctions f € C2?(R%R), dépendant des variables x et t, qui vérifient I'équation aux
Soit My = (z0,Y0,20) = y(to) un point de I’arc paramétré . . ) 0%f  10°f
On note dérivées partielles (E) Frehae v

— Dy, la droite tangente a I en M, 1. Transformer et résoudre cette équation en faisant le changement de variables

~ Py, le plan tangent a X en M, u=21z—ct et v=2ax+ct (on introduira la fonction g : (u,v) — g(u,v) = f(z,t))
Montrer que Dy, C Py, 2. Déterminer les fonctions solutions de (E) vérifiant en outre les deux conditions:

0

ANA 383 ) Vi € R, f(0,t) = acoswt et —f((],t) =0
Soient f: (z,y) — f(z,y) et g : (u,v,w) — g(u,v,w) deux fonctions de classe C2. Oz
2}1’:1 S(?Ziiiolgzl(;(l{(ib%szlgf’(:L;v:ﬁ? sont liées aux variables u,v et w (et réciproqguement!)) ANA 388 m—Q siy#0

) - 8]/" DICS L CLY QUL SOMT REES QU DATanies 1, v et b reciproquement: Soit f:R? — R définie par f(z,y) =< y Y

1. Exprime o en fonction des dérivées partielles de g. 0 sinon

T

1. montrer que f n’est pas continue en (0,0)

dudv

0
2. Exprimer a—q puis en fonction des dérivées partielles de f
v

2. montrer que f admet en (0,0) des dérivées partielles premiéres.
3. étudier l'existence des dérivées partielles secondes

ANA 384
Dans cet exercice f est une fonction des deux variables x et y: ANA 389 (aire maximale d’un triangle inscrit dans un cercle)
of of . Soit C un cercle de centre O et de rayon R > 0.
1. Nous allons résoudre 'edp z—— —— = 0 sur le dome 0 xR -
U Aflons TEsoudre Ledb £ + yay sur le domaine 0, + oof Etant donné un repére orthonormé direct (O,i,7), on considére les points A(R,0), B(Rcos 3,Rsin ) et
(a) Montrer que Papplication | ¢ :]0, + co[x] — 7/2, + 7/2[ — 0, + co[xR est une bijec- C(Rcosy,Rsiny) avec (8,7) € R tel que 0 < S <y <21

RZ
. Montrer que l'aire du triangle ABC' est ?(sin(y — ) —siny + sin j3).

(r,0) — (rcosf,rsinf) 1

. 1 e
tion de classe C*. Donner ¢™". Dans la suite, cette aire sera notée f(3,7)

(b) On définit la fonction g par g = foe. 2. Montrer que f admet un maximun atteint en un point (8p,70) tel que 0 < o < 7o < 27
Donner 0,9 et 09 en fonction de 01 f et o f , . . 5
of of 3. Déterminer Sy et 7. Quelle est alors la nature du triangle obtenu?
(¢) En déduire que les solutions de I’équation T o + y87y = 0 sur |0, + oo[xR sont les fonctions 4. Déterminer I'aire maximale d’un triangle inscrit dans C.
définies par f(z,y) =h (g> oit h est une fonction C'(R,R) ANA 390
8]? of On consideére f: (x,y) — o +y* — 2(z — y)?
2. Méme question avec ’edp m% —+ y@—y = af ol « est une constante réelle 1. Etudier les extrema de f sur R?
' 2. Etudier les extrema de f sur D = {(z,y) € R% |2 >0,y > 0,2 —y < 1}
ANA 385 af of
Soit f une fonction de classe C' : R? — R telle que =~ + ==~ =0 (E) ANA 391
0r Oy Soit f: (z,y) — 2z +y+5

Onposeu=zetv=x—y

On définit la fonction g par g(u,w) = f(z,y) = f(uu — v) 1. Etudier les extrema de f sur le disque ouvert de centre (0,0) et de rayon un.

2. Etudier les extrema de f sur le disque fermé de centre (0,0) et de rayon un.

1. Déterminer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f 3 Erudier 1 . de f 1 1] % [0, 4 1]
. Etudier les extrema de f sur [—1, x [—1,

2. En déduire les fonctions f qui vérifient (E)

ANA 392 -
Etudier les extrema de f : (z,y) — sin(z). sin(y). sin(z + y) sur D = [075]2
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ANA 393

Déterminer les extrema des fonctions suivantes:

1. f:(zy) »—>12+y2+i sur R?
2. f:(zy) = 2+ y* — 9y + 27 sur R?, puis sur [-1,1] x [—1,1]
3. [ (xy) — 23 + 3zy? — 152 — 12y sur R, puis sur [—1,1] x [-1,1]
4. f:(zy) = 2@ —y)? —at —y* sur R?
5. f:(x,y) — sinz + siny + cos(z + y) sur |0,7[x]0,7]
6. f:(zy)—zy+8(+ %) sur ]0, + oo[x]0, + oof
7. [ (zy) = —2x + 2y + 322 — y3 sur ]0,1[x]0,1]
ANA 394

Soit f: (z,y) — 22(1 +y)3 + y*.
1. Montrer que f admet un et un seul extremun local sur R?
2. f admet-elle un extremun global sur R??

ANA 395
On souhaite déterminer les extrema de la quantité xyz
lorsque z,y et z sont trois réels positifs tels que t +y + 2z =1

Onnote D= {(z,y) ER*x =0,y >0,z +y<1}et|f: D — R
(wy) — ay(l-—a—y)

. D est-il un ouvert? un fermé? D est-il borné?

. Montrer que f admet des extrema globaux.

. Etudier les valeurs prises par f sur la frontiére de D.
. Indiquer A, Iintérieur de D.

D U = W N =

. Etudier les extrema de f sur A
7. Conclure

ANA 396
Soit D = {(z,y) e R2222 + 4> —2y < 1} et D = {(z,y) € R2 222+ 42 — 2y < 1}
On remarque que D est un ensemble fermé et que D est un ensemble ouvert.

1. Dessiner sommairement l’ensemble D

2. Montrer que ’ensemble D est borné

3. On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 2%e¥.

Montrer que f admet un maximun global et un minimum global sur D
4. Chercher les extrema locaux de f sur l'intérieur de D
5. Déterminer les extrema globaux de f sur D

ANA 397

On ote une de ses faces a une boite parallélépipédique, de volume V' donné (il reste donc 5 faces!).

Comment doit-on choisir ses cotés pour que sa surface soit minimun?

17

. Montrer que le probléme posé revient a déterminer les extrema de la fonction f sur D.

‘ QUELQUES CORRIGES ‘

[FIN des exercices ANA ]
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