PT* 2025-26
DS 5 du 9 février 2026 - durée 4h

e LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (extrait de rapport de jury)

e Les résultats sont a a la regle.

e Ce devoir est composé de 5 exercices

EXERCICE 1

Dans R? muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique (Z;,E)

T =uv
On s’intéresse & la surface S d’équations paramétriques < y =u avec (u,v) € R?
z =0?

On considére également les deux points A(5,0,3) et B(1,2,3)

1. Justifier que le plan Oz est un plan de symétrie de S

2. Déterminer les points réguliers de S

3. Déterminer les points de S en lesquels le plan tangent est horizontal. Cet ensemble de points est-il
remarquable? Le décrire

4. Montrer que S est une surface réglée, puis déterminer la génératrice paralléle a la droite (AB)

5. Déterminer une équation cartésienne de S

EXERCICE 2

Dans R?® muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique orthonormée directe C = (i,5,k),
on s’intéresse & ’endomorphisme ¢ de R? tel que

. i+V3.k .
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1. Justifier que ¢ est une isométrie vectorielle.
2. Déterminer la nature et les éléments de ¢

EXERCICE 3

L’espace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repére orthonormé
(0;1,5,k). Dans cette partie, on note C la courbe de représentation paramétrique :

z(t)=¢e +e!
yt)y=2—¢' , teR.
2(t)=1+¢"

On note M (t) le point de C de paramétre t.

1. Déterminer une représentation paramétrique et des équations cartésiennes de la droite tangente a
C au point M (In(2)).

2. Déterminer le projeté de M(t) sur la droite D passant par le point A(0,2,1) et de vecteur directeur
d= (1,1, — 1). Que peut-on en déduire?

3. Soit T un réel strictement positif. On note L(7') la longueur de la courbe C entre les points M (0)
et M(T).

daoil |

v

b. En déduire un encadrement de L(T') puis un équivalent de L(T') lorsque T' tend vers +o0.

< 2%,

a. BEtablir que pour tout t > 0, 2(e! —e7*)? <

4. Soient ¥ la surface d’équation 22 — (y — 2)> — (2 — 1)2 = 2 et Q2 le point de coordonnées (0,2,1).
Pour tout réel «, on note 11, le plan d’équation z = a.

a. Démontrer que C C X.

b. Déterminer une équation du plan tangent en M (In(2)) a X.

c. Déterminer la nature de la courbe A, = X N 11, lorsque |a| > V2. On précisera ses ¢éléments
caractéristiques. Qu’en est-il lorsque |a| < /27

d. Justifier soigneusement que X est une surface de révolution dont on précisera 'axe A.

e. Rappeler la définition d’une méridienne pour une surface de révolution.

f. Préciser la nature des méridiennes de ¥, et les dessiner.

. . - y =2
h. La surface de révolution obtenue en faisant tourner C autour de A; : {J L est-elle égale
Z =

a7



EXERCICE 4

Dans le repére orthonormé affine euclidien (Oﬁ:j), on considére la courbe I" d’équation cartésienne
5(2* +4%) — 6ay +8V2.(x —y) =0

1. Déterminer la nature de cette courbe et préciser ses éléments géométriques remarquables.

2. Représenter dans le repére (O,Z]) la courbe T’

EXERCICE 5

I. Dans cette question, E = Ry[X] l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a deux a

coefficients réels.
Pour tout couple (P,Q) € E?, on note

< PQ>=P1).Q(1) + P(1).Q'(1) + P'(1).Q"(1)

ou P’ désigne le polynéme dérivé de P, et P” le polyndome dérivé de P’

1) Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E

2) Déterminer une base orthogonale (Py,P,P,) de E telle que Vk € {0,1,2}, deg P, = k
(on pourra chercher des polynoémes de coefficient dominant égaux & un)

3) Donner la décomposition du polynéme U = X? — 4 dans la base (Py,P;,P,) puis en déduire la

distance du polynome U a l'espace Ry[X]

e
=

On note H lensemble des polynémes P € E tels que P(1) =0
a) Justifier que H est un hyperplan de F.
b) Soit f la réflexion par rapport a H.

Déterminer la matrice de f dans la base B = (1,X,X?)

II. Dans cette question E = R, [X] ot n désigne un entier supérieur ou égal a deux.

On munit cet espace du produit scalaire

< PQ>= 3" POW).QU(1) = P1).Q() + P(1).Q(1) + P1.Q"(1) + -+ PO(1).00()

=0

omme abitude, PY) désigne la dérivée j-ieme du polynéme P avec la convention habituelle
C d’habitude, PY d la d d l P l tion habituell
pO) — P)

Pour tout k € N, on note P, = (X — 1)* (on a par convention Py =1)

1) Rappeler les deux maniéres de caractériser le fait que " le réel v est une racine de multiplicité r
du polynoéme Q "
2) a) Indiquer ce que vaut Péj )(1) lorsque j € N
b) Indiquer ce que vaut P (1) lorsque j € [0,k — 1] avec k > 1. Justifier.
¢) Que vaut Pk(,k)(l) lorsque k > 17
d) Que vaut Pk(,j)(l) pour j >k >17

3) Justifier que (Pg)o<k<n est une famille orthogonale de E.
Déterminer || Py|| pour tout k € [0,n]
4) Soit ¢ un entier fixé dans l'intervalle [0,n — 1].

On note F = vect(1,X,X?%,...,X9)

a) Donner la dimension de F et celle de F-

b) (1,X,X2% ... X9 est-elle une base orthogonale de F?

¢) Montrer que pour tout k € [¢+ 1,n] on a P, € F*+

d) On note G le sev de E constitué des polynémes qui ont 1 comme racine de multiplicité au

moins q + 1.
Montrer que G = F+



Notons | f : R?

[correction de Pexercice 1

z(—u, —v) = z(u,w)
1. On remarque que V(u,v) € R?, ¢ y(—u, —v) = —y(u,v)
z2(—u, —v) = z(u,w)

ce qui prouve que ‘]W(u,v) et M(—u, — v) sont symétrique par rapport au plan sz‘

. . v U 2v
2. On a a—‘Uu,v) A a—f(u,v) =[(1|A[0]=][-20?
ou v 0 9
v —u

3.

Cel: ‘Seul le point M (0,0) = (0,0,0) est un point singulier

e Soit (u,v) # (0,0).
Le plan tangent au point M (u,v) est le plan qui passe par ce point et a pour vecteur normal
le vecteur ci-dessus.

T —uv 2v
Son équation | y—u |.[ —-202] =0
2z —v? —u

On trouve | 2vz — 2v%y — uz + ww? = 0‘ (ce n'etait pas demandé!)

e Ce plan est un plan horizontal ssi le vecteur normal est colinéaire & E cad ssi v = 0.
Notons E I'ensemble des points de S en lesquels le plan tangent est horizontal.
Conclusion: les points de S en lesquels le plan tangent est horizontal sont les points M (u,v)
avec (u,v) # (0,0) et v =0, cad les points M (u,v) avec u # 0 et v =10

0

Ainsi E = {M(u,0) |u #0} ={| u
0

l'axe (Oy) privé du point O‘

u# 0}

On reconnait

e Une surface réglée est une surface qui est une réunion de droites.

e Les lignes coordonnées a v fixé sont les arcs paramétrés R — R3

0 v
U — 0] 4+u |1l
v? 0

On reconnait que ces lignes coordonnées sont des droites, ce qui prouve que S est une surface
réglée.

e On a prouvé ci-dessus que les génératrices sont les droites D, qui passent par le point (0,0,v%)
et de vecteur directeur d, = (v,1,0)

—4
e la droite (AB) a pour vecteur directeur AB=| 2
0

Le vecteur d:, et @ sont colinéaires uniquement lorsque v = —2: la génératrice paralléle a la

droite (AB) est donc la droite qui passe par le point (0,0,4) et de vecteur directeur (—2,1,0)
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5. On proceéde par double inclusion, en commengant par élimination du parameétre.
(a) Soit M(z,y,z) € S

=

= uv

On sait qu'il existe (u,v) € R

SRS
I
e

o

On remarque que 22 = u?.v? = y?.2
Notons S; la surface d’équation cartésienne r2 = y2.z
On a montré que S C S

Soit M(z,y,z) € Sy
On sait donc que 22 = 2.2

T =uv
On s’intéresse au systéeme < y =u
z =?

Il est clair que l'on pose u = y.
Deux cas sont alors a envisager.
e premier cas: y # 0
7
On pose v = —
Y

2 2
2 2 xr (uv) 2
On a alors © = yv = uv car y = u et comme z* = y*z ona z = — = —— =0v°.
Yy u
T =uw
On a bien montré qu'il existe (u,v) € R?| ¢y =u
z =2

cad que M € S

e second cas: y =0
Comme z? = y2.z on a alors x = 0 et z quelconque dans R.
(on constate par exemple que le point (0,0, — 1) est un point de Sy mais n’est pas un point
de S...AielAielAie!)
En ayant pos¢ u =y =0, on a déjay=0=uet z =0 =uv (et ce pour tout v)
On voit alors qu’il n’y a que la derniére égalité qui va fournir une condition. Il s’agit de
savoir s’il existe v € R tel que z = v2.
On voit que cela n’est possible que si z > 0.
Dans ce cas, on sait qu’il existe un v tel que z = v? (par exemple v = /z).
On a alors prouvé que sous la condition z > 0 et uniquement sous cette condition, il existe

T =ww
veERetu(=0)€Rtelque ¢y =u
z =

cad M S 51

(c) Conclusion: ‘on a montré que S a pour équation cartésienne 2 = y%.z avec z > 0




[correction de Iexercice 2]

1. Nous allons vérifier que ¢ envoie une BON sur une BON.

On sait que C = (T,JIZ) est une BON.
11 est facile de vérifier que B = (I,J,K) est aussi une BON.

En effet:
o I17l1= /(1/22 + 02+ (322 =1
1711 = 113]] = 1

1K = \/(*\/5/2)2+02+ (1/2? =1

o <[ J>=04+0+0=0
<ﬂﬁ>:f§+0+?:0

<KJ>=0+0+0=0

Ona[/\J—2(z/\j+\[l€/\j —V3i) =

Comme ¢ envoie une BOND sur une BOND, on en déduit que ¢ est une rotation.
e Comme 4,9(7) = 7, on en déduit que I'axe de la rotation est D = vect j

e Ecrivons la matrice de ¢ dans la BOND (E;,j)
On obtient

/2 V/3/2 0 cos —sinf 0
A=1|-v3/2 1/2 0| =[sind cosé 0| avec=—mn/3
0 1 0 0 1

‘Conclusion: @ est la rotation d’axe vect ; et d’angle *71'/3‘

[correction de I'exercice 3]

1. Le point M(In2) a pour coordonnées (%0,%)
—_— .
avec M'(t) = OM(t) = (¢' — e, — €', — e7"), et donc M'(In2) = (3, -2, - 1).

Comme M'(In2) # 0, le point M(In2) est régulier, et M’ (1112; dirige la tangente a C en M (In2).
Cette tangente admet donc comme représentation paramétrique

Pour définir cette droite comme l'intersection de deux plans, on peut par exemple éliminer le
paramétre A de cette représentation paramétrique pour obtenir un systéme d’équations cartésiennes
de la tangente

r=35-—13y 4z + 3y =10
z:g—kiy 4z —y =6.

. On va utiliser la formule du projeté orthogonal.

Notons P(t) le projeté orthogonal de M (¢) sur la droite D.

On a
< AM(t d > o
AP ) — 7 "~ d
|d]f2
Or
. et +et 1
< AM(t),d >=< —et 0 1] >=0
et -1

On en déduit que ‘Vt eR,Pt)=A (I ‘

On en déduit que le point M (t) est toujours dans le plan de vecteur normal d qui passe par A, ce
qui permet de conclure que la courbe C est plane, tracée dans ce méme plan.

3. a. Soit ¢ un réel positif ou nul.

On a A2 = (e = e™)2 + (—e!)? + (—e™)? = 262 + 2672 2.
Or, d’une part,
20t —e™)? =2eH 4 27 — 4 | M(2 )||2

et d’autre part e 2 < 1 donc 2¢72 — 2 < 0 donc

I < 26

b. Soit T > 0.
On sait que

o) = [T
De I'encadrement précédent, on déduit que
Vi € [0.7),V3(e! — ) < M@ < Vae!

Par croissante de 'intégrale,
T T T
V2(eh +e T —2) = / V2(>et — e dt < L(T) = / IT(@®)| dt < / V2etdt = V2(eF - 1).
0 Jo Jo

De cet encadrement, on déduit que

_\f(jc;;_l—e

1+e 2T <

L(T) et T
NG P 1, c’est-a-dire que L(T) ~ o V267,

On a M(t) € 3, car
PP = (1) = 2 = (2() = 17 = (¢! + ) = (e = (P = o =2
Conclusion :

et donc que

. a. Soit t € R.



. Notons, pour tout (z,y,2) € R?®, F(z,y,2) = 22 — (y — 2)? — (2 — 1)? — 2, de sorte que 'équation
de ¥ soit F(z,y,z) = 0.
La fonction polynomiale F est de classe O, et on a
V(z,y,2) € R® \ VF(2,y,2) = (21, — 2(y — 2), — 2(z — 1))
et en particulier au point M = M(In2), on a

VF(M)=(54,—-1)#£0

, ce qui montre que M est un point régulier de X.
On en déduit une équation du plan tangent a ¥ en M :

5(x—g)+4(y—0)—1(2—%) =0 < dr+4y—z2=1L

. Supposons |a| > v/2. Un systéme d’équations cartésiennes de A, est

{xz_(y_Q)Q_(Z_l)Q_Q <:>{(y—2)2+(z—1)2—a2—2

T = Q. r =«

On reconnait donc le cercle tracé dans le plan II,, de centre le point de coordonnées
Qs = (,2,1) et de rayon va? — 2.

rem: dans le cas ot o = :i:ﬂ, A, est réduit a un point.

Si on suppose |a| < v/2, Péquation (y —2)? + (2 —1)? = o® — 2 n’a pas de solution, donc A,, = 0.

. Y est la réunion des courbes A, lorsque a décrit R, 3 est donc une réunion de cercles de centre €.

Or lorsque « décrit R, A, décrit la droite qui passe par le point A = (0,2,1) et de vecteur
directeur i: notons A cette droite.

Récapitulons, ¥ est la réunion de cercles centrés sur A et tracés dans des plans perpendiculaires
a A: on peut en déduire que ¥ est une surface de révolution d’axe A.

. Une méridienne de ¥ est la section(=l'intersection) de ¥ par un plan contenant 'axe de révolu-
tion.

. Par exemple le plan z = 1 est un plan qui contient A.
Ainsi une méridienne est caractérisée par le systéme

@2 (y—2)7?

2 _ 7227 712:2 2 _ 722:2 1_(y _
= (y=27"-(-1) = (y—2) 55 1
z=1 z=1 =1

On reconnait une hyperbole:
e de centre (0,2,1)
e de sommets (+1/2,2,1)
V2

e d’asymptotes, dansleplan z =1, y —2 =+ —zr =4z

V2

g. La réponse est non!

Sans calcul on peut par exemple dire que

1) La courbe C étant paramétrée par une fonction vectorielle continue, la surface engendrée
par sa rotation autour d’un axe est une surface "d’un seul morceau"

2) or, on a vu en Q4c), que la fonction ¥ n’était pas une une surface "d’un seul morceau"!

e Considérons le nouveau repére orthonormé R’ = (0

avec [ = —

‘correction de D’exercice 4‘

-3 5

e On note U = (‘;),A:(5 ’3) et L= (8v2 —8/3)

Dans R = (O,Z]—")7 I’équation de T" s’écrit

UT AU+ LU =0
X-5 3

. XA(X):‘ 5 X_5 =(X-52-3F=(X-5+3)(X-5-3)=(X—-2)(X—38)

ainsi sp(A) = {2,8}
Chaque valeur propre est simple, donc chaque sep est de dimension 1

1
(1 est vecteur propre évident de A associé a 2

On en déduit que (711) est vecteur propre de A associé a 8

I

)

=

(s

1 (1):;+5etf:i (71):—2#
V2l V2 v2 \1 2
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On note P la matrice de passage de la BOND (4,5) vers la BOND ([.J).

La matrice P = <¥g 711/%5 ) est ainsi une matrice orthogonale.

e Notons (X,Y) les coordonnées dans le nouveau repére R et V = ();)

On a ainsi U = P.V et V = PT.U ainsi que A = P.D.P~! = P.D.PT avec D = (g g)

On sait alors que la partie quadratique donne ‘ UT'D.U =2.X2+8Y? ‘

e Le calcul pour la partie linéaire donne

LU=LPV=(8/3 -8 2). G;g _11/0/;) . ()}f) =167

L’équation dans R’ est donc

2X24+8Y2 —16Y =0 <= X*+4(Y?2 -2Y) =0
= X244y -1)2=1)=0
X2 (Y —1)?

= S+

22 7 !

On reconnait ‘une ellipse de demi-grand axe 2 et de demi-petit axe 1 ‘

e Dans R/, cette ellipse a

— pour centre £(0,1)
pour sommets A(2,1), A'(—2,1), B(0,2) et B'(0,0)

e Pour avoir les coordonnées dans R, on utilise la formule (2) =P (X

Y

) correction de ’exercice 5
), et 'on trouve ‘ ‘

I. 1) vérification classique
2) En cherchant avec des coefficients inconnus des polynomes de la forme

)7A/(7)77 B(f\/iﬂ/i)etB/:O(OvO) P():l P1:X+a P2:X2+bx+c

1
V2
3 -3, —1
V2T NRT VR

On trouve [Py =1,P =X — 1, = X*> - 2X +1|
3) .X274:P2+2.P173.P0
e On a R;[X] = vect(Py,P1)
D’aprés le théoréme de Pythagore, comme (Py,P;,Py) est une famille orthogonale,
on a pour tout (a,3) € R?

U —aP = BRI =[P+ (2= B).PL = (3 +a).P||*
= |IPof* + (2 = BN P + (3 + o) || Pl
> || Py)? avec égalité ssi (o,8) = (—3,2)

On en déduit que
d(UR,[X]) = inf{d(UaP, + BP) | (,8) € R?} = || P2]| = 2

e On pouvait aussi vérifier que le projeté orthogonal de U sur Ry[X] = vect(Py,P;) était
2.P, — 3Py, et ensuite appliquer le théoréme du cours.
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4) a) Soit P=aX?+bX +c€eFE
On a
Pl)=0<=a+b+c=0<=c=—-a—-b
ainsi
H={a(X?-1)+b(X —1)|(a,b) € R?} = vect(X? — 1,X — 2)

Comme la famille (X2—1,X —1) est clairement libre (famille de deux vecteurs non colinéaires),

on en déduit que dim H = 2, et ainsi que ‘H est un hyperplan de E ‘

b) On a H = vect(P,)*
et d’aprés la formule intrinséque d’une réflexion

< PP, >

VP e E, f(P)=P—2.
1222

P
On trouve que

=1 fX)=X fXH=X>- %Pg =—-X?+4X -2

1 0 =2
Ainsi la matrice cherchéeest [0 1 4
00 —1

II. 1) On a équivalence entre les 3 propositions suivantes

i) « est une racine de multiplicité r de Q
ii) 35 e R[X],Q(X) = (X — a)".S(X) avec S(a) # 0
i) Q(a) = (@) = = Q"D(a) = 0 et Q¥(a) £0

2) a) A1) = {1 et

0  sinon
b) Pour k>1et 0<j<k—1, PP(1)=0
d’apreés la caractérisation de la multiplicité avec les dérivées car 1 est racines de P, de mul-
tiplicité k
c¢) Pour k > 1, on a Pf(X) = k! donc PF(1) = k!
d) Pour j >k >1, PY(X) =0 donc P/(1) =0

En résumé on vient de montrer que dans tous les cas

. | s1j=
P,ﬁ(l)—{k' sij=k

0 sinon

3) [ ) S(ﬁt kh 7é kQ

On a d’aprés la question précédente

< Py.Py>=Y PP1).PY(1)
7=0
= PV ()-PGY (1) + B (1) PGP (1)
= (k1!).0 + 0.ky!
=0

ce qui prouve bien que |la famille (Py)o<r<n est une famille orthogonalc‘
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e Soit 0<k<n

< PP, >=> PY1).PY(1) = PP (1).PP 1) = (k)?
j=0

done || = ¥
4) a) dmF =g+ 1letdimFt=dimE—dmF=n+1)—(¢+1)=n—¢q
b) NON, car < 1,.X >=1
c) e La famille F = (Py)o<k<q est une famille orthogonale de F' qui ne contient pas le vecteur
nul, donc F est une famille libre de F’
e Comme de plus card(F) = ¢+ 1= dim F, on en déduit que F est une base de F’

D’aprés Q3), on sait que Vk € [g + 1,n], P; est orthogonal a Py, P, ... P,
On en déduit donc que P, € F+

e On vient de montrer que F' = vect(Fp, Py, ..., FP,).

d) e On sait d’une part que

G = {(X = 1)7LS(X) | S € Ry_y1[X]}
n—q—1
={(X =D > @ X[ (a0, .. Gn_g-1) ER™Y}
k=0
n—q—1

= { Z aka(X — 1)q+l | (do7 ce 70%,,1,1) S Rn—q}
k=0
= vect((X — )T X.(X — 1), X"em (X — 1)7H)

La famille G = ((X — 1) X (X — 1)7FL ... X" 971X — 1)7*!) est une famille généra-
trice de G. Etant par ailleurs une famille de polynomes échelonnée en degré, G est une
famille libre, et donc G est une base de G

On en déduit que dim G = card(G) =n —¢q

e D’autre part, il est évident que Vk € [qg + 1,n], P, € G.
Ainsi H = (Py)g+1<k<n st une famille de G.
Comme H est une famille de polynomes échelonnée en degré, ¢’est une famille libre de G.
Et comme card(H) =n — ¢ = dim G, on a donc H base de G.
On vient de montre que G = vect(Pyi1,Py12,...,P,)

o Grace a la question c) précédente, on a G C F*.

Et comme on a prouvé que ces deux espaces avaient méme dimension, on a prouvé ’égalité
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