PT* 2025-26
DS 3 (encore!)
durée 2h

e LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (extrait de rapport de jury)

e Ce devoir est composé d'un exercice et de deux problémes.

e Les résultats sont a a la regle.

Exercice 1

1 1 -1 4 0 -3
On consideére les matrices carrées A= 2 0 a B=1[3 1 -3 oua € R.
-1 1 1 00 1

1. La matrice B est-elle diagonalisable dans R?
2. (a) Justifier qu’il existe un réel a tel que —1 et 1 soient valeurs propres de A.
On supposera dorénavant que a prend cette valeur.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable dans R?
3. Calculer A2

4. Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que
A=pDP".

5. Retrouver sans calcul que B est diagonalisable dans R.

Exercice 2

On rappelle que, par convention, si f désigne un endomorphisme de F alors f* = idp
Partie 1

Soit £ un R-ev et f un endomorphisme de E tel que f? — f — 2.idg = 0
1. Montrer par analyse-synthése que ker(f + idg) @ ker(f — 2idg) = E
2. Montrer que f est bijective

Partie 2

o On note E — {(Z ﬁ) | (abc) € R}

E — E

a b b+c a+c
[

b ¢ at+c a+b

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My (R). Préciser une base et la dimension de F

e On considére | f :

2. Montrer que f est un endomorphisme de E

3. (a) Montrer que f2 — f — 2.idg =0
(b) Déterminer une base By de ker(f + idg) et une base By de ker(f — 2idg).
(c) Justifier que la concaténation de B; et By donne une base de E.
Ecrire la matrice de f dans cette base.

4. On note dans la suite M; = (1 }) . My = <(1) jl) et M3 = (jl _01>

On considére également les deux sous-espaces vectoriels Fy = vect(M;) et Fy = vect(My, M3)
(a) Justifier que F; @ F, = F
(b) On note p la projection sur Fy parallélement a F
et ¢ la projection sur F; parallélement a F;
i. Préciser a quoi est égal p+q ,poqet gop.
ii. Déterminer l'expression de p( (Z i)) pour tout (a,b,c) € R
ili. De la maniére de votre choix, justifier I'existence de (A,u) € R? tel que f = A.p + p.q.
Déterminer les valeurs de A et p
iv. Pour tout n € N déterminer f™ en fonction de A, y, p,q et n,
puis en fonction de A, y, f,idg et n



Exercice 1

1. e En développant par rapport a la derniére ligne, on a directement
X -4 0 3
xa(X) -3 X-1 3 :(X—l).‘X_;4 Xo_l‘:(X—l)z(X—zL)
0 0 X-1

Ainsi ‘ sp(B) = {1,4} avec m(1) =2 et m(4) = 1‘
e Comme 4 est valeur propre simple, on a |dim F,(B) = 1| sans calcul.

e Pour déterminer dim F;(B) on peut déterminer E4(B) ou bien plus simplement, appliquer le
théoréme du rang & B — 1.15.

3 0 =3
dimEy(B)=3—-1g(B—I3)=3—-1rg(|3 0 =3|)=3-1=2
00 0

2. (a) Je propose deux solutions

i) On calcule brutalement avec la régle de Sarrus y4(X) et l'on trouve
xa(X) = X3 —2X? — (24 a)X +2(a +2)

On a alors le systéme

1 = =
Xa(l) 0(:) atl O(:nz:fl
xa(=1) =0 3a+3 =0

ii) e On a les équivalences

0 -1 1
lesp(d) <= det(l.ls—A)=0<=|-2 1 —qa|<= - <—=a+1=0
1 -1 0
e On a les équivalences
-2 -1 1
—lesp(A) <= det(-1.I; —A)=0<=|-2 -1 —qa|<=---<=3(a+1)=0
1 -1 -2

Dans les deux cas, on trouve bien

(b) Inutile de calculer le polynome caractéristique ici!
On sait déja que 1 et —1 sont des valeurs propres de A.
On sait aussi que la somme des valeurs propres comptées avec leur multiplicité est
égal a tr(A)!
On en déduit que 2 est la derniére valeur propre!
Ainsi | sp(A) = {—1,1,2}|.
Comme A posséde 3 valeurs propres distinctes, d’aprés la condition suffisante de diago-
nalisabilité, on peut dire que ‘ A est diagonalisable

3. Le calcul donne

4. Une recherche classique de sep donne

1 1 1
E_1(A) =vect(| -1]) , Ei(A) =vect(|1]) , Ey(A) =vect(| 1))
1 1 0

et donc on a par exemple la diagonalisation A = P.D.P~! avec

1 11
P=1-111 et D=
1 10

-1 00
0 10
0 0 2
5. D’aprés Q3 et Q4,
B=A?>=(P.D.P")?=PD?> P!
Comme D? est une matrice diagonale, on a mis en évidence que B était semblable & une matrice
diagonalisable, cad | B diagonalisable

Exercice 2

Partie 1

1. Par la méthode classique, on trouve bien que

Vo € E,3(x1,x9) € ker(f +idg) X ker(f — 2Idg),z = x1 + @2

1 1
On trouve en particulier |z, = 5(21 — f(z)) et 29 = g(f(x) + )

2. On sait que f2 — f — 2.Idg = 0 soit encore f2 — f = 2.idg.
1
Notons g = E(f —idg).
On a

o foa=ro (3~ ide) =370 (/ ~id) = 5~ 1) = 2ids = ids
v g0 f= (30 - id) o f = 3~ i) o ) = 5 = 1) = 2ids = ids

1
Ceci permet d’affirmer que | f est bijective et que f~1 = §(f —idg)

1. On a

E=((5 1) e <R

- {a. ((1) 8) +b. <(1) (1)) +e. (8 (1)) | (a,bc) € R?}
=5 )+ (1 o) (0 1)



Notons EF; = ((1) 8) FEy, = ((1) (1)) et B3 = (8 ?)

On vient de prouver que ‘ (E1,E,E3) est une famille génératrice de E |

Nous allons maintenant prouver que c’est une famille libre.
Soit (a,b,c) € R tel que a.E) + b.Fy + c.E3 =0

Ceci signifie que 'on a (Z lc)) =0

Or une matrice est la matrice nulle ssi tous ses coefficients sont nuls,
ce qui permet de dire que a =b=c=0

Conclusion ‘ E est un sev de dimension 3 dont une base est (E1,Fy,E3) ‘

2. Comme par définition, on a f: F — F.

Montrer que f est un endomorphisme de F revient a montrer que f est une application linéaire.

by by
Notons Mz = A\.M; + M, = (as bg) _ ()\.al +ays A\b +b2)

Soit M; = (“1 bl) €E M= (“2 22) cFEetAeR.

b3 C3 )\bl + b2 )\.Cl -+ Co

az+c3 az+bs
- ()\bl + bQ + )\.Cl + Co )\.(11 + as + )\.(31 + CQ)

FOM, + M) = F(My) = (”3 to ot )

)\.al +as + )\.Cl + co /\.a1 + as + )\bl + b2
_ bi+c a+c n by +co as+ ey
‘\ay+c¢ a+b as + ¢ as + by

= \f(M) + f(Mo)

3. (a) Soit (Z f) un élément de E

. Onaf((a b)): (b+c‘ a+c) et donc

c at+c a+b

-G
(ZI? i brariere)

2a+b+c a+2b+c
a+2b+c a+b+2c

(Zif )2 ()
=15 o2 (G Y)
~ g+ 2aas)((j V)

On a montré que pour tout élément z € F on a f2(z) = (f + 2idg)(x).

Ce qui permet d’affirmer que f? = f + 2idp, soit encore | f2 — f — 2idg = 0

5

(b)

()

(b)

e Déterminons ker(f + idg).
Soit (2 b) €E.
On a les équivalences suivantes
a b . a b a b\ a+b+c a+b+c)
(b c) € ker(f + idx) <:}f((b c))+ (b c) =0 (a+b+c a+b+c) =0
Ainsi

ker(,f+idE):{<Z i)eMQ(R)|a+b+c:0}:{(z )GMQ( Ye = —a— b}
:{(Z L b)\W)GR?}:{a- (3 _01)+b- ((f _ﬂ)\(mb)ew}
:VeCt(((lJ —01) : (? —11))

Ainsi ( ((1) _01> , <(1) _11>) est une famille génératrice de ker(f + idg).

Comme de plus ces deux matrices ne sont pas proportionnelles, on peut affirmer que c’est
une famille libre.

Conclusion: | B; = (((1) Pl) , ((1) jl)) est une base de ker(f + idp)

e Un raisonnement similaire prouve que

11

ker(f — 2.idg) est une droite vectorielle dont une base est By = ((1 1))

Comme f? — f — 2.idg = 0, on peut d’aprés la partie 1, question 1,

affirmer que ker(f + idg) @ ker(f — 2idg) =

On sait alors par théoréme que la concaténation d’une base de ker(f + idg) et d’une base de
ker(f — 2idg) donne une base de E.

comne (5 °)== (5 %) #(§ L)p=-(1 L)en(s )=2(i 1)

P 0 0 1 11
on en déduit que dans la base ( o —1)° 1 1) 4 1))
-1 0 0
la matrice de f est 0 -1 0
0o 0 2

Le moyen le plus rapide ici était tout simplement de reconnaitre que Fy = ker(f — 2.idg) et
que Fy = ker(f + idg)! Puis d’appliquer Partie 1, Q1

i ‘p+q:idE Ctpoq:qop:O‘
ii. On sait que Vz € E, 3! (x1,x9) € F1 X Fo,x = 21 + 22
1 1
= 300~ (@) et 2 = 5(f(2) +2)
1
On a donc ici pour une matrice M € E,p(M) = §(f(]\/[) + M) ce qui donne

a b a+b+c (1 1 a+b+c
(<b c)) 3 (1 1): g M

Et 'on a vu a la question 1 de la partie 1 que x;




ii.

iv.

remarque: si l'on n’avait pas traité la question 1 de la partie 1:

o Comme Fy ® Fy = E, on sait que

a b

VM = ( ) ek, 3! ()\1,/\2,)\3) € RB‘, M = A .My + Mg My + Agﬂﬁ[g
b ¢ —_—

€F D2

1l s’agit donc de déterminer Ay tout simplement en considérant le systéme

a =M+
b = )\1 + )\2 — )\3
C = )\1 — )\2
) . a+b+c a+b+c
qui donne directement \; = —3 et p(M) = T.]\/ﬁ
Notons C = (Afl,]\/[z.ﬂfd)
Ecrivons les matrices de f,p et ¢ dans la base C.
Elles sont toutes diagonales, et trés simples a écrire!
2 0 0 100 00
Mate(f) =0 —1 0 Mate(p) = [0 0 0 Matc(g) = [0 1
0 0 -1 000 00

Comme on a Mate(f) = 2.Matc(p) — Matc(q) = Mate(2p — ¢),

on en déduit que | f =2.p—¢q
Soit n € N*.
Comme p et ¢ commutent, on va pouvoir utiliser la formule du binéme de Newton

n

n n /’L C n— n—
"= Ap+pq :Z(k> N Fpto gtk

k=0

e pour k=0, 0n ap*oq"*=idoq" =idoq=q car q est un projecteur
e pour k=n, on ap*oq”* =proid=poid=p car p est un projecteur
epourk>loun—k>lonapfoqg"*=pog=0
On obtient donc f™ = A".p + u".q

On remarque que cette formule est aussi valable pour n = 0.

Conclusion: ‘Vn >0,f"=A"p+putqg=2"p+ (—1)”.q‘

=9 — L(id
On sait que f P ce qui équivaut a p f(l _E +f)
id =p+q q =3(2idp - f)
Ce qui donne au final en remplagant
. 2n =" . 20 4+ 2.(—1)" . m— (=1)"
Vn}O,f”:?(sz+f)+ ( 3) (2idg — f) = 3( ) idg + ) f




