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Exercice 1: de ’algébre avec des équations différentielles
L’objectif de cet exercice est de résoudre sur |1; +o0o[, I'équation différentielle
Bz +1y+@2—2)y — g(BxQ +2r -2y =3 +2+1) (E)
On note (Fp) I'équation différentielle homogéne associée a (E):
Bz+1y+(2—2)y — g(BwQ +2x—-2)y"=0  (Eg)

On désigne par S 'ensemble des solutions réelles de (E) sur |1; +oo[ et par Sy ’ensemble des solutions
réelles de (Ep) sur |1;+o0].

1. Démontrer que Vo €]1; +o00[, 322 + 22 — 2 # 0.

2. Démontrer que Sy est un sous-espace vectoriel de 'ensemble Dy des fonctions deux fois dérivables
sur |1; +oof.

3. Donner, sans démonstration, la dimension de Sp.

4. Démontrer que la fonction f; définie sur |1; +o0o] par Vo €]1; +o0],

1
fi(z) = =
est solution de (Ef) sur ]1;+ool.
On considére la matrice
1 2 0
A=13 0 6
0 3 -3

L’espace vectoriel R? est muni de sa base canonique.

La matrice A est-elle inversible?
Déterminer le noyau de A.
Démontrer que 'image de A est le plan d’équation 3z =y + 2z.
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Sans résoudre les systémes, déterminer & l’aide des questions précédentes quel est le nombre de
solutions (éventuellement infini) de:

3 1
SllAX: -1 et SQAX:3 1
2 1

1
9. Résoudre le systéme Sy : AX =31

—_

Partie III

L’espace vectoriel des polyndémes a coefficients réels de degré au plus 2 est noté Ry[X] et sa base
canonique est B = (1,X,X?).
On considére la fonction ¢ définie sur Ro[X] par

X
VP € Ry[X], @(P)=BX+1)P+(2—X)P — 5(3)(2 +2X —2)P".

10. Calculer ¢(1), p(X), ¢(X?).



11. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].
12. Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.

13. En déduire, sans calcul, le noyau de ¢ ainsi qu’une solution de I’équation

o(P)=3(X*+ X +1).

14. Déterminer Sy puis S

Exercice 2

6 —4 —4 2 -1 0
Soient les matrices A= |4 -2 —4|letB=|-1 1 1
4 —4 =2 1 -1 1

1. Déterminer, sous forme factorisée, x4(X) et xp(X).
2. Etudier la diagonalisabilité de A et B.

1 x
On donne E_o(A) =vect(| 1 |),E2(A)={|y|,|lz—y—2=0}
1 z
1 1
et B1(B) =vect(|1]),E2(B)=vect({0])
1 1
3. On souhaite montrer qu'il existe P € GL3(R), que I'on déterminera, telle que
a 1 0
P~YAP soit diagonale et P"'BP = [0 b 0] =T avec (a,b,c) € R3.
0 0 ¢

On note Cq, Cy, C3 les colonnes de P.
(a) Montrer que 'on ne peut avoir (a,b,c) = (1,2,1).

(b) Montrer que I'on ne peut avoir (a,b,c) = (2,1,1). (On pourra s’intéresser au rg(B — I3))

(¢) On suppose maintenant que (a,b,c) = (1,1,2)

En raisonnant sur les colonnes C7, Cy et C3 déterminer une matrice P qui répond au probléme

posé.



