7 [Séries entiéres|

ANA 266
Soit > a,.2" une série entiére de rayon R.
Dans chacun des cas suivants, indiquer ce que 1'on en déduit sur R

1. La suite ( “)nso converge vers 0

on

.Gy
La suite (27
. La série Y a,.(—3)" est convergente
. La série Y a,.(2i)" est divergente.

)n>o0 ne posséde pas de limite

w1

5. La série Y a,.(—1)™ converge mais n’est pas absolument convergente.
ANA 267
A Paide de la définition, déterminer le rayon et I'intervalle de convergence des séries entiéres suivantes

n

0 Z n.zlnn ) Z ﬁzgn iti) 2(3 +(=1)")".2"

ANA 268
Soient a et § deux nombres réels.

(o] j o0
1. Montrer que les séries 55 <0 FB) o oo b sin(na + §)
n=0 n.

Qu’en déduit-on sur le rayon de ces séries entleres?
& cos(na + > sin(na +
2. Calculer S(z) = Mz" et T(z) =, sin(na + 5)
n=0 n! n=0 n!
ANA 269 (reconnaitre des SE de référence)
Déterminer le rayon et la fonction somme des séries entiéres suivantes sur U'intervalle ouvert de conver-
gence

' Z" convergent pour tout z € C.
n!

Z" pour z € R

2n+1zn 1,471. CL’6T"+3 (_1)n‘x2n+1 (_1)71.1,271
i) 7)) -} ) A ) | W G S B ) | N S
25 Gy gy X Y2 @
43 ) 2 At x?n,+l 2".1’"+2 on— 1 /1n+1
i) Z 2P i) Z 252 o Vi) Z i ir) Z e x) Z W
n=0 n=1 n=1 n=1 n=0

ANA 270
Soient « et 8 deux nombres réels. Calculer pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1 les sommes

S(z) = i cos(na + f)z" et T(z) = i sin(na + f3)z"
n=0

n=0
ANA 271
Déterminer le rayon et faire I’étude de la convergence en R pour les séries entiéres suivantes:
™ 1o m nom n?+3n — Inn o
LY s 2D (L) 3.3 n3 s W] 3n+1 Z\f Do
ANA 272

En utilisant la régle de D’Alembert pour les séries numériques, déterminer le rayon des séries entiéres

suivantes:
i)Y (n?+3(=2)" + 1) i)y ol i)y 2"

n=0 n=0 n=0

ANA 273
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z] < R la somme

S(x) = 21 sin?(n).2"

ANA 274
Soient a et b deux complexes non nuls.

1. Déterminer le rayon de > a".2" et de Y a™.z3"
2. En déduire le rayon de Y (a™ + b").2"

3. On suppose que pour n assez grand, on a 2" < ¢, < 3".
Que dire de Rayon(_ c,.2")7

ANA 275
1. Déterminer le rayon et la somme des séries entiéres suivantes:
o 2p e 2p+1 OC 2p
T T T
S = E — S. = S. = E —1)P—
1(w) < % 2(7) par W1 3(7) p:1( ) 2

2. On s’intéresse a la série entiére S(x) = _
() %:2 n+ (=1)»

(a) Déterminer son rayon.
(b) A Tl'aide des séries précédentes, déterminer S(z)

ANA 276 o
1. On considére S(z) = Y Inn.z™. Donner 'ensemble de définition de la fonction S?
n=2
1 1
2. On considére la suite (a,) définie par a; = —1 et Vn > 2,4, = —In(1 — =) — —.
n n
On pose T'(z) = Y a,z™. Donner 'ensemble de définition de T'.
n=1
3. Déterminer une égalité liant S et T'7
ANA 277 (classique)
1. Soit n € N*.
A Daide de factorielles, exprimer 2 x4 x --- x (2n) et 1 x 3 X5 x - -- (2n + 1)

2. Vérifier que Va €]—

ANA 278

. nm
On pose pour tout n entier a, = tan 5

1. Montrer que la suite (a,), est bien définie.
2. Montrer que la suite (a,), est bornée. (on pourra considérer a,s)
3. Montrer que a; = —ay4 et as = —ag
4. On considére la série entiére Y a,z".
(a) Déterminer son rayon

(b) Etudier la convergence pour z = R et pour = —R

(c) Calculer S(z) = i a,.2" pour tout €] — 1, + 1]
n=0



ANA 279 0 o0 n+1 ANA 289 (une fonction C* mais non DEE!) Sr<0

Montrer que / In(1 Z Nous allons montrer que la fonction f: z — 1 ] est de classe C*° sur R mais n’est pas
_1 n.( 3n +1) exp(—7) siz>

développable en série entiére au voisinage de 0.
1. Montrer que f est C* sur R*

n=

ANA 280

Rayon et fonction somme de 1

2. Montrer par récurrence sur n qu'il existe un polynome P, tel que V& > 0, f(z) = P,(=)e /.
x

i) Z nt 1,," i) Z n® +3n— 4,1.n i) Z n? 2 (on pourra établir une formule de récurrence entre Pnyy et Py,)
s n! s (n+1) >0 (n+1)! 3. En déduire que f est infiniment dérivable en 0 et que f(™(0) = 0 pour tout entier n
4. Montrer que f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0
ANA 281 que f p pp g
Exprimer les fonctions suivantes au voisinage de 0 comme des sommes de séries entiéres, et préciser ANA 290 (équation différentielle) (@ + m)
l'intervalle de validité On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = ——=
V1+a?
fira = In(1+327) f2: x> In(2 + 32?) f3:2— cos’z fix s cosda 1. Vérifier que f est solution de I'équation différentielle (E) : (1 +2%)y +ay =1
2. Soit Y a,a™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S
ANA 282 (produit de Cauchy) n 1 Montrer que S vérifie (F) sur | — R, + R[ssia; =1 et Vn > 1,a,41 = " Ap_1
On considére la suite (¢,,) définie par Vn > 0, ¢, = 5 TL-ZF 1
j=0J" ) . 2" n!
Déterminer le rayon et la fonction somme de > ¢, 2" 3. Démontrer que si f est DSE alors Vn 2 0, a2, = 0 et agns1 = (‘U"ﬁ
>0 ) !
! 4. Conclure que f est DSE.
ANA 283 o 5. f est-elle une fonction impaire?
Déterminer le rayon des séries entiéres du type Y — avec a € C
n ANA 291 % (n4
ANA 284 (—2y Soit p € N. On note f(z) = ) ( » p) am
n n=0
2n+1
Déterminer le rayon et la somme de la série entiére nX>:o mi® nt 1. Déterminer le rayon de cette série entiére.
2. Justifier que f vérifie sur | — 1, + 1] 'équation différentielle (1 — z)y’ — (p+ 1)y =0
ef—1—ux &dui ssion si
ANA 285 siz#0 3. En déduire une expression simple de f
Montrer que la fonction g définie par g(z) = 1 z? P ANA 292
2 Soit la suite (a,)n>0 définie par ag = 1,a; = as =0 et Yn = 2, (n + 1)ant1 = na, + —ap_o.
est de classe C* sur R et donner £ (0). o 2
On s’intéresse a la série enticre Y a,z™ et on note S(z) = Y a,a™ sa somme.
ANA 286 cos/z siz =0 =0
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = R 1. Montrer que pour tout entier n, on a a, € [0,1]
chy—z siz <0 ) ; o
2. Montrer la suite (na,),>o est croissante
Montrer que f est de classe C* sur R et donner f(0). 3. Déterminer le rayon R
ANA 287 (une justification de I’existence d’un DSE) 4. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre satisfaite par S.
On note f(x) = ch(z). cos(z) Puis en déduire 5.
1. Montrer que f est DSE. Quel est le rayon de sa série entiére? ANA 293 (DSE de z +— (1 + z)* (démo de cours))
2. Déterminer le DSE de f en utilisant les complexes. Pour tout a € R et tout x réel on note f,(z) = (1 + )
ANA 288 1. Lorsque a € N, donner le DSE de f, et son rayon.

1 1 i
1. Que vaut lim (1 n 5 bt 7) ? Pourquoi? Dans la suite on supposera que o ¢ N
n—00 n

2. Déterminer la série de Taylor de f. Quel est le rayon de cette série entiére?

2. Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout réel x tel que |z| < R 3. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre satisfaite par f, et montrer que sa
la somme S(z) = i (=1 (14 % I 1 2" série de Taylor vérifie la méme équation différentielle. (on précisera sur quel intervalle)
n

n=1 ) 4. Justifier que f, est DSE et retrouver le résultat de cours
(On pourra calculer d’abord le produit (1 + z)S(x))

3. Etudier la convergence de la série entiére en £R



ANA 294
« et B étant deux réels, trouver le rayon de convergence de la série entiére Y a,2" avec:

nomn n! 1\"
1. an:L 2. (Ln:L 3.a, = <1+7) 4. a, = cosn
n! nn n
1 71' . n— N
5. a, = arccos(l — —) 6. a, = 5 — arcsin( ) Toa, =eV" 8. a, = n"*
n n
9. a, = arctan(n®) T ’ 11 " 12 . cos(mvn? +n+1)
. = ¢ ] . . . S\
" n+ g 4n 4+ n
2
T\ -1\" shn s2n
13— 14.( 2 15 28 16, =0
1++/n n ch®n n

ANA 295

On suppose que les séries entiéres Y ag,22" et > agny 122"+ ont le méme rayon de convergence noté R.
Montrez que R est aussi le rayon de convergence de Y a,,2"

ANA 296

(0 € R) Déterminer rayon, intervalle de convergence et fonction somme(sur 'intervalle ouvert de conver-
gence) des séries entiéres suivantes:

‘/ETL
1. n2gn 2. —_— 3. ch(n)a™ 4. sh(n)z"
b Hhrnmrs 5N 3
5. Y cos(nf)z™ 6. Y sin(nd)z" 7.3 nED 8. Z( 1)mHn. g2t
>0 n>0 ns02n+1 0
n°+1 na" " n®—n-—1
. " 10 D —— 11. —_—  12. —_— "
son+1 ,LZNJ(%Jrl) g)(n+1)(2n+1)) EO (4n+1)!
. 1 gin-l
13. nign 14. 15. — g 16.
71220 n;on-i-l 712203"(n+2)! glzln—l
" chn n3.I"
17. e 18. —a" 19. n? +1)z" 20. o~
T = Y 503
(=", n+n+1 n®+n+1
21. gl 29, —" 23. —_—a" 24. cos( "
2 T PR Zeos 5o
ANA 297 dt
On souhaite développer en série entiére la fonction f: z fol Tl
1. Montrer que pour tout z €] — 00,4, f(z) est bien définie.
2. On note J, 4 = fol tP(1 — t)?dt. Calculer J,, pour (p,q) € N?
2L — g2yl n k1?2
3. On note I, = 01 %dt Montrer que l'on a f(z) = ;ﬂ ﬁxk + I,
4. Montrer que pour |z| < 4, on a lim ,, = 0. Conclure.
ANA 298 -
On conisidére la série entiére —_
7; n(n+1)
1. Déterminer son rayon et sa fonction somme sur l'intervalle ouvert de convergence.
2. La série est-elle convergente pour v =1 et x = —17

Dans ce cas, donner la valeur des sommes de ces séries

ANA 299 +o0

1. Calculer Z

n=1

n

m pour z dans U'intervalle ouvert de convergence.

+oo
2. Calculer , de deux maniéres différentes, Z

n=1

1
nn+1)(2n+1) "

on rappelle le développement asymptotique T,, = > =Inn + v+ o(1) ot y désigne une constante
k=1
réelle, la constante d’Fuler.

ANA 300
Développement en série entiére de la fonction f définie par
arcsin o _arcsinw _ 2—u
1. f(z)=e 2. f(x)fim 3. f(z) = arctan (2+12)
1
4. f(z 7e2f0 dt Sf(x):m 6. f(z) =cos®z
. 14 322 . .\
7. flx) = =y 8. f(z) = (arcsinz) 9. f(z) = cos(xz + 1)
1 V1 2
10.f(2) = (z+ DIn(z + 1) 11.f(z) = D(Iﬁiﬂt“ 12.f(z) = (arctan(z))?

13. f(z) = arctan (L Jlr 1) 14. f(z) = [ cos(t?)dt 15. f(x) = sh(z) cos(x)

2 1— a3 a?
16. f(r) =1In (37;2) 17. f(z) =1n ( 172> 18. f(z) =In (1Jr 1155)

ANA 301
Soit 0 €]0,7[. Développer en série entiére la fonction f : x —

sin ¢
1 — 2z cos(f) + 22

n considere l¢ )= anT => ———ath
0 " 0 (271 + 1)'
1. Vérifier que V n>1, (2n + 1)a, — 2na,—; = 0.
2. En déduire une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par f et une expression de
f alaide de fonctions usuelles. (on trouvera (1 — z%)y' —zy =1)

ANA 303 a
Soit (a,) la suite de réels définie par ap = a1 = 1 et la relation a,+1 = ay, + 2% pourn > 1
n

1. Prouver que pour tout n > 1, 1 < a, < n?
2. En déduire le rayon de convergence de Y a,z"”
n=0

3. Prouver que Y a,z" vérifie une équation différentielle du premier ordre a déterminer.
n=0

(on trouvera (1 — z)S'(z) — (22 +1)S(z) =0)
4. En déduire la valeur de la somme de cette série entiére.
n (=2 (p+2)(p+1
5. A partir de Pexpression de S ainsi trouvée, démontrer que a, = Y E ) i (p+ )2(1) +1)
=0 (n—p)!

ANA 304

1. Déterminer les solutions de y” + zy’ + y = 0 qui sont développables en série entiére.
a2
2. Reconnaitre parmi ces solutions la fonction x +— ez~

3. Toutes les solutions de I’équation différentielle sont-elles développables en série entiére?



ANA 305

A . P Ao =
On consideére la suite (a,,),>0 définie par

vn € N, apy1 = 2a, +n
On consideére la série entiere . a,z™, et on note S(z) sa fonction somme.

n=0

préliminaire: donner le DSE de z — ainsi que son rayon.

1
=z
1. Montrer que 0 < a, < 3" pour tout entier n.

2. En déduire que la série entiére a un rayon non nul (que l'on appellera R). Peut-on donner un

minorant de R?

3. Montrer que Vr €] — R, + R[, S(z) = 225(z) + 2% Y (n + 1)a™
n=0
X2 a b ¢
= + +
1-XP1-2X) 1-2X 1-X (1-X)
5. En déduire 'expression explicite de a,, en fonction de n.

4. Déterminer les trois réels a, b et ¢ tels que

ANA 306 N /2
On pose f(x) = > uy.z™ avec u, = / cos™(t)dt
n=0 0

1. Etablir la relation 2(n + 1)u,41 = (2n + L)u,

2. Déterminer le rayon de convergence de Y u,z"
3. Montrer que f est solution de 2(1 —z)y’ —y =0
4. En déduire f(z) et u,

ANA 307 z

dt
Soit f:x+— _—
oit f i@ ,[m1+t+t2

1. Montrer que f est définie et C1 sur R, et donner f/(z)
2. Factoriser 1 — X3, En déduire que f est dse et donner son dse

ANA 308

n+2
Soit (a,) définie par ag =1 et Vn € Nyapy1 =1+ nt

7“”
2(n+1)

1. Montrer que Vn € N, 1 < a, <4

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére | a,a™

3. Calcule sa somme S(z) en exprimant S’(z) en fonction de et de S(x), puis en résolvant I'équation
différentielle

ANA 309 (intégration terme a terme) 1
On consideére la suite (u,,) définie par Vn > 0,u, = / t". sin(m.t)dt
0

1. Montrer que la série de terme général u, est convergente

1 ..
>, S €
2. Montrer l'égalité > (—1)".uy, :/ sin(m )dt
0

1+t

n=0

‘ QUELQUES CORRIGES ‘

(291 ] @)

— On étudie la série entiére Y a,2" avec a, = arctan(n®) avec a parameétre réel.

— On peut tout aussi bien utiliser la définition du rayon que la régle de D’Alembert ici pour répondre
a la question posée(je vous laisse faire I'un et Pautre en tenant compte des indications ci-dessous).
11 faudra juste bien prendre soin a distinguer 3 cas différents dans I’étude.

m
i) sia>00naliman:§. On trouve R =1

T
ii) si & =0 on a pour tout entier a, = 1 et on trouve R =1

iii) si a < 0 on alima, = 0 (ce qui ne nous permet pas de déterminer le rayon, mais juste de dire
que celui-ci est supérieur ou égal & un lorsque 1’on utilise sa définition).
Comme a < 0 on a limn® = 0, or arctanz ~ x, on a donc a,, ~ n®.
0 +o0

Et on trouve alors que R =1

Conclusion: ‘pour tout a € R on trouve R =1 ‘

n
, . L. N n+ o
— On étudie la série entiére Y a,z2™ avec a,, = (?)
n -/

— Pour n assez grand on a

a
1+

Ina, =nln LS I nl=n ln(l—O—g)—ln(l—i-é)

n+p0 1+ﬁ n n

n

Ce qui donne le DL suivant

Ina, =n (g _8 + o(%)) =a—LF+0(1)

n n

On trouve donc que a, = exp(a — 8+ o(1)) et donc que ‘lim a, = exp(a — ) > O‘

Nous allons déterminer le rayon & ’aide de sa définition
R = sup{r > 0|la suite (|a,|r") est majorée }

1. pour r € [0,1] on a lim |a,|r" =0
2. pour r = 1 on a lim |a,|r"™ = exp(a — )
3. pour r > 1 on a lim |a,|r" = 400

On a donc ‘ R = sup([0,1]) =1 ‘

S sin((k + 1)) 2*
(1 —22)f'(x) — xf(x) = 1 cette équa. diff. a pour sol f(x) = %

303 1. La premicre question se démontre par récurrence a 1’aide d’une récurrence forte.
P 1 1% LeCurrence 1orie.
Notons pour tout k > 1, Py, la proposition 71 < aj, < k%7

— la propriété est vraie au rang 1 et au rang 2 car



2. Notons b, =1 et ¢, = n”.

—a=1letl1<a <12

—as=2et 1< ay <22
— Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n > 1
(a) Comme a, = 1eta, =1

2
214+ —>1
+1 +n+1

(b) Comme a, < n? et a,_; < (n— 1)

2(n—1)2  n®+3n*—4n+2
n+l

,onaaussi 3n—+12>

Qp—1

Onaay =a,+2
n

Qp—1

<

<2
1 n® +
™m=>1

on a Gppq = Ay + 2

+1
Comme pour n > 1 on a —4n + 2, et on en déduit alors que

n3+3n?+3n+1 n+1)3
Gt S n+1 - (n+ 1) =(n+1)°

On a ainsi montré que P, était vrai.
2

Ainsi que Ry, et R, les rayons des séries entiéres > b,a™ et Y ¢,a"

11 est facile de montrer que R, = R. = 1.

Sachant que pour tout entier n on a |b,| < |a,| < |¢,| et en utilisant le théoréme 8 (1) du cours,
on peut en déduire que

. Soit Jce]—l + 1] fixé.

Pour tout n > 1, on a (n+1)any1 = (n+1)a,+2a,—; et donc (n+1)a,112" = (n+1)a,z™+2a, 12"
Par sommation, nous allons avoir

o0 o0 o0 o0 o0
E (n+4 Dapy12™ = E (n+ 1Dayz™ + 2a,_12" = x E na,z" "t + E apx” + 2z E Ay
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Chacune des sommes est facile a identifier, on a S'(x) — ag = x5 (z) + (S(x) — ag) + ZxS( z)

Et compte tenu de ag = a; = 0, cela nous donne bien I’égalité ‘ (1—2)S"(z) — (2z4+1)S(z) = O‘
2z +1
. Sur lintervalle | — 1, + 1] I'équation précédente équivaut aS'(x) — v S(xz) =0
-z
2 1 20 —1)+3
Ona [ 1Ijxdx:f (Ilsz»Jr - 2+1 dx2_72x731n(17r)+cste
La solution générale sur | — 1, + 1[ est donc z — K .ﬁ
—2)
—2x
Et comme S(0) = ap = 1, on peut affirmer que |Vz €] — 1,4+ 1[, S(z) = (167)3
-z
o0 _2 o0 _2 n
~ On sait que e = Y (=22) =5 (=2) Z™ pour tout z réel.

| [
n=0 n: n=0 T
En utilisant le théoréme de dérivation terme a terme deux fois & partir de la série entiére

%)3 = ic: n(n—1)2"2 = 2:0(71, +2)(n+ 1)z" (rayon = 1)

o0
>~ 2™, on montre que
n=0 (1

~ Onadone ¥z €] — 1, + 1], S(x) _(%0 (’j)nxn) (izj(n + )+ l)x”)

La série entiére Y a,a™ est donc le produit de Cacuchy des deux séries ci-dessus.
D’aprés la formule du produit de Cauchy on peut affirmer que

Yn > 0,a, = pzz:() E;QJZ)I; (p+ 2)2(27 +1)
9

304

1. — On utilise la méthode et la rédaction classique. C’est & dire que l'on procéde par
analyse-synthése en supposant qu'une SE de rayon R non nul vérifie (E)

On trouve alors que si la série Y a,2™ a un rayon non nul et vérifie 'équa. diff, on a

Vn = 0,(n + 2)aus2 + a, = 0.

Puis en distinguant les cas pair et impair (car la relation de récurrence "va de deux en deux"),
—1)r ; _(=1)p2rp!
2v pl do €t opy1 = (2p+ 1)!
( l)p = (71)p.2pip!”2p+1

2%+ ay. x
! ! ,,;0 (2p+1)!

on arrive a Vp > 0, ag, = ay

La série Y a,z™ s’écrit alors comme la somme ag. Z

En utilisant la régle de D’Alembert, on trouve queA

la SE i ﬂl,z;) a pour rayon R; = oo et la SE i MI%JA a pour rayon R, = 0o
p=0 2r p‘ p=0 (2p + 1)' ’
On peut donc affirmer que le rayon de la SE > a,a™ est R = 00, ce qui valide les calculs
précédents sur | — 0o, + 00|
Conclusion: les solutions DSE de ’équation différentielle sont les fonctions qui s’écrivent
= (1P o, g & (C1P20)
A ¥+ By
p=0 2P.p! =0 (2p+1)!

2P avec (A,B) € R?. Elles ont un rayon infini.

o (—1 00 2 2
2. Notons pour tout z € R, T(z) = Z (=1)" 2%, On a T(x) Z / E/2r = exp(—12?/2)

305

2r pl
) ) = G )
Notons pour tout z € R, U(x) = pz:% W% i
Notons S [S8'] Pensemble des solutions [DSE] de I'équa diff (E) sur R.
On a évidemment &’ C S
S est un sev de dimension 2 de 'ev C*(R,R) car 'équation différentielle (E) est une EDLNH
du second ordre, a coefficients continues sur R

p=0

On a prouvé que &' = vect(T,U).

Or (T,U) est une famille libre, donc 8’ est un espace vectoriel de dimension deux!

on peut donc affirmer que S = §’: toutes les solutions de (E) sur R sont DSE!

pour justifier que (T,U) est une famille libre, on peut, par exemple, remarquer que T est une
fonction paire (autre que la fonction nulle) et U est une fonction impaire(autre que la fonction
nulle): donc T et U ne sont pas colinéaires!

1. on trouve (a,b,c) = (1,0, — 1)

2. a,=2"—(n+1)

10



