6 |Intégrales généralisées\

ANA 232 =, b B
a,b et ¢ sont trois réels. Déterminer la nature de I = / - —— 4+ ——dt

1t t+1 0t 42
ANA 233

Déterminer la nature de intégrales suivantes:

U, ot P, 3—t \/tf 7 J. t(nt)(Inlnt)
/2 1 00

15:/ tan(t)dt 16:/ arctan(v'1 — ¢)dt 17:/ e 'sin(t)dt
0 0 0

ANA 234
Prouver la convergence des intégrales ci-dessous, et déterminer leur valeur.

+oo +oo
/ 790% =3- E In2— 2771' B= / 1n—tdt =1
1 B4+ D(E+3) 20 40 1

In2 0
C= / (7—alctanf>dz‘ —1+K+n— D:/ tel sintdt = =

172 .
(. o 1
7/ LV N F:/ ]
o (1+1)? oo Dcht+3sht+4 2
ANA 235
convergence et valeur de:
) 2 1 /2 1 2
A:/ 287 + dt:3£ B:/ dt 771"#311(3/2 c_ / _ 2
0 (12+1)2 4 0 3tant + 2 13 0 2+51nt V3
1 2 /2 00 642 1
In(1—¢ 2t=dt
D= M:fzm E:/ \/tantdt:/ == F:/ 1/ -t = z
0 o 14+t 0 2
o Int i T
—)dt=a H = ———dt =0u=1/t = i
/ ) " 0 142 (w=1/4) /0 1+t2 VG
ANA 236 0
Pour tout n € N on pose I, = e tdt.

0
On souhaite prouver la convergence de I, et donner sa valeur.
1. Montrer que Iy converge et donner sa valeur.
2. Montrer par récurrence que I,, converge et que I, = n!

ANA 237
Soit 0 < a < 7.

dt
On s’intéresse a l'intégrale I, = 0+OO 7 oteosatl
— 2tcosa

NE

X 1
1. préambule: justifier que Vz # 0, arctan — + arctan z = sg(z).
x

Ccos a)
ma

T 0%
(f + arctan —
a \2 S

1
2. Montrer que I, converge et vaut —
sin

T™—a

3. Justifier que I, = —
sina

ANA 238
Déterminer ensemble des complexes = tels que la fonction ¢ — e .e !l appartienne a LY(R,C)

ANA 239

Soit f une fonction continue et positive sur I'intervalle [0, + ool.

On note pour tout x réel positif F(z / f(t) et pour tout entier n, S, = / f(t)dt
0

1. Quel est le sens de variation de la fonction F'? de la suite (S,)?

2. Montrer I’équivalence
la suite (S,,) converge ssi la fonction F posséde une limite finie en 400

3. Ce résultat reste-t-il vrai si on retire 'hypothése "f positive" ?

4. On suppose f seulement continue sur [0, + oo.
Montrer les implications vraies et donner un contre-exemple pour les fausses!

(a) (F fonction bornée = (S,,) est une suite bornée) (c). lim F(x) existe = lim Sy, existe

(b) ((Sh) est une suite bornée= F' fonction bornée )  (d). hm Sy, existe = hm F ( ) existe

ANA 240
En utilisant la régle des équivalents, déterminer la nature de intégrales suivantes (o paramétre réel):

oo - 1 oo /4 dt 4 dt
I = sin?(S)dt I = VL4 +1 Ve 4t —1dt I3 = — I, =
1 v 1 0 1

arcsin(tant) (Int)e

2t 1 /4 | 3 42
15:/ e-c-elnt, [6:/ _Vr-4 17:/ £+3
1 (t—1) o 2cost—+/2 1 (3=t
ANA 241

Pour tout ¢ > 0 on note f(t) = In(th(¢))
1. Montrer que f ~ —2.e et f ~ Int
oo 0

1 00
2. En déduire la nature des intégrales / f(t)dt et / f(t)dt
0 1

Préciser alors la nature de / f(t)dt
0

ANA 242
Etudier la convergence des intégrales suivantes:

1o <142
A= B = 1 dt
/ t2e~t /U n1+t3 ¢= /1 Vit

=)

slnf 1 dt g t 2
D— / F:/ 24 (t+3)In 2 ) ar
1 o arccost 0 t+4
et dt o dt ! ’
= UVt
¢= 1 t2cht /52 t(Int)(Inlnt) /0 sin 3 d(n € N)



ANA 243

Soit f € C([0, +

oo[R) tel que [;° f(t)dt converge

n+1
1. Pour tout n € N on note J,, = f(t)dt
Montrer que lim J, =0 !
2. En déduire l'existence d'une suite (a,),>0 d’éléments de [0
ANA 244

Nous allons montrer que l'intégrale /

—‘ dt est divergente.

T

, + o[ telle que

_ —Uﬂ)dt

T
Pour tout z > 7, on note F(z) = / ——dt
n km int
1. Simplifier pour n > 2, Z S g
=2 J—nm | 1
kn
2. (a) Montrer que pour tout entier k on a / | sint|dt = 2
(k—1)m
221
(b) Montrer que ¥Yn > 2, F(nm) > -
T =2 k
3. En déduire que l'intégrale / sm? dt est divergente.
™
t
4. Montrer que lim / sint dt =
r—400 .
ANA 245
« et 5 désignant des paramétres réels, étudier la convergence des intégrales :
oo o — oo
(t+1)>—¢ In arctan ¢
A:fo 8 _fo T e C:fo (1
[Int? ~ tlnt
= dt E= et
f() (1 ) f() (1 + t2)a f(] hlt
o arctant o 0 4
=/ dt H= W1+ -t)dt | I= [~tee'dt
ANA 246
1. déterminer la nature des intégrales suivantes:

. On considére la fonction g : ¢ +—

. On consideére la fonction h : t —

I = % — —
! /0 Vit +1 /0 Vi2+1

. détermmer les limites su1vanteb

et lim

wﬁO*/ \/lnl—ﬁ—t

M / \/7
TH t'
Montrer que g est intégrable sur [1, + oo[, puis en déduire hm f
1
In(14+¢) ¢
Montrer que fo

t)dt est une intégrale convergente, puis en déduire lim f
z—0

! dt
’ 7/0 v/In(1+1¢)

dt
A /f?

T

n—+o00

N / In(

dt

In(1+1¢)

lim a, = +o00 et

dt

1+1)

ANA 247 (intégrales de Bertrand (HP))
1. Déterminer la nature de

0 2020 t o 1t At
IO = / n ) ( )dt ]1 / ¢ [2 = / ¢
9 t 5 t3.Int 5 t.nt

2. « et 8 étant deux réels fixés. Nous allons établir que

< dt o dt
L= 2% = %
s /2 t’t ! /2 Vi In"t

dt a>1 et f quelconque
L'intégrale I 5 = [;* iy converge <= { ou
a=1 et f>1
i) Etudier le cas ot o =1
il) Montrer si o« < 1 alors I, 5 est divergente.(on pourra mq pourt assez grand # > l

iii) Montrer si o > 1 alors I, g est convergente.

ANA 248
1. Justifier que f

(on pourra réaliser une intégration par parties)

4oo SINE

2. A l’aide d’un changement de variables ¢ = 26, montrer que fo

ANA 249
Soit A € R.

1 2 :
sh(t A.sint
Déterminer la nature de l'intégrale / S()ﬁdt

0 tVt
ANA 250 ot
On considére f:t— —

Vi

- dt est une intégrale convergente et que f

te(Int)? = ¢

Joo smt o 1 —cost

t2

. 2
(Sl—nt) at
¢

dt

oo Sint

—dt

1

1. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles, au voisinage de 0, on a f(t) = o(—)

1
2. En déduire la nature de / f(t)dt
0
3. Soit A < 1.
. Unt
Justifier que f—/\dt est convergente
o t

ANA 251 (vocabulaire)
Justifier que

1. la fonction f: ¢~ Int.e™ est intégrable sur [1, 4+ oo]

cos(t?)

2. la fonction g : t — 2

est dans L'([1, + co|R)

5t
3. la fonction h < t — o est intégrable sur [0

cht ool

ANA 252

Pour quelles valeurs de o > 0,
it
1. la fonction f, : t — :—a est-elle intégrable sur [1, + oo[?
00 it )

2. lintégrale / %dt est-elle convergente?
J1

ta



ANA 253 oo
On s’intéresse a l'intégrale I = / sin(t2)dt
1
s ) . o °° sin 0 R
1. A l'aide d’un changement de variable judicieux, montrer [ et J = 7 df sont de méme nature
1

cos
9372

o)
2. A laide d’une intégration par parties, montrer que J et K = / df sont de méme nature
1
3. En déduire la nature de I

ANA 254 . .
sint sint
Onnotof:tHTCtg:tHT

o) 1 00
1. Déterminer la nature de / I dc/ f puis de/ f
1 L0 0
2. (a) Déterminer la nature de / g
0

(b) A T’aide d’une intégration par parties, montrer que / g converge
1

(c¢) En déduire la nature de / %dt
0
ANA 255
Soit a > 0 et S un réel non nul.
oo itf
Nous allons montrer que / o dt est une intégrale convergente.
1
Gith
1. Déterminer les valeurs de («,3) pour lesquelles la fonction ¢ — m est intégrable sur [1, 4+ oo
- eitB
2. Pour tout 2 > 1, on pose Fyu(z) = [} s dt
o 1 efr i
Montr F, =—F, > - iy
(a) Montrer que F,(z) s () + B B
(b) Conclure
° sin(ft °° cos(ft
3. En déduire que |VYa > 0,Y8 # 0 les intégrales / bmf(ic‘t)dt et / %dt sont convergentes.
1 3 1
ANA 256 o s
sint
Pour = > 0, on pose f(z) = / det
s b

1. justifier I'existence de f(z)
2. montrer que f est de classe C™ sur |0, + o[, et donner f’
3. déterminer lim f
+00
4. On s’intéresse au comportement de f au voisinage de 0%
(a) Montrer que Vt € [0,7/2],sin(t) > %, puis en déduire que I(i]r+n f=+00

int
(b) Montrer que la fonction z +» le %dt — Inx posséde une limite finie lorsque z — 0"
(¢) En déduire un équivalent de f(z) en 0

s .. cos T 1
5. montrer qu’au voisinage de +o00, on a f(z) = - tol—=
T T

ANA 257
Soit z > 0.

*sint
1. Montrer que det converge. (On note h(z) sa valeur)
.t

2. Montrer que zglﬁx hz)=0
1

3. Montrer que h(z) = o(—;) lorsque x — +00
x

ANA 258 (intégrale de Fresnel) ,
1. Montrer que U'intégrale el
0

dt converge sans étre absolument convergente
2. En déduire que les intégrales généralisées / cos(t?)dt et / sin(¢?)dt convergent
0 0

ANA 259
Soit A > 0 et la suite (u,) définie par u,, =

(="
An+1
1. La série Y u,, est-elle absolument convergente?

pour tout n > 0

1
2. Calculer pour tout n € N, / Mt
0

o odt
3. Montrer que la série de terme général u,, converge et que > u, = / 5P
n=0 0 v

ANA 260
Soit f une fonction continue et décroissante sur [0, + oo
Soit h un réel strictement positif

On considére la fonction g : ¢ — f(t.h) et on note S(h) = i g(k) = i f(k.h)
k=1 k=1

1. Montrer que la fonction ¢ est continue et décroissante sur [0, + oo|
2. En déduire que la série de terme général g(k) est bien convergente,
00

et rappeler un encadrement de Y g(k) a l'aide de 2 intégrales.
k=1

3. En déduire a l'aide d’un changement de variable judicieux que / ftdt < h.S(h) < / f(t)de
h 0
4. Que dire de lim h.S(h)?
h—0+

ANA 261
1. Soit a > 0 et f: RT — R continue ayant une limite finie { en +o0.

(a) Montrer que pour tout z > 0, /L ft+a)— f(t)dt = /aﬂ' ft)dt — /u f(t)dt
0 T 0
(b) i Justifier que Ve > 0,3M > 0¥t > M,[f(t) — | < 2
ii. En déduire que Ve > 0,3M > 0.Vz > M| /aﬂ ft)dt —al| < e
(c) En déduire que, pour tout a > 0, /Oc(f(t +a) — f(t))dt converge (vers a.l — /a f(t)dt)
0 0

2. (a) Calcul de fol arctan tdt

o]
(b) Convergence et calcul de / arctan(t + 1) — arctan tdt
0



ANA 262 (fonction de carré intégrable)
Montrer que F = {f € C°(R*,R) | et f(t)%dt converge} est un sev de CO(R* R)
0

ANA 263

e oo sin® t
1. Montrer que U'intégrale I = fo 2 dt converge.
2. Soit f : }O,g] — R . Etudier le sens de variation de f
sint
b

e SINE

3. Soit 0 < a < b deux réels. On note F,;(z) = [ t—Zdt.

ax

b

(a) En utilisant un encadrement judicieux, montrer que liHOl+ Fop(z) =In—
T a
(b) Etudier la parité de Fy

. b
(c) Montrer que ig]% Fop(z) =In "

-3
oo S t
(d) Pour € > 0, on note I(e) = | 51;/12

dt . Montrer que I(e) = kFj 3(e) ou k est une constante
que 'on déterminera.
(e) En déduire la valeur de I
ANA 264 o Bt _ gt bt Tt
On considére [ = / fdt et Iy = / fdt avec 0 < a <b
0 a

1. Montrer que I est une intégrale convergente

Ta e U ~7b et
2. Montrer que I, = / du — / —du
5a U sp U

w

du=0

b e
. Montrer que lim —
b—oo J5, U

4. Montrer qu’il existe une fonction g bornée au voisinage de 0 telle que Va > 0,

Ta ,—u 7 Ta
/5a %du:lnng/E)a g(u)du

5. En déduire la valeur de [

ANA 265 o
Nous allons montrer que U'intégrale / sin(sin(t))dt est divergente.
0

27
1. Justifier que / sin(sin(t))dt = 0

0 a+2m
2. Justifier que Va € R, / sin(sin(t))dt = 0
3. Justifier que / sin(sin(¢))dt > 0

0

4. On suppose que l'intégrale / sin(sin(t))dt est convergente.
0

T

Pour tout z € R, on note F(z) = / sin(sin(t))dt
0

(a) Que vaut F(2n7) pour n € N?
(b) Que vaut F((2n + 1)m) pour n € N?
(c) Conclure

‘ QUELQUES CORRIGES

234 B
— Soit | f:[1,4+ 00 — R
Int
t o
La fonction f est continue sur Uintervalle [1, + oo et posséde donc une infinité de primitives sur
cet intervalle. L’intégrale floo f est généralisée en +o0

— Nous allons déterminer une primitive de f en réalisant une intégration par parties en posant

1 Int Int dt Int 1
u(t) =1n(t) et V'(t) = oL cela donne: [ ?Zdli = _nT + [ 7= —HT -7 + cste
z 1
Pour tout z > 1 on a donc F(x):fl'f:fﬂferl
T _z

Int
Il est clair que lim F(z) = 1. On a montré que | |, < %dt converge et vaut 1

z—+00 1
234 D

— La fonction f : t — t.e’.sin(f) est continue sur | — 00,0], elle posséde donc une primitive sur cet
intervalle et l'intégrale D est généralisée uniquement en —oo
Pour tout z < 0 on note F(x) = f;J I
— Nous allons déterminer une primitive de f en utilisant la méthode de complexification.
On a f(t) = Im(t.et.e’*) = Tm(t.e0+?) .
On va déterminer [ t.e(+)dt en réalisant une intégration par parties.

1+4)t 1+4)t
/t.e“”)’dt:t.8< ! —L/e““)tdt:t.e( r__t eI+t 4 cote
1+i 144 I+i (1+ip

1 1—i 1 1 —i
- e
141 2 (I+4)2 20 2

— pour déterminer la partie imaginaire nous aurons besoin de

~ on a:
(it L—i et o .
el i ) = Im( L.t.et.e““) = Te(sin(t)—cos(t)) et Im( e ! €

Im(¢.

1
— ainsi F(z) = 5(1 + z.e”. cos(z) — e”. cos(x) — x.e”.sin(z))
— Reste a faire tendre x vers —oo.
lim e*.cosz =0 (produit d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0)

——00
— d’aprés le théoréme des croissance comparées on a lim z.e® = 0, on peut donc affirmer
T——00
que lim x.e*.cos(z) = lim z.e”.sin(z) = 0 comme produit d’une fonction bornée par une
Tr——00 Tr—r—00
fonction qui tend vers +oo.

1
~ Ainsi lim F(z) = 5 Comme cette limite est finie, on en déduit que
T——00

1
D est une intégrale convergente et que D = 3

234 F

1 1 ot
— On note f:t+— ¢

Sch(t) +3sh(t) +4 4det+dtet (2 +1)2
Comme la fonction exp est strictement positive sur R, on en déduit que la fonction f est définie
et continue sur R, comme quotient de fonctions définies et continues sur R, le dénominateur ne

s’annulant pas. L’intégrale [ est généralisée en +00 et —oo




— Déterminons une primitive de f sur R!

/f / < / du L e L ew
= = cste = csle
2et 4 1)2 2u+1)?2  2(2u+1) 2(2et +1)

(on a posé le changement de variable u = €', et donc du = e'dt)

o 1
— L’intégrale I, = fo f converge et vaut —

-1 ’ -1 1 1
E fft F = = - — — dor —
n effe =7 { e 1 1)} 5 £ 1) t5 g Quand & +00

1
— L’intégrale I, = ffoo f converge et vaut 3
-1 1

0 1
= -—— —
+1)L 2(2e*+1) 6

1
En effet, F'(z j f= { 5l =3 quand x — +0o0

1 1
2 6
oo I 1 1

— On peut donc affirmer que | = f_m f converge et vaut 3 + 6= 3

[235]235 A

22 +1
— La fonction f : ¢ — ﬁ est définie et continue sur [0, + oo[, comme quotient de fonctions
continues sur [0, + oo|, le dénominateur de s’annulant pas.
o tout £ 2024+1 P41+ L 2
— On a pour tout ¢, =— - = 3 ; >
P B2 (@12 2+1 0 @t
On intogre t + —— —t—' 4 L'aide dune intégrati . fu(t) = £ (et
— On integre =t a 'aide d’une intégration par parties en posant u(t) =t (e
& @+12 ez gration par p P
— t
donc u’(t) = 1) et ’U(t) = m ( et donc Ul(t) = m),
¢ cela d I t.t dt t b dt t n arctant +oest
et cela donne [ ———dt = — =— cste
(2 +1)2 2(t2 0 e+ 22+ 0) 2
On a our tout =[if= ! +3actafx 743 arcta
— On a ainsi pour tout = > = |—5——= + -arctant| = ——— + -arctanx
P 0 241 2 , 2@+ 2
3 3
On trouve donc lETDO F(z) =0+ 5% = Iﬂ' cqfd!

235 E

— La fonction ¢ — +/tant est continue sur l'intervalle [0,7/2] donc l'intégrale E est une intégrale
généralisée en /2

— Nous allons effectuer un changement de variable (u = v/tant). .. proprement!
La fonction ¢ — v/tant est de classe C1 sur ]0,7/2[, strictement croissante, et réalise une bijection
de ]0,7/2[ sur ]0, 4 oof.

On peut donc affirmer que F et l'intégrale fooo
convergence.

2u? R )
ﬁdu sont de méme nature, et égales en cas de
u

2u? 2

Trut w2

Il est clair que cette derniére intégrale, qui est généralisée en +o0, est convergente car

— La décomposition en éléments simples donne
1 ar +b cx+d

1 xzfﬂx+1+xz+\/§x+l

2 [+ V2+1 2
— Une primitive est ¢ — % In (%) + £ (arctan(v/2t + 1) + arctan(v/2t — 1))

avec (a,b,c,d) = (—V2/4,1/2,v/2/4,1/2)

4

— On trouve alors bien la valeur demandée au final par passage a la limite
La décompostion de la forme indiquée vient du fait que:
Les racines du polynome X* + 1 sont exp(Zin/4) et exp(£3in/4), on a donc la factorisation
X441 = (X — exp(in/4))(X — exp(—in/4))(X — exp(3in/4))(X — exp(—3in/4))

Or (X — exp(in/4))(X — exp(—in/4)) = X? — 2cos(m/4) + 1= X? — 2X +1,
et (X — exp(3im/4)) (X — exp(—3im/4)) = X% +v2X +1

[ 242 ] 242 C

dt
-Vt

Notons | f : [0,1] — R

t -
1-Vi

— La fonction f est continue sur I'intervalle [0,1] donc:

Nature de C = fo

— f posséde des primitives sur cet intervalle
— l'intégrale C' est généralisée en sa borne supérieure uniquement.

On commence par déterminer un équivalent de f en 17: deux possibilités s’offrent a nous:
1. On pose t =1+ h, et on utilise le DL /1 +u =¢ 1 + g + op(u)
h 1—t 1 2

h h t
1-Vi=1-vVI+h=1-(1+240(h)) = —2+o(h) ~ —2=>"Letd ~
Vi Th=1=(t+g+oh) = —gtolh) ~ —5=-—7Fetdone —r v 37

2. On utilise la quantité conjuguée:

1 1 t 2
On a = +\/~ car lim 1+t =2
— 1—t 1-1—-1¢ t—1-

<

Notons |g : t — ——

i) g est continue sur [0,1]
i) £(1) ~ a(t)

iii) g(t) est de signe stable au voisinage de 1~

D’aprés la regle des equwalents
on peut affirmer que fo t)dt et fo t)dt sont de méme nature.

Or fo t)dt est une intégrale divergente car

z ¥ 2dt
lim / g(t)dt = lim —— = lim [-2In|1 —¢|]j lim —2In|l —z| =
0 r—1-

=1~ z—=1~ Jo —1 1~

dt
~ Conclusion: |C' = [ ! est une intégrale divergente

U

242 D
Nature de D = [* ¢

10



~ Notons | f: 1, + 0o — Rsm — Notons|g : ¢t — —% ATTENTION! La fonction g N’est PAS continue sur [0,4o00]!
t — & 3t
t ...mais ce n’est pas si grave que celal
La fonction f est continue sur 'intervalle [1, 4+ oo[ donc: car, grace a la rédaction initiale ot nous avons expliqué que l'intégrale F' était généralisée unique-
— f posséde des primitives sur cet intervalle ment en sa borne supérieure, il nous suffit de montrer que I'intégrale f f(t)dt converge.

— lintégrale D est généralisée en sa borne supérieure uniquement.
La regle des équivalents(je ne détaille pas la rédaction ici) permet de conclure que

— Notons [g: [1,400] — R f ft)dt et f g(t)dt sont de méme nature,

(3_1

i 2
t — t et comme floo g(t)dt = floo —@dt est une intégrale de référence convergente,

La fonction g est continue sur [1, + oo[ et V& > 1,0 < g(t) < f(¢).

on peut affirmer que [°7 f(t)dt converge et donc que F = [~ f(t)dt converge aussi.
(0]

D’aprés le théoreme de comparaison des fonctions positives (théoréme 5),

comme floo g(t)dt est une intégrale de Riemann de référence divergente, 244 1. Soit n > 2.
on peut affirmer que Avec la relation de Chasles
n km . nT | o
- o esint o ] sint _ sint _
ST fdt = [ 7 dt est une intégrale divergente ; /(kil)7r e dt i dt = F(nm)
242 F Nature de F = [ (2 +(t+3)h t+ 2) dt 2. (a) On distingue deux cas suivant la parité de k
0 t+4 i) cas ou k est impair.
Notons | f : [0, + o[ — R On a _
t+2 vt € [(k — 1)m,kx], sint >0
t — 2+ (t+3)ln
t+4 et donc
— La fonction f est continue sur l'intervalle [0, + oco[ donc: km kn .
— f posséde des primitives sur cet intervalle /(kil) sint|dt = /(k N sint dt = [ cos t](;lm
IR LE VP PEIR TR PRI . ™ -
l'intégrale F' est généralisée en sa borne supérieure uniquement. — cos((k — 1)) — cos(kr)
X u? u? . = (*1)k_1 - (*Dk
Déterminons un équivalent de f en +oo en utilisant In(1 + u) =¢ u — El + 3 + o(u?) 1 (—1)=2
t+2
f()=2+(t+3)In T4 ii) cas ou k est pair.
142/t On a .
:2+(t+3)ln1+4/t vt € [((k — 1)m,kx], —sint >0
r 2 4 et donc
=24+ (t+3) 1n(1+;)fln(l+¥)}

km km
. _ . o km
R O R RGN (RO RO RRCY A
= -—=- P o[ - —|-== - = o(| -
t 2\t 3\t t t 2\t 3\t t = —cos((k — 1)m) + cos(km)
[ 2 6 56 1\° = (=D + (="

_2+(t+3) _Z+§_§+O((¥) ):| :7(71)4»1:2
En développant on constate que vraiment beaucoup de termes disparaissent ce qui justifie le DL a (b) Soit n > 2.
Pordre 3 dés le départ! En effet on trouve On profite de deux questions précédentes

2
10 =g +(1)) x5
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i)

iii)

i. Soit k € [2,n].

1
Par décroissance de la fonction ¢ — 7 sur I'intervalle [(k — 1)m,k7], on a

1 1
t k—Drmkn),- > —
Vi e [( ) k], e
en multipliant par |sin¢| > 0, cela donne
|sint| _ |sint|
Vit k—mkn], —— > ——

Puis la croissance de l'intégrale et la question Q2(a) donnent

kT : ke :
t 4 2
/ | sin |dt>/ | sin ‘dt:
(h—)x 1t -y KT km

ii. En sommant les inégalités ci-dessus, et en utilisant Q1, on trouve directement l'inégalité
demandée

21
F Pt
(nm) W;k

=] =

n
Notons pour tout n > 2,5, = >
k=2 F

On sait que

. N . 1
— S, est la somme partielle d’indice n de la série Y —
n=2 n

1
— La série ) — est divergente
n=2 n

On peut donc affirmer que la suite (S,,) est divergente.
(rem: a ce stade, ceci signifie que (S,,) posséde une limite infinie OU ne posséde pas de limite)

Pour pouvoir affirmer que lim S,, = 400 il faut ensuite bien préciser que "le terme général de
la série étant positif, on sait que la suite des sommes partielles est croissante, et donc si la
suite diverge c’est forcément en tendant vers +oo"

i

On sait d’aprés Q2b) que Vn > 2, F(nw) = S,,.
Comme lim S,, = +00, on a forcément lim F'(nm) = +oo

Commengons par résumer la situation
*sint

— Montrer que / - dt est une intégrale divergente revient a montrer que la fonction

™
F' ne posséde pas de limite finie en +00
~ On vient de montrer que la suite (F(n)) tendait vers +0o

On peut par exemple procéder par I’absurde.

13

On suppose que ’'intégrale

sint
—— | dt est convergente.

™
Ceci signifie que la fonction F' posséde une limite finie en +oo, cad qu’il existe [ € R tel que

1+im F=1l
Comme lim nm = 400, on aurait alors par composition de limites lim F(nw) =1l
n—00 n—+00
Contradiction
| sint
Conclusion: / —— | dt diverge

4. Il s’agit de bien faire la différence entre cette question et la question précédente.

En Q3, on a montré que la fonction ' ne posséde pas de limite finie en +oo, cad que F possséde
une limite infinie ou F' ne posséde pas de limite.

. sint . o1 .
Comme la fonction f : ¢ +— u est continue sur [m,4 00|, on sait d’aprés le théoréme fondamental
sinx
de lanalyse que F est C! sur cet intervalle, et que Vo > 7, F'(z) = u >0
x

Ainsi la fonction F' est croissante sur [2, 4+ ool.
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Le théoréme de la limite monotone permet d’affirmer que F' posséde une limite [ en +ooc.
A la question précédente, on a montré que forcément [ = +oco.

[ 245 ] 245 G

s tant
Nature de G = [} arctan

dt avec « € R

— Notons | f: [1,+ 0] — R
¢ arctant

t(l
— La fonction f est continue sur I'intervalle [1, + oo[ donc:

f posséde des primitives sur cet intervalle
— lintégrale G est généralisée en sa borne supérieure uniquement.

2
— Comme lim arctan(t) = E, on a|f(t) ~ /2
t—-+oo 2 t
2
Notons g : t — %

i) g est continue sur [1, + oo
i) £1) ~ ot

iil) g(t) est de signe stable au voisinage de +o00

D’aprés la regle des équi’ualentb

on peut affirmer que flw t)dt et fl t)dt sont de méme nature.
Or fl t)dt est une intégrale de Riemann de référence qui converge ssi > 1
~ arctant

Conclusion : [I'intégrale G = f dt ssia > 1

245 H Nature de H = [[~(V1+ 2 — t)*dt avec a € R
— Comme précédemment, U'intégrale H est généralisée en sa borne supérieure uniquement

1
— On procéde comme précédemment avec cette fois f(t) = 1+t — f) Y aga = g(t)

On trouvera que ‘l’intégrale H converge ssi a > 1 ‘

— Pour déterminer 'équivalent de f(¢) deux possibilités s’offrent a nous:

(1+¢) -t 1 . o
1. V1+t2—t= (quantité conjuguée!)

VIFe+t # /1+ +1)

1 1 1 1
Comme lim ————— = - on en déduit que V1 +> —t ~ — et ainsi f(t) ~
t—+oo /1 +3 L4 +oo 2t +oo (2t)e
1 1 1 . U
2. VI+E2=1/1+ 7 = t(1+ BYE) +0m(t7) car on sait que /1 +u=¢ 1+ 5 + op(u)
1 1 1

1
donc \/1+t27t:—+0w( ) ~

212 oo 2t roo (20)7
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263 1. La fonction ¢ st

03

5— est continue sur |0, + oof, donc intégrable sur tout segment inclus

dans |0, + oo[. L’intégrale est généralisée en 0 et en +oo

34
sin
- Ona li(l)n 2= = 0 donc l'intégrale jo dt est faussement généralisé, et donc convergente
sin®t 1 dt
— On a pour tout t > 1,0 < 2 < 7 Et comme ffo ) converge, on peut affirmer que
ind ¢ 03t
o | SiN
fo s dt c’est a dire que f1 df est absolument convergente, donc convergente.

C>cs1

dt convergent : c’est la définition de

— On a prouvé que les intégrales fol

oo sin®

"intégrale [ dt converge"

2. La fonction f est C*° sur |0,7/2], et I'on a f'(t) = L;mnt = ﬂf) 1'(t) est donc du signe
de g(t). On étudie maintenant g! La fonction g(t) est C> sur [0,m/2] et Pon a ¢'(t) = —tsint < 0
sur ]0,7/2[. La fonction g est donc strictement décroissante sur [0,7/2], et comme g(0) = 0, on en
déduit que sur ]0,7/2[, on a g(t) < 0. La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0,7/2].

3. Soit b > a > 0 et > 0 suffisamment petit tel que [az,bz] C]0,7/2]. Sur l'intervalle [ax,bx] la
fonction f est donc décroissante, et 1’'on peut donc écrire que pour

flbr) _sint _ f(as)

tout t € [ax,bz], f(bx) < f(t) < f(ax), et donc comme ¢ > 0, on a aussi S a ST

En intégrant alors par rapport & t sur le scgment [az,bx],
on obtient: f(bz)In? < F,,(x) < f(az)InL. On sait que hm f =1, on peut donc en déduire a

I’aide du théoréme des gendarmes que hm+ Fa,b( Y=Int .
z—0

4. On effectue le changemen de variable u = —t, et on prouve ainsi que F,; est une fonction paire.
5. Comme la fonction F,, est paire et qu’elle posséde une limite en 07, alors F,;, posséde aussi une
limite en 0~ et 'on a lim F,;, = lim F,, = In %.
= ’ o+ g
Comme F,; posséde une limite a droite et une limite & gauche en 0 et que ces limites sont égales,
on peut affirmer que Fj,;, posséde une limite en 0 et que li(r)n Fop = ln%

1 3
6. On linéarise par les méthodes classiqucs et l'on trouve que sin®t = 1 sin(3t) + Zsint. D’ou
foo sin® t _ foo sin 3t 0 smt

o0 St
Ensuite dans U'intégrale f sin dt on effectue le changement de variable C! bijectif 6 = 3¢, ce qui
o 9
nous donne 3 f sin
. . oo Sindt 3 oo Sint 0 smt 3¢ sint 3
Dou [ d*—ik— 76 = fefd*Fm()
7. Onal=lim I(e) = li 3F (e) = 3l 3
. Onal= lim = lim —In
e—0t+ e—0t+ 4 e 4
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