5 |Equations différentielles \

[PREMIER ORDRE |

ANA 155

On s’intéresse 'équation différentielle (E) v + a(z).y = b(z) ot a et b € C°(I,K), et I un intervalle de
R.

Soit xg € I et yo € K fixés.

1. On note A : z — f; a(t)dt.
Que pouvez-vous dire de cette fonction?

2. On pose y : z — K(z).e4® avec K fonction dérivable sur I.
(a) Montrer que y est solution de E ssi il existe une constante C' telle
que Vo e I,K(x)=C+ [ b(t).eA® qdt
(b) En déduire la forme de la solution générale de (E)
v +alx)y=>

posséde une unique solution que
y(2o) = Yo

(c¢) En déduire que le probléme de Cauchy {

I’on déterminera

ANA 156
Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles que Vo € R, f(x) — foz ft)dt = e”

ANA 157
y(z)

Résoudre sur [ =] — 7/2,7/2[ I'équation différentielle y’ + ==~ =0
cos?z

ANA 158 (on pourra chercher une solution particuliérf évidente)
Résoudre sur I =0, + oo[ 'équation différentielle 2z.y' +y = —.
x

Quelle est la solution générale sur I =] — 00,0[

ANA 159 (avec recollement)
On considére I'équation (E) : y'. cos(x) + 2.sin(x).y = 1 + sin® .
1. résoudre (E) sur | — /2, + 7/2].
2. résoudre (F) sur l'intervalle du type |7 /2,37 /2|
3. résoudre (E) sur | — m/2,37/2][, pour cela
On pose |y:|—7/237/2 — R

sinz + K.cos’z  siz <m/2
z — L =siz=m/2

sinz + M.cos?z siz>m/2

(a) Déterminer la cns sur (K,L,M) pour que y soit continue en /2
(b) Déterminer la cns sur (K,L,M) pour que y soit dérivable en /2
Montrer que si cette cns est vérifiée alors la fonction trouvée est bien solution sur | —7 /2,37 /2|

ANA 160

Résoudre sur Rt* Péquation différentielle 22.y/ — y = e~ /%

ANA 161 (on pourra chercher une solution particuliére d’une forme. .. particuliére)

Résoudre ' +y = sin®x

ANA 162
Résoudre y' — y = 22.(e® + ¢7%)

ANA 163
résoudre sur 0,7/2[, tan(z).y’ +y = sinx

Yy +ay =2x

y(0) =1

ANA 164
Donner le plus rapidement possible la solution du probléme de Cauchy {

ANA 165 (avec recollement)
On considére 'équation (E) : z.(z —1).y' — (x —2).y =0
1. On note I un intervalle ne contenant ni 0, ni 1.
Résoudre [ sur un tel intervalle
2. On souhaite résoudre (E) sur R.

Pour cela on pose |y : R — R
22 .
K2 siz<0
L siz=0
z— {MZL sio<a<]
N siz=1
P% sixz>1

(a) Déterminer une CNS pour que y soit continue en 0
(b) Déterminer une CNS pour que y soit dérivable en 0
)

(c

(d) En déduire 'ensemble des solutions sur R

Mémes questions en 1

ANA 166
On considére I'équation (E): (1 — a2y +ay =1
1. Résoudre (E) sur tout intervalle ne contenant ni 1, ni —1.
2. On souhaite résoudre (E) sur | — 1, + oo].
(a) Montrer que la fonction z — +/z? — 1 n’est pas dérivable en 1*
(b) Montrer que z — x est la seule solution de (E) sur | — 1, 4+ o0]

ANA 167
Résoudre les équations ci-dessous sur l'intervalle indiqué
Loz =)y +2y=arsur]—1,+ 1]
Lxy' +y=e" sur R

shax

Yy =2 y=chzsur R

chz
Czly + (= 1)y =23 sur R
(pour cette derniére équation, on pourra résoudre sur |0, + oco| et sur | — 00,0[ puis étudier le
recollement

ANA 168
1. Résoudre I'équation différentielle zy’ +y = Inz sur |0, 4 oo

2
3. x(x+ 1)y’ +y = arctan(z) sur tout intervalle ne contenant ni 0, ni —1.
4
5

2. Tracer la courbe intégrale qui passe par le point (1, — 1) puis celle qui passe par le point (1,0).
Donner lallure générale de la famille de toutes les courbes intégrales.

3. Déterminer ’ensemble des points qui sont a tangente horizontale sur les courbes intégrales. Tracer
le graphe de cet ensemble.



ANA 169
Soit E=C*R,C)et »: E — E
fo— gt fi(t) +f()
1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ®
2. On souhaite trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ®2.
(a) Déterminer ®? et en déduire que sp(®?) = C et que tout sep de ®? est de dimension deux
(b) Soit A un complexe non nul.
On note x un complexe tel que p? = \.
Déterminer une base de Ey(®?) en fonction de u (on pensera a utiliser la question 1)
(c) Déterminer Ey(®?)
3. résoudre l'équation : y” + 2xy’ + (22 — 1)y =0

ANA 170 (changement de fonction inconnue)
Résoudre sur tout intervalle I ne contenant pas 0 'équation zy’ — (1 + )y = (1 + z?).
(on pourra poser y = €*.z)

ANA 171 (un bel exo...de géométrie!)
Soit équation (E) : ¥ = a(x)y+b(x) ot a et b sont deux fonctions continues sur un certain intervalle I de R
1. On considére la courbe intégrale passant par le point (zg,y0) € I X R.
Donner ’équation de la tangente en ce point.
2. On considére les tangentes aux courbes intégrales au point d’abscisse z.
Montrer qu’elles sont toutes paralléles ou concourantes!

ANA 172 (fonctions périodiques)
On considére I'équation (E) : ' + a(x)y = b(x) ou a et b sont des fonctions définies, continues sur R et
T'— périodiques.
1. Montrer que si y est solution de (E) alors z — y(z + T') est aussi solution.
En déduire que I'ensemble des courbes intégrales est invariant par une transformation géométrique
que l'on indiquera.
2. Montrer que si y est solution de (E) et si y(0) = y(T) alors y est T—périodique.
(on pourra considérer la fonction z : ¢ — y(t + 7))

ANA 173 (on pourra procéder par Analyse-Synthése)
Déterminer les fonctions f € C°(R,R) telles que Yz € R, f(x) — [ t.f(t)dt =0

ANA 174

Soit E = C°[0,1],R) et ¢: E — E avec Vx € [0,1],g(x) = fol
[—

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢

min(t,x) f(t)dt

ANA 175
On considére 'équation différentielle (E) (22 — 1)y’ + 2y = 2° — 2
1. Montrer que si (E) posséde une solution polynomiale alors forcément c¢’est un polynome de degré
2, puis déterminer une solution polynomiale P
2. Résoudre (E) sur | — oo, — 1,] — 1,1[ et |1, 4+ oo
3. Montrer que P est la seule solution de (E) sur R

SECOND ORDRE

ANA 176 (structure)

On considére I'équation différentielle (E),22.y" + 4.2y + 2y = 1 sur R**
1. Déterminer toutes les solutions de I’équation homogéne de la forme x — z
2. En déduire la solution générale de (E) sur R+*
3. Déterminer la solution telle que y(1) =¢/(1) =1

ANA 177
Résoudre " — y = e* — 2.e3*

ANA 178
Résoudre sur R*™ 22" — 2.9/ +y =1

On pourra chercher une solution de I’équation homogeéne de la forme x —

ANA 179 (gros calculs!)
Résoudre sur R,y" — 2y +y =

T

2ze
241
ANA 180
1. résoudre sur R I'équation y” + 6y’ + 9y = €™® avec m € R fixé.
2. résoudre sur R I'équation y” + 6y’ + 9y = cos(z)

—3z

3. Résoudre sur R I'équation y” + 6y + 9y = ———
241

ANA 181
résoudre sur )0, + oo[ 'équation 2%y” — 3zy’ + 4y = 23 sachant qu’il existe une solution polynomiale &
I’équation homogéne associée.

(On pourra montrer qu’une solution polynomiale non nulle de ’équation homogéne est forcément de degre

ANA 182
Déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que Vo € R, f/(z) = f(z) + [ f(t)dt

ANA 183
1. Résoudre (E) :y" —2y' +y=1
2. Soit f une fonction continue sur R vérifiant Vo € R, f(z) =1+ 2/ cos(z —t) f(t)dt
0

(a) Montrer que la fonction f est de classe C', puis C?, puis quelle est solution de (FE)
(b) Que peut-on conclure?

ANA 184
Soit E = C°(R.R) et F = R[X]

Soit I'application ¢ définie sur E par ¢(f)(z) = f(2z) — f(0) — / (x —1t)f(2t)dt
0
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E et que F' est stable par ¢

2. Si f € ker(p), montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2
3. Résoudre cette équation différentielle. En déduire le noyau de la restriction de ¢ a F'

ANA 185

On s’intéresse a ensemble E = {y € C}(R,R)/Vz € Ry"(x) + y(z) = y(0) cos(z)}
1. Montrer que F est un espace vectoriel
2. Déterminer tous les éléments de F



ANA 186
Résoudre sur |0, + oof Péquation 22y” + z3’ + 4y = 0 a 'aide du changement de variable x = ¢'.
(écrire les solutions & valeurs réelles)

ANA 187
Déterminer toutes les solutions polynomiales de (E) : (1 + 22)y”"(x) + xy'(x) — 4y(z) =0

ANA 188
Déterminer la solution générale sur R de I'équation différentielle (1 + 2%)%y" — 2z(1 + 22)y’ + 2(2* — 1)y = 0
sachant qu’elle posséde une solution polynomiale.

ANA 189

On donne Péquation différentielle: (E) : y” 4+ 2y +y = f ot y est la fonction inconnue.

et f est la fonction définie sur R par: f(z) = 0 B S? z<0

l—e™ siz>0

1. Résoudre (E) sur chacun des intervalles | — 00,0[ et ]0, + oo

2. Soit m € R. Démontrer que (E) a , sur R, une solution y,, et une seule telle que y,,(0) = 0 et
yr,(0) = m. Puis déterminer y,,.

3. Montrer que y,, admet un développement limité a ’ordre 2, au voisinage de z = 0, suivant les
puissances de x. Ecrire ce développement. Existe-t-il un développement limité de y,, (toujours au
voisinage de z = 0 et suivant les puissances de ) a un ordre supérieur a 27

ANA 190

Déterminer les fonctions réelles d’une variable réelle, de classe C' sur R, vérifiant, pour tout z réel,
f(z)+ f(—x) = ze”

(on commencera par montrer qu’une solution est nécessairement de classe C? et qu’elle vérifie 'équation
différentielle f”(z) + f(z) = €* + ze* — xze™™)

ANA 191
Déterminer les fonctions f définies et dérivables sur R telles que Va € R, f/(z) + f(—x) = €*
indication:
On va raisonner par analyse-synthese
Montrer que si f est solution sur R alors f est nécessairement deux fois dérivable sur R.
Montrer que si f est solution sur R alors on a f”(x) 4+ f(z) = 2chz pour tout z réel.
Résoudre I'équation différentielle ci-dessus.
Répondre enfin & la question posée!

ANA 192 1
Determiner les fonctions f € C*(R%R) telles que Vo > 0, f'(=) = f(z)
x

ANA 193
Déterminer les applications f dérivables de R dans R et telles que Vo € R, f'(z) = f(2 — )

ANA 194 (suites numériques VS équations différentielles)
1. Déterminer l'expression réelle de u,, sachant que Vn > 0, uy42 + 4u,, =0
2. Déterminer 1'expression réelle de la solution générale de 'équation différentielle y” + 4y = 0
3. Soit w € R.
Déterminer Pexpression réelle de la solution générale de I'équation différentielle y” + 4y = cos(w.z)

ANA 195
Résoudre 'équation différenticlle (1 + ¢®)2y” — 2e%(1 +¢®)y — (3¢" + 1)y = 0 en introduisant z(z) = 42

5

ANA 196 A
Soit A > 0 et y une solution de y” + (1 4+ —)y = 0.
On souhaite montrer que pour tout a € Rx, y ’annulle au moins une fois dans l'intervalle Ja; a + .
Pour cela on considére a € R fixé et la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = sin(z —a)...).
On note également z = y'¢ — y¢'.
1. Vérifier que z(a + ) — z(a) = y(a + 1) + y(a)
2. Montrer que z est strictement monotone sur l'intervalle [a,a + 7]
3. En distinguant les cas strictement croissant et strictement décroissant et en utilisant la question 1,
aboutir & une contradiction.

4. Le résultat montré dans cet exercice reste-t-il valable sous 'hypothése A < 07

ANA 197

Résoudre y” + Y

(1+2?)

Qy' + 3= 0 en posant ¢ = arctanx

1+
ANA 198
Soit g une fonction continue sur R.
On considére 'équation différentielle (E) : f"+ f=g
1. montrer que la solution générale (a valeurs dans R) de cette équation est

fiax— / g(t)sin(z — t)dt + Acosz + psinz avec(\,pu) € R?
0

2. en déduire que si g est positive alors Vo € R, f(x +7) + f(z) = 0

ANA 199
Déterminer les solutions sur R et a valeurs réelles de 4zy” 4+ 2y’ — y = 0 avec le changement ¢ = /||

ANA 200
On souhaite résoudre (1 + x)y” — 2y + (1 —2)y =0 (1) sur un intervalle I ne contenant pas —1.
1. Montrer qu'’il existe une solution de la forme f(z) = e** avec @ € R
2. Donner toutes les solutions de (1) sur [
3. (pour les plus courageux) Vérifier que I'ensemble des solutions sur R est un sev de dimension trois.

ANA 201
Résoudre sur R 'équation (E): (22 + 1)y” + (4o — 2)y’ — 8y = 0, sachant qu’elle admet une solution de
la forme x — e®*. avec a € R

ANA 202 (Equations linéaires d’ordre 2 & coefficients constants)
Résoudre :
1. y" — 2y’ 4+ 2y = xze® (on pourra chercher une sol part de la forme z — (az + b).e%)

2.y +3y +2y = I;ze’r
x
3. y" +y = P(z) ou P est un polynoéme

4. y" — 4y’ + 13y = 10 cos 2z + 25sin 2z

ANA 203
On considére 'équation différentielle (E) (2z 4+ 1)y” + (4o — 2)y’ — 8y =0
1. Déterminer les solutions polynomiales de (E) sur R

2. Déterminer les solutions de la forme z — ¢* de (E) sur R

1
3. Résoudre (E) sur tout intervalle ne contenant pas >



ANA 204 .

—x

Résoudre sur |0, 4 oo les équations différentielles: y” + 2y’ +y = € et v +2y +y= e—(**)
€2t et T r

On devra trouver x +— xe ™ fIT Tdt - —

T

ANA 205
k désigne un paramétre réel. Soit I'équation différentielle: (Ey)x2y” + zy’ + k%y = O avec z €0, + oo.
1. Intégrer E(k) pour k =0
2. Intégrer E(k) pour k # 0. On utilisera le changement de variable défini par ¢t = Inz.
3. Montrer qu’il existe des valeurs du parameétre k pour lesquelles 'équation E(k) admet des solutions
y, différentes de la solution nulle, telles que y(1) = y(2) = 0 . Donner Pexpression générale de ces
solutions.
4. Soient y; et ys deux solutions du type précédent, correspondant respectivement a des valeurs k; et

f2 y1(2)y2(2) da

ks distinctes du paramétre k. Calculer l'intégrale

ANA 206

Soit v un réel fixé. A 'aide d’un changement de variable bien choisi,
résoudre sur )0, + oo 'équation différentielle 2%y” + zy’ +y = sin(aInx)
ANA 207

Résoudre :

3.)y" +y = sin? %

[|

Ly +y=lz| . 2)y -y=e
(On commencera par justifier que 'ensemble des solutions sur R est un espace . ..de dimension deux)

ANA 208
Soit f la solution de I'équation différentielle y” + zy’ + y = 0 avec les conditions de Cauchy y(0) = 0 et
y'(0) =1

1. montrer que f est de classe C* sur R et que 'on a

Vi > 2, [0+ o f0D 4 (n—1)f02 = 0

2. montrer que f admet un développement limité en zéro a tout ordre, et donner celui a I'ordre 2n + 2
3. f est-elle une fonction impaire? justifier votre réponse.

ANA 209 (équations d’Euler)
Soit (a,b) € C2.
On considére 'équation différentielle 2%y” + axy’ + by = 0 sur ]0, + oo
1. montrer que le changement de variable z = e’ nous raméne & la résolution d'une équation différen-

tielle & coefficients constants.

2. application: résoudre 2%y” + xy’ + 4y = 0 (on cherche les sol. a val. réelles)

ANA 210
résoudre les équations suivantes en effectuant le changement de fonction indiqué

1. zy”"+ (2+2)y +y =0 (poser y = %)

2 @ty +day — (@* — 2y = 1 (poser y = )
1
3.y =(y— ey —a—y) (posery =1+ -)

4. 2y —x =y* — 2® (poser y = x + z puis u = 1/2)

7

ANA 211

On considére I'équation différentielle (E) : z%y"(x) + 4y’ (z) + (2 — 2?)y(x) = 1
1. Résoudre (E) sur R™ et R™*. (On pourra utiliser le changement de fonction v = 22y.)
2. Résoudre (E) sur R.

ANA 212
1. trouver un polynéme solution de x2y" — 3zy’ + 4y = 0
2. résoudre x%y" — 3zy’ + 4y = 23
3. résoudre x%y" — 3zy +4y =1

ANA 213 (une équation hors programme)
On souhaite résoudre le probléme de Cauchy suivant :

y" + |yl = 0 avec y(0) = a et y'(0) = 0.

On admettra qu’il posséde une unique solution définie sur R que 'on notera y.
1. Montrer que Vz € R,y(z) < a.
2. Déterminez y lorsque a < 0.
Pour la suite, on suppose que a > 0.
3. Déterminer au voisinage de 0 I'expression de y et montrer que y s’annule en deux points b < 0 et
by > 0 que 'on déterminera.
4. Achever la résolution de l'exercice.

y(wo) = y'(x0) =0

_y puis (1 + 22)y" — 2zy’ +2y =0
2. Résoudre sur R I'équation (z +1)y" — ¢ —azy=e"

1. Résoudre sur R déja

ANA 215
On se donne une fonction ¢ définie, décroissante et de classe C'! sur I'intervalle I = [1, 4 ool.
On considére également une fonction z de classe C? sur I et solution sur I de 1’équation différentielle
() + q(z)z(z) = 0

1. On note u : ¥ = q(x)22(z) + ('(z))%

Démontrer que la fonction u est décroissante sur I.
2. En déduire que s'il existe un réel go > 0 tel que Va € I,g(z) = qo alors z est bornée sur I.
3. Soit f une fonction définie et de classe C? sur I vérifiant Va € I, 2y"(z) + v/ (z) + zy(x) =0
(a) Soit z la fonction définie sur I par z(z) = /zy(z).
Déterminer une fonction g telle que Vo € I,2"(z) + q(x)z(z) =0

(b) En déduire qu’il existe un réel M > 0 tel que Vz € I,|f(z)| <

=B

ANA 216
1. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R — R

de fonction réciproque z +— In(z + Va2 + 1)
2. Résoudre (E) : (z2+1)y" +ay’ —¢*y = 0, ot ¢ > 0, a Paide d’un changement de variable judicieux

ANA 217
résoudre sur RY. puis sur R* , Uéquation 22y” —3zy’ +4y = x+4 avec le changement de variable ¢ = In(|z|)



ANA 218
résoudre sur | — 1,1[ 'équation (1 — x2)y” — zy/ +y = 0 avec le changement de variable z = cost

ANA 219

On consideére 'équation différentielle (E) a%y" + 4zy' + (2 —2?)y =1
1. Résoudre (E) sur R* et sur R% en posant z = 22y
2. Etudier le recollement en 0

ANA 220
On s’intéresse a I'équation différentielle (E) : (1 + 22)%y” + 2x(1 + 2%)y’' + 4y = 0.
On se propose de la résoudre sur R de différentes maniéres. . .
1. Cela ne servira pas! montrer que si y est solution de (E) alors z — y(—x) et z — —y(—=z) le sont
aussi.
2. Un coup pour rien! Déterminer les polynomes solutions de (E). Que peut-on conclure?
az’+ bz +c

3. Un coup de bol! Chercher les solutions de la forme z +— .2
x

ou a,b,c sont trois constantes
réelles. Conclure ! .
4. Méthode classique! sachant que z +— ﬁ est solution de (E), résoudre complétement (E).
x
5. Changement de variable! Soit ¢ une fonction bijective de R sur ¢(R) de classe C2.
On considére la fonction z définie sur p(R) par z(t) = z(p(z)) = y(z)

(a) montrer que
(1+2%)%.9%(x).2" (p(2)) + (1 +2%) (1 + 2%)¢" () + 20¢ () #'(p(2)) + 42(o()) = 0

(b) déterminer une fonction ¢ telle que 'équation ci-dessus soit a coefficients constants.
(¢) résoudre alors (F) .

ANA 221 (exemple trés riche en calculs!) 4
On veut résoudre sur |1/e,00[, I'équation z(1 — 2Inz)y” + (1 + 2Inz)y’ — —y = (1 — 2Inx)?
x

5—6X b
1. déterminer les réel t b tel =
(a) déterminer les réels a e els que T a+1_2X
. , . R . o 15—6nz
(b) al’aide d’un changement de variable judicieux, déterminer une primitive de x 1 9ma
rl—2Inz
1-21 1-21
(c) déterminer une primitive de z — 3 BT ot de 3 ne
x x

2. chercher une solution de I'équation homogene sous la forme y(z) = z®

3. poser y = 22z et déterminer I'équation différentielle satisfaite par 2’
1—2Inzx 1—2Inzx

22 23
5. en déduire que y : z — x(1 + 2Inx) + Alnx + Ba?

4. montrer que 2’ : x —

ANA 222 (pour 3, on pourra poser z = e')
Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :
1. E=R,[X] et ¢,: P X?P"(X)+ XP'(X)
2. E=R[X]et p: P— X?P"(X) + XP'(X)
3. E=0C>(0,+c[,R) et ¢ : f > g avec Vz € R, g(x) = 22f"(x) + x.f'(z)

ANA 223

Déterminer les solutions dse des équations suivantes
1.y +azy +y=0avec y(0) =1et y'(0)=0
2. (14 2%y +2zy —2y =2

ANA 224

Soit (E) : (1+2%)%)" — 22(1 + 2)y' + 2(2” = 1)y = 0
1. Déterminer les solutions développables en série entiére
2. En déduire la solution générale de (FE)

ANA 225
On note £ = Ry[X].
On considére f 'endomorphisme de E défini par f(P) = (2X + 1)P(X) — (X? — 1)P'(X)
1. (a) Ecrire la matrice de f dans la base B = (1,X,X?). On la note A
(b) Déterminer les éléments propres de A
(c) En déduire les éléments propres de f
2. Dans cette question, pour tout A € R, on note (E)) I'équation différentielle

(22 +1 = Ny() = (2* = 1)y'(2) = 0

20+ 1— X\ a b
Dét iner d éel t b tel A R—{-1,+1}, =
(a) Déterminer deux réels a e els que Vz € {-1,+1}, pra— x—l+x+1

(b) Déterminer, pour tout A € R, Pensemble des solutions de 1'équation différentielle (E)) sur
chacun des intervalles: | — oo, — 1[,] — 1,1[ et |1, 4+ o0]

(¢) Pour quelles valeurs de A toutes les solutions de (E)) sont-elles polynomiales sur chacun des
intervalles ci-dessus? Peut-on retrouver ainsi les résultats de la question 1(c)?

ANA 226
Soit a € R.
On consideére sur I =] — 1,1] I'équation différentielle

(1—a2®)y" —azy +ay=0 (E,)

1. On suppose dans cette question que o = 2.
Déterminer les solutions de (Ey) développables en séries entiéres.
Apreés avoir calculé leur rayon de convergence, exprimer ces solutions a l’aide de fonctions élémen-
taires. A-t-on toues les solutions?
2. On suppose dans cette question que av = 3.
Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Pour tout P € R,[X], on pose p(P) = (1 — X?)P" —3X P’
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]
(b) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X]
(¢) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable?
En déduire toutes les solutions polynomiales de I’équation (Ej)

3. On suppose dans cette question o = 1.
Résoudre 'équation (E;) a l'aide du changement de variable z = sint

10



ANA 227
On considére I'équation différentielle (E) : zy” + (z — 4)y’ — 3y =0

1. Montrer par récurrence que toute solution de (E) sur R est de classe C* sur R,

2. Justifier sans calcul U'existence et I'unicité d’une solution ¢ de (E) sur R}
telle que p(1) =2 et /(1) = —2

3. Pour tout n € N on pose u,, = ©™(1).

En dérivant n fois la relation z¢” () + (z — 4)¢'(x) — 3¢(z) = 0,
montrer que pour tout n € N on a 42 + (n — 3)(Up1 + un) =0

4. Justifier que ¢ admet un développement limité & tout ordre au voisinage de 1.

Déterminer (a,b,c,d) € R* tel que p(z) = a+b(z — 1) + c(z — 1)* + d(z — 1)> + o((z — 1)3)

5. Soit I' la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé. Déterminer une équation de la
tangente a I" au point de coordonnées (1,2) et la position relative de la courbe par rapport a cette
tangente.

ANA 228

On s’intéresse a I’équation différentielle (E) :
1.

2.

2y +(x—1y —y=0

Déterminer les solutions de (E) développable en série entiére (on reconnaitra des séries que 1'on
sait exprimer & l'aide de fonction usuelles)

Sans autre calcul, donner la solution générale de (E) sur |0, + oo

ANA 229

On s’intéresse a 'équation différentielle (E) :
1.

2.

a?y" —w(z +6)y +3(x +4)y =0

Déterminer les solutions de (E) développable en série entiére (on reconnaitra des séries que 1'on
sait exprimer & l'aide de fonction usuelles)

Sans autre calcul, donner la solution générale de (E) sur |0, + oo|

ANA 230

On s’intéresse a 'équation différentielle (E) :
1.

2.

?(+a)y" —z(z+2)y' + (@ +2)y=0
Montrer que y(z) = > a,a™ est solution de (F) sur un intervalle | — R, + R[ ave R # 0
. ) Qo =0
ssi
Vn>1,(n—2)(n—1)a,+ (n—2)%,_1 =0

En déduire une expression simple de y(z) (lorsqu’elle est dse) a l'aide des fonctions usuelles

ANA 231
Résoudre les équation différentielles suivantes (m est un parameétre réel)

1.
Y =2y =xe™
Yy =2my + (m? + 1)y = e“sinz

[SIETSEUIIN

D

Sy Ay Ay =

Y Ay + 4y =

y// _ 2y’+y — ema

y" — 3y’ + 2y = sh(2x)

.y =3y + 2y = sh(ma)

6—2z

2 +1

—mx
€

22 +1

11

166

167

‘ QUELQUES CORRIGES ‘

fram (x+1).e”

yix— Ke ™ —2cosz+ 3sinz + & cos(3z) — 5 sin(3z)
y:x— Ke*+ %el — (22 +2/2+1/4).e7®

K quelconque et toutes les autres nulles

— sur | — 1,1], la solution générale sans second membre est y = Ay/1 — 22
sur | — 0o, — 1], la solution générale sans second membre est y = Bv/a? — 1
sur ]1, + oo, la solution générale sans second membre est y = Cv/2% — 1
une solution particuliére évidente (pour ne pas dire particuliérement évidente!) est y = z, sur
chacun des 3 intervalles ci-dessus.
Sur R, se pose le probléme du raccordement .
On considére donc une fonction f: R — R

BV22—1+2z siz<-1
-1 six=-—1

T — AT —22+x sizeg]—-1,+1]
1 siz=1

CVa?—1+zx
Le probléme est simple a traiter : car vu que la fonction ¢ — v/t n’est pas dérivable en 0, pour avoir
f dérivable en —1 et en 1 on doit nécessairement prendre A = B = C' = 0. On trouve alors que
l'on a nécessairement f : R — R . Cette condition étant bien entendu suffisante, on a trouve
x

six>1

donc une unique solution sur R.

1. On demande de résoudre I'équation ‘x(xz -1y +2y=a?sur ] — 1, + 1[‘

Comme z(z? — 1) s’annule sur | — 1, + 1[ on va
— résoudre I'équation sur ]0,1]
— résoudre I’équation sur | — 1,0
— étudier le recollement en 0

sur 1 =]0,1]

2 T
(a) |Résolution de ' + pr e 1)y = in :

On commence par résoudre ’équation homogeéne associée.

Notons A une primitive de z — ﬁ sur [
x(x? —
On commence par une décomposition en éléments simples: on trouve
2 B 2 _ 2 1 n 1
X(X2-1) XX-DX+1) X X+1 X-1

On a donc

v 2 r -2 1 1
A(:v):/ mdt:/ T—Fm—&-mdt:—21n\I|+ln|x+1|+1n|x—1\+03t6
Pour tout x € I on a

|[2 72

2In|z| —1 1 -1 —1|) = =
exp(2In o] ~Inle 1 ~Inle ~1]) = i =

12



x
La solution générale de 1'équation homogene sur |0,1] est |y(z) = K. 1 avec K € R

— On cherche une solution particuliére avec la variation de la constante.

x

0 = K(z)——

n pose y(z) = K(z). 1

En remplacant dans 'équation différentielle, on aboutit a K'(z) = —
x

2
Ainsi K(z) = —1In|z| + Cste. Une solution particuliére est y(z) = —In \1|%
-

Conclusion: la solution générale sur ]0,1 est |y :]0,1[ — R avec K € R
22.(K — In(z))

[
1— a2

sur I =] — 1,0

(b) |Résolution de y' + R l)y — :L‘QI— :

On trouve de méme |y : ] — 1,00 — R avec K € R
22 (K —In(—2))

1— a2

(¢) [Etude du recollement en 0]

On considére la fonction |y : ] — 1,4+ 1] — R avec (A,B,C) €
22.(A — In(z))
1—a?
T — < C siz=10
22.(B — In(—x))
1—a?

six >0

six <0

RS

On rappelle que lin}) xIn(|z|) = 0 d’aprés les limites de référence(croissances comparées)
T

i) [Etude de la continuité en 0]
On a directement d’aprés le rappel

. . 2% (A-1In(z)) . Az® — A2?In(z)

et de méme

22.(B — In(—x B2? — Bx21n(—1
lim y(z) = lim . ( n(—z)) — lim 2% 2 In(—x) _0
z—0~ 2—0~ 1—x2 20— 1— 22

On trouve donc que ‘ y est continue en 0 ssi C' = O‘

Dorénavant on considérera C' =0

ii) [Etude de la dérivabilité en 0]

— Pour x > 0 on a

y(x) —y(0) ylz) z.(A-1In(x)) _ Az — Az n(z)
z—0 z 1— a2 1— 22

y(@) —y(0)
z—0
ainsi ‘ f est dérivable a droite en 0 et f;(0) = 0‘

et donc on peut dire que lim = 0 d’aprés le rappel
=0t

— De la méme maniére on trouve que ‘ [ est dérivable a gauche en 0 et f;(0) =0

— Comme f;(0) = f;(0) = 0, on en déduit que ‘ f est dérivable en 0‘

iii) ‘On vérifie que 'équation est vérifiée en 0‘
On a bien 0(02 — 1) x 0+ 2 x 0 = 0?

Conclusion: la solution générale sur | — 1, + 1] est

y:]-L+1] — R avec (A,B) € R?
2 _
z%.(A — In(x)) Gz>0
1—2a?
T — <0 siz=0
2 _ _
ZBo=2)
1—2a2

2. |On demande de résoudre I'équation zy’ + y = e” sur R. ‘

Comme z s’annule sur R (), on va
— résoudre I’équation sur 0, 4 oof
— résoudre I'équation sur | — 00,0]
étudier le recollement en 0

L’équation étant plutdt simple a résoudre je ne vais exposer ici que le probléme du recollement

On considére la fonction |y : R — R A avec (A,B,C) € R?
€+ six >0
x
z — ¢ C six=0
e+ B .
siz >0
T
22
On rappelle que e* =1+ z + 5 + 0g(2%)

i) [Etude de la continuité en 0]
On étudie la continuité a gauche et a droite
e +A 1+ A+z+o(x)

—~ Pour z >0 onayx) =
r x

+oo siA>-1

et donc lim y(z) =<1 siA=-1
z—0t

—oo siA< -1

Ainsi ‘y est continue & droite en 0 ssi (4,C) = (=1,1) ‘

— on trouve de maniére similaire que ‘ y est continue & gauche en 0 ssi (B,C) = (—1,1) ‘
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On considere ainsi dorénavant la fonction |y : R — R — On cherche une solution particuliére avec la méthode de la variation de la constante,
-1 siz#£0 on pose donc y(z) = K(x).ch?(z).
T —> 1
1 siz=0 En remplagant dans 1’équation différentielle, on aboutit & K'(z) = T
chz
ii) [Etude de la dérivabilité en 0] Pour déterminer K () on peut procéder de 2 maniéres différentes:
Pour z 20 on a
e 1 2 i) Le changement de variable v = sh(t) (et donc du = ch(t).dt) donne
4t 22
y(x)—y(()) . -1 et —1—1 (1+,E+5+OO(I))_1—,T :I;-i-o(.[) - h(t) 2 l(f) she g
= = = =- : c ch(t du
x—0 x 22 a2 2 K(x) = / 5dt = / ———dt = / 5 = arctan(shx) + Cste
ch*¢ 1+ sh?(t) L+u

Ainsi y est dérivable en 0 et 'on a y/(0) =0

. : _ ot _ ot
iif) ‘On vérific que I'équation est vérifice on 0‘ ii) Le changement de variable u = ¢' (et donc du = e'dt) donne

Onabien0x0+1=¢°

x

T odt 2dt 2e'dt ¢ 2du
K(x) = s / e i / 2l 2arctan(e”) + Cste

Conclusion: il existe une unique solution sur R qui est |y : R — R

siz#0 Ainsi une solution particuliére est y(x) = arctan(shz). ch?(x) ou y(x) = 2arctan(e®). ch?(2)

— La solution générale de I’équation compléte est

Deux remarques sur cet exercice
4 y:R — R avec KeR

z +— (K 4 arctan(shx)). ch®(z)

(a) Sion se place sur UN INTERVALLE ne contenant pas 0 on a les équivalences

4. ‘ On souhaite résoudre sur R 'équation |z|y' + (z — 1)y = 2 (E) ‘

oy +y=e" <= (zy) =¢€"
<« xy =€+ Cste c’est ici que 'hypothése INTERVALLE est fondamentale -
e® + Cste On remarque que |z| s’annule pour z = 0. Nous allons donc répondre a la question en:

vy= z (a) Déterminant les solutions sur |0, 4+ oo

(b) Déterminant les solutions sur | — co,0[
(b) il est courant de montrer que la fonction y trouvée est en fait C* sur R a I'aide d’un déve-

. . (¢) Résolvant le probléme du raccordement en zéro
loppement en série entiére

g (a) ‘Résolution sur ]0, + ool. ‘
On demande de résoudre 3/ —2——y =chz

! —1
chz Sur ]0, + ool, I'équation (E) équivaut a 'équation (E'),y + CCiy = g% (car |z] = 7)
x
1—-1¢

shx
chz

y=0sur =R ~Ona [* dt = In(t) —t + cste.
Donc la solution générale de I’équation homogéne associée est

— On résout I'équation sans second membre y' — 2

shaz
La fonction a : © +— —2—— est continue sur / = R In(z)—2 e
chz y(z) = Ke =Kuze

Notons A une primitive de a sur [ . AN - , L.
p ’ — On cherche une solution particuliére en utilisant la méthode de la variation de la constante.

shaz On pose donc y(z) = K(x).x.e™".
onaA(x) = [ _2$di’3 = —2In[chz| + Cste = —2In(ch(z)) + Cste En remplacant dans (E’) cela donne K'(z) = z.e”.
et exp(2In(chz)) = C%Z(x) En réalisant un ipp, on trouve que K(z) = xe® — e* + cste.
Une solution particuliére est donc y(z) = 2? — .
La solution générale de I’équation homogéne associée est |y : R — R avec K € R
r — K. ch’(z) Conclusion: ‘ la solution générale de (E) sur ]0, + ool est y(z) = 2> — x4+ K.z.e™ avec K €
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— On a prouvé que y posséde une limite finie a gauche en 0 ssi L = 6,

(b) ‘Résolution sur | — 00,0]. ‘
't dans ce cas li =6—-6=0
et dans ce cas limy

1—=x
— Sur | —00,0[, 'équation (E) équivaut a I'équation (E"), y’—!—i?y = —22 (car |z| = —z)

— Conclusion: | on a prouvé que y continue en 0 ssi (L,M) = (6,0) ‘

st—1
Ona [* Tdt:xflnm =z — In(—x) + cste.

Donc la solution générale de I’équation homogéne associée est Dorénavant, on suppose que L et M ont pris ces valeurs.

T T
y(z) = Le*™ ) = Le—' = —Le—' avec L € R ii) [Etude de la dérivabilité en 0. ]
- * On sait que y sera dérivable en 0 ssi y est dérivable a droite et a gauche en 0,

— On cherche une solution particuliére en utilisant la méthode de la variation de la constante. et que ces dérivées sont égales.
Z

On pose donc y(z) = fL(ac)%.

[dérivabilité a droite .
y(z) —y(0) 2° -1+ Kre™®

En remplagant dans (E”) cela donne L'(z) = 23 exp~®.

D?s 1ntegrat-1c.)ns par ’p.artles succesAswes o B Onapourz >0, _ — 14 Ke o,
( a chaque fois, on dérive le polyndme et on primitive e™?) x—0 x
nous donnent L(z) = —z%¢™® — 322" — 6ze™" — 6~ + cste. y(z) — y(0) ko

. R B 6 Ainsi lim
Une solution particuliére est donc z* + 3x + 6 + — o+ z—0
T

On a prouvé que y est dérivable & droite en 0 et que y,(0) = K —1

~ Conclusion: 6 = — | dérivabilité a gauche ‘
la solution générale de (E) sur ] — 00,0[ est y(x) =22 +3r+6+— — L— avec L € R Pour <0 ona
x x
_ 3 2 _ T
(¢) [Etude du recollement en 0.] y(z) — y(0) _ T35 +6r+6—6e
On considére la fonction |y : R — R z=0 v
v 2ot Kae® siz>0 2?4322+ 62+ 6 —6(1+ 2 +22/2+ o(2?)
. B )
r — dM 6 - six=0 2 fo(a?) a
22+324+6+——L— siz<0 - 22 =z +0(1)
T x
On cherche les conditions sur (K,L,M) € R3 pour que y soit dérivable en 0. (on a réalisé un DL a Pordre deux de e*)
c e 9@ —y(0)
i) [Etude de la continuité en 0.] On trouve ainsi que 1(1)@ r—0 0
(0) it t ti 0 ssili =1 =y(0).
11 saib que y est contiiue en U sst [1]1}1y (1)I+n y=y(0) On a prouvé que y est dérivable & gauche et que y;(O) =0

— On a sans difficulté 1(1)131 y(z) = l(i]IP ??—z4+ Kze™=0
— Conclusion: |y est dérivable en 0 ssi K = 1, et dans ce cas y'(0) = O‘

Pour étudier la limite en 07, il faut faire plus attention: détaillons!

— lim2? + 3z + 6 = 6 (et ici pas de probléme!) (d) Conclusion générale:
o
6 e On trouve qu’il existe une et une seule solution de (E) sur R, il s’agit de la fonction
lim — = —o0 et lim — = —oo0.
o o 6 et y:R — R
— Nous allons utiliser un DL pour I'expression — — L—. 22— x4+ ze® six >0
x
6—Le* 6-—-L—-1L 6—L 0 sizx=0
On obtient - 2+ olz) = — L +o(1). T 1_e®
x x x 2 9, .
On trouve ainsi que: "+ 3r+6+6 - siz <0
i) siL>6onalm LS =1
Yost on e g z on trouve zz’ — z = 1+ 2% puis y = (22 — 1) + Kze®
iy . 6 e’
i) siL<6ona 1(1]{“ z L; = —00. point de concours (zg — T(io)’ - Zizg;)
iii) s1L:60nal(1]r}1;—L;:—6 (176 | y:a— K/z+ L/a* +1/2
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yrx— Ke®+ Le ™ +1/2.e" — /4
y:x+— —1l—Ilnz+ Kzr+ Lz Inx

y:x e xn(l+ 2?).e® + 2arctanz.e® + K.z.e” + L.e”

180 — ’équation homogéne a pour solution générale R — R
r — Ae™ 4 Bre ™
— Pour appliquer la méthode ci-dessus, il nous suffit de prendre une solution particuliére (si possible

qui ne s’annule pas sur R) de I’équation homogene ci-dessus.

Par exemple, on prend la fonction z > =3,

Et pour résoudre (ED2), on pose y(x) = e~ z(x)

On a donc y/(z) = e737(2' — 3z2) et y'(x) = e737(2" — 62’ + 9z).

3

En reportant dans (ED2), on obtient ¢=3%2" =

3 "
ce qui équivaut a 2" = ——.
2 +1 14 a2
Une premiére quadrature nous donne 2z’ = arctanz 4+ C' avec C' constante réelle.

1
Une nouvelle intégration fournit z = x arctanx — 3 In(1+ 2%) + Cz + D avec D constante réelle.

1 .
— On a donc trouvé |y = (w arctan x — 3 In(1+ 1‘2)> 73 4 Cze™3 4+ De3% | avec (C,D) € R?

. On peut remarquer que la solution trouvée est bien de la forme attendue. . .

181 | indications :
— on trouvera qu’une solution polynomiale est nécessairement de degré 2 (raisonner sur le mondéme
de plus haut degré)

1 1
~ on posera y(z) = x%.2(x), et on trowvera que z vérifie 'équation 2" (x) + —2'(x) = —
x T

~ on résoudra cette équation du premier ordre en z', puis en intégrant, on trouvera
que z(z) = Klnz+x+ L
~ on "reviendra" en y(x)

185 1. Nous allons montrer que E est un sev de l'espace vectoriel connu C?(R,R)
i) E est inclus dans C*(R,R) par définition

ii) E est non vide car la fonction constante nulle est dans £

iii) E est stable par combinaison linéaire.
En effet, VA € R, V(y,z) € E? considérons la fonction A.y + z et notons la ¢
Comme t" = (A\y+2)" = A\y"+z" ona Ve € R, t"(x)+t(z) = A y”( )+z"( )+ Ay
MY/ (@) + y(@)) + ("(2) + 2(z)). Or y/(x) + y(x) = y(0). cos et '(a) + 2(a) —
par définition de E. Donc ¢"(z) + t(x) = A.y(0).cosz + 4(0). cosz = (A.y(0) + 2(0
t(0). cos z.
On a bien prouvé que t € £

)+z(z) =

(0).cosz

))-cosw =

2. On suit les indications fournis, c’est a dire:
i) On détermine d’abord les solutions de I’équation différentielle y”(z) + y(z) = Acosx dans le
cas ou A est une constante réelle quelconque.
ii) Puis on regarde parmi ces solutions celles pour lesquelles on a y(0) = A
Ce qui donne concrétement:

(a) Par les méthodes classiques, on trouve que la solution générale de I’équation différentielle

y"(z) + y(x) = Acosx est

<

A
(x) = 5% sinz + K cosx + Lsinz| avec (K,L) € R?

19

(b) La condition y(0) = A équivaut donc & A = K. On vient de prouver que les fonctions

K
qui sont dans E sont les fonctions qui s’écrivent |y(z) = ?I sinx + K cosx + L.sinx | avec
(K,L) € R?
Sionnote|f; :R — R

et | fo la fonction cos|, nous avons montré que E est un espace
z.sinz

vectoriel de dimension deux engendré par les fonctions f; et fo

186 — On commence par écrire que pour tout > 0 et tout ¢ € R on a ’équivalence
r=c <=t=hx
— On considére une fonction inconnue z qui dépend de la variable ¢ telle que
Vo > 0,y(z) = z(t) = z(In(z))
— En dérivant par rapport a z chaque membre de 1'égalité y(z) = z(Inz), on trouve:
y'(x) = l.z'(ln x) puis y"(z) = fiz "(Inz) + izz”(ln x)
x x2 x
— En reportant dans I’équation cela donne
Vo > 0,22 (f%z’(ln x) + %z”(ln 1:)) +x (Lz'(ln x)) +4z(Inz) =0
x x z

Soit Vx > 0, 2"(Inz) + 4z(lnz) = 0.

En revenant a la variable ¢ cela donne ‘Vt eR,2"(t) +4z(t) = 0. ‘

— La solution générale de cette équation est |z : R avec (A,B) € R?
t

— R
— A.cos(2t) + B.sin(2t)

— La solution générale de I’équation initiale est donc

y:]0,+00] — R
T — A.cos(2Inz) + B.sin(2lnz)

avec (A,B) € R?

remarque: comme on a aussi
vt € R, 2(t) = y(z) = y(e")

On peut dériver par rapport a ¢ et on obtient
Z(t) = ey (') et 2"(t) = €'y (¢") + (")?y/(¢")

ce qui donne
2(t) = ay'(2) et 2"(t) = 2y" () + 2%y (2)

on trouve finalement y = A(1 + x2) arctan x + B(1 + z?%)

191 — On souhaite déterminer toutes les fonctions f telles que Vo € R, f/(z)+f(—z) = exp(z) (E).
On note qu’aucun théoréme du cours ne s’applique car la relation qui lie f et f’ ne les évalue pas
au méme point. On va procéder par analyse-synthése.
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— Analyse. On suppose que f vérifie (E), et on va déterminer les conditions nécessaires que f vérifie
forcément.

1.

Une premicre condition est que f est dérivable sur R! En effet, pour tout x réel f'(x) doit
exister.

. On a pour tout z réel f'(z) = exp(z) — f(—z) (E).

Comme les fonctions exp et  — f(—z) sont dérivables sur R,on peut affirmer que f’ est
dérivable sur R, ce qui équivaut & dire que f est deux fois dérivable sur R.

. En dérivant chaque membre de I'égalité (E) on obtient que pout tout x réel

["(@) = exp(z) + f'(=x)

. On remarque que dire que pour tout z réel f'(x) = exp(z) — f(—z) revient a dire que pour

tout x réel on a f'(—x) = exp(—z) — f(x)

. Avec les deux points précédents, on obtient que pour tout z réel on a

f"(x) = exp(x)+exp(—z)—f(z). Cest a dire quc‘f”(x) + f(z) =2cha (E,) ‘pour tout z € R

. On résout I'équation différentielle (Ey) sur R.

— une solution particuliére évidente est f = ch
— la solution générale de I’équation homogéne associée est A.cos +B.sin avec (4,B) € R?
— par théoréme, on en déduit que la solution générale de (Es) sur R est donnée par

‘V:p € R, f(x) = ch(z) + A.cosz + B.sinz avec (A,B) € Rz‘

— La partie Analyse est terminée. On a trouvé que nécessairement f était de la forme indi-
quée ci-dessus.

Synthése. On regarde si la condition nécessaire trouvée ci-dessus est également condition suffisante.
C’est a dire on regarde si les fonctions qui s’écrivent ch +A. cos+B.sin sont solutions de (E) sur
R pour tout (A,B) ou s'il y a des conditions sur (4,B).

On suppose donc que pour tout  réel on a f(z) = chz + Acosz + Bsinz.

1.
2.
3.

4.

5.

On aVz € R, f'(z) =shz — A.sinx + B.cosx.
On aVz € R, f(—z) = ch(—=z) + A. cos(—x) + B.sin(—z) = chz + A.cosz — B.sinz
On a donc

Vz € R, f"(z) + f(—x) = chz +shz + (A+ B)(cosz — sinz) = €” + (A + B)(cosz —sinz)

On en déduit que ‘ f vérifie équation (E) sur R ssi Vo € R, (A + B).(cosz —sinz) = 0. ‘

Or sur R, la fonction x — cosxz — sinz n’est pas constamment nul: la condition précédente
équivaut donc & A+ B =0 c'est a dire B=—A

rem: ici il est fondamental d’avoir en téte que A et B ne dépendent pas de x!

En conclusion, on a montré que les fonctions f qui vérifie (E) sur R sont les fonctions
R — R
x +— cha + A(cosz — sinx)

avec A quelconque dans R

On trouve (1 +€%)*(2” — z) = 0 et donc 2 = Ae® + Be™®
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1. y:x— ze* + (Acosz + Bsinz)e”

2. y:x—Inze®+ Ae®+ Be ™
3. y:axe S (1P (2) + Acosz + Bsinz
k=0

4. y: x> 2cos 2z + sin 2z + e** (A cos 3z + Bsin 3x)
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—  — On commence par écrire que pour tout > 0 et tout ¢ € R on a I’équivalence
r=c <=t=Ihz

— Suivant la méthode exposée en cours, on pose z une fonction inconnue qui dépend de la variable
t telle que Vo > 0,y(z) = 2(¢) = z(In(x)).
En dérivant par rapport a x chaque membre de I'égalité y(z) = z(Inx), on trouve:
y'(x) = é.z'(lnx) puis ¢’ (z) = f%z’(ln x)+ %z”(ln x)
Ce qui donne 2/(t) = zy/x) et 2%/ (z) = —2(t) + 2(t)
En remplagant cela donne z”(t) + z(t) = sin(at)
— On peut aussi, toujours suivant la méthode exposée en cours,
écrire que Vt € R, 2(t) = y(x) = y(e') puis dériver par rapport a ¢.
Cela donne 2/(t) = e'y/(e(t) et 2"(t) = e'.y/(e!) + ey (e!)
Cest a dire 2/(t) = xy/(v) et 2"(t) = ay'(x) + 2%y (2)

- ‘résolution de I'équation différentielle z”(t) + z(t) = sin(at) sur R. ‘

— équation sans second membre: On trouve ‘Vt € R, z(t) = Acos(t) + Bsin(t) ‘ avec (A4,B) € R?
équation avec second membre: On doit distinguer 3 cas.

sin(t)
2

i) si a # £1: il y a comme solution évidente | z(¢) = T
—a

ii) si @ = 1: ou en cherchant une solution de la forme acos(t) + bsin(¢) ou en complexifiant

—t ‘
l’équation(deux méthodes classiques), on trouve comme solution particuliére| z(¢) = - cos(t

t
iii) si @ = —1: on trouve | z(t) = 3 cos(t)
— Conclusion: la solution générale sur R de 2”(t) + z(t) = sin(at) est

i) siw# £1:Vt € R, 2(t) = Acos(t) + Bsin(t) + fli(i)z

ii) sia=1:Vt €R,z(t) = Acos(t) + Bsin(t) — %cos(t)

iii) sia=—1:Vt € R, z(t) = Acos(t) + Bsin(t) + %cos(t)

— Comme Vz > 0,y(z) = z(In(z)) on trouve donc comme solution générale est
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Vo > 0,y(x) =

A.cos(In(x)) + B.sin(In(z)) — In(z). cos(In(x)) sia=1

In(z). COQS(III(I))

sia = —1|avec (4,B) € R?
sin(o ln%x))

A.cos(In(x)) + B.sin(In(x)) +

A.cos(In(x)) + B.sin(In(x)) + o sinon
-«
Ae™® + B
1. z satisfait 2” + 2’ = 0 et donc y = )
Ae* + Be™* —1
2. z satisfait 2’ — 2z =1 et donc y = Hif
x

3. zsatisfait 2/ —z=1—=z
1
4. z satisfait ¥z’ = 22z + 22, et u satisfait v’ + 2u = —— EQUATION DONT ON NE PEUT
x
DETERMINER EXPLICITEMENT UNE SOLUTION PARTICULIERE
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212 1. y:aw 2*(A+ Blnz) 215 1. La fonction g est la somme et le produit de fonctions de classe C* sur I donc u est C! sur
2. y:x—2d+2*(A+ Blnx) Ietl'ona

B yio /At oid+ Bl) W () = ¢ ()2 () 429(2) (2)2(2)42 ()" (1) =  (2)22(@) 422/ (2) (" () Ha(2)2(2)) = ¢ (2)2(2)
Soit y I'unique fonction telle que y(0) = a,y’(0) =0 et Vo € R,y"(z) + |y(z)| = 0.

(cette équation n’est pas une équation différentielle linéaire, elle ne rentre donc pas dans le cadre du
programme. Cependant 1'énoncé précise qu'il existe une et une seule solution définie sur R...et cela
suffira & notre résolution)

Comme la fonction g est décroissante sur I, on a ¢/(z) > 0 sur I, et en méme temps on a bien sar
2

2*(z) = 0.

On aVz € I,¢(z) <0: c’est a dire que ‘ q est décroissante sur ]‘

i o ) 2. — La fonction u étant décroissante sur I, on a Vo > 1,u(z) < u(1),
1. Comme ‘v’lx €R,y"(x) = —|y(z)| <0, on peut :;;thrmer que la fonction y' est (}écrglssante sur R. Cest a dire g(2)22(x) + (2/(2))? < u(l)
Comme y (0) = O,, on peut alors afﬁrm'er que y' est positive sur | — 00,0] et negatlvt? su.r ]O,'-i- ool. _ comme (Z/(I))Q > 0 et g(z) > qo sur I, on en déduit que (IQZZ(I) < u(1) sur I, et comme
La fonction y présente donc un maximum en 0! Et comme y(0) = a, on en déduit bien que ) ull
vz € R, y(z) <a go > 0 en divisant chaque membre de I'inégalité on obtient 22(z) < —=
3 X qo0
2. Cas ot a > 0. o u(1) ) . _
D’apres la question précédente on a donc Vo € R, y(z) < a < 0. La fonction y est négative et ainsi ~ On en déduit que Vo € I,]2(z)] < - Ce qui prouve que [la fonction z est bornée sur /]
Ve e R Jy(2)| = —y(). _ _ L LAz Ly, A F 34z
y vérifie donc sur R 'équation différentielle y”(x) — y(z) = 0. Cette équation est une équation 3. (a) Par dérivation, on trouve que y' = —= — sz et y' = — — —5 + 5
o o X : Vo2 NI
différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants. 1
Sa solution générale est y(z) = A.e” + B.e ™. et en remplagant cela donne | 2" + (1 + ﬁ) z=0
Avec les conditions initiales on trouve bien une et une seule fonction solution |y : R — R r
r —> a.chzx (b) Ils’agit de bien vérifier que I'on est dans les hypothéses suffisantes pour appliquer la question 2.
Dans la suite on suppose que a > 0 1
ppose q . L . . — Notons ¢ la fonction définie sur I par ¢(z) =1+ —
3. — Comme y(0) = a > 0 et que y est continue on peut affirmer qu'il existe un intervalle, qui 42
: > : _ " _ -1
contient 0, et sur lequel y est positive. Sur cet intervalle I, |y| = y et donc y” +y =0 ~ La fonction g est de classe C* sur I, donc a fortiori C', et Vz > 1,¢/(z) = o <0.
— La :olutlon (ge)nejale dey"+vy :tq e;t y(il) ; A.cosxz+ B.sinz. Et avec les conditions initiales Done Ia fonction g est décroissante sur T x
on Lotve yie) = 6.Cos % S &b Inierva e — On a également Va € I,q(x) > 1. (existence de gy > 0 tel que ...)
— La fonction y s’annule en | b, = g et b_ = Tﬁ — On a bien vérifiée toutes les hypothéses, on peut affirmer que la fonction z est bornée sur
I d’aprés la question 2: c’est a dire qu'’il existe un réel M > 0 tel que Vo € I, |z(z)| < M

4. i) Nous allons déterminer I'expression de y(z) sur [b.., + ool On a donc prouvé que IM > 0,Vz € I,|\/z.f(z)| < M, ce qui revient a dire

— Comme y est décroissante sur [0, 4+ oo[ et que y(7/2) = 0 on en déduit que y est négative

sur [m/2, 4 oo[. L’équation différentielle que y vérifie sur cet intervalle est donc y” —y = 0. M
IM > 0,Vz € I,|f(z)] < 7
(]

— La solution générale de cette équation est y(z) = A.e” + B.e™™.
Comme y est continue est dérivable en 7/2 on a y(7/2) = 0 = Ae™? + B.e ™/? et

y(1/2) = —asin(r/2) = —a = A.e™? - Bgﬂw a 222 1. p(X*) = k*X*, donc n + 1 vp distinctes. ..

En résolvant ce systéme, on trouve A = 75.677# 2et B= 56’“/ 2, 2. tout polynome appartient a un certain R,[X]

On a ainsi y(z) = G2 g _ b pmnf2 o ash(n/2 — z) 3. on résout 'équation d’Euler 22 f”(x) + zf'(x) — Af(x) = 0, on pose donc classiquement x = ¢’ et
2 2 f(z) = g(t), on a alorq g"(t) — Ag(t) =0

ii) Sur | — oo, — 7/2] on utilise le méme raisonnement.

et l'on trouve y(x) = a.sh(r/2 + z) 223 1. Vn=0,(n+2)a + a, =0 et y(z) = exp(—2%/2)
5. Précisons qu’il n’est pas nécessaire de vérifier que les raccordements que nous avons trouvés en 2. 2a3 —2ap=2et Vn = 1,(n+ 1)aps2 + (n — 1)a, = 0 et y(z) = ag + a1z + (ap + 1)z arctan z)
+7/2 sont deux fois dérivables! En effet, I'énoncé précise qu’il y a existence (et unicité) de la
solution, donc la fonction que nous avons trouvée est forcément la solution (et donc est bien deux 228 =V 20,(n+1)(n—Lag +(n—1)a, =0
fois dérivables en £ /2 — y(z) = (ap — 2a2) + (2a2 — ap)x + 2a2e~"
Conclusion: la solution est |y : R — R
ash(r + ) sia < —7/2 229 —ay=0etVn>=1,(n—3)(n—4)a, — (n—4)a,—1 =0
T —> Qacosw siz e [—n/2,+m/2 y(@) = agz® + agz’(e” — 1)
ash(n/2 —x) siz>m/2 230 — y(z) = azzIn(1 + z)
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