PT* 25/26 - DM 3
a rendre le jeudi 13 novembre

Exercice 1: Matrices unipotentes

0 a
On considére 'ensemble A/ des matrices de M3(R) de la forme N = [0 0 , ot (a,b,c) € R3.
0 0

oo o

On considére également I’ensemble U des matrices dites unipotentes de M3(R) qui s’écrivent U = I + N,
ou N € N et I la matrice identité de M3(R).

1 a b
Autrement dit U € U s'il existe (a,b,c) ER3 tel que U= [0 1 ¢
0 0 1

1. Etude d’une matrice semblable & une matrice unipotente.
On considére les matrices

1 -2 4 12 0
A=[o0 -1 2 et B=[0 1 -2
2 -2 5 00 1
x
(a) Résoudre I'équation AX = X d’inconnue X = [y | € M31(R)
z
2 x
(b) Résoudre I'équation (A —I)X = | 2| d'inconnue X = [y | € M3 1(R)
2 z
(¢) On note f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A, et (7,5,k) la base canonique
de R3.
Déterminer trois vecteurs non nuls ej , es et ez de R? tels que
f(e1) = e fle2) = 2e1 +e2 et fles) = —2ex+e3

On pourra utiliser la question précédente
(d) Justifier que (ey,e2,e3) forme une base de R?
(e) En déduire une matrice P telle que A = PBP~!
2. Etude de N/
(a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M3(R). En donner une base et sa dimension.
(b) Montrer que N est stable par le produit interne.
(c) Calculer N® pour N € N
3. Etude de U
(a) L’ensemble U est-il un sous-espace vectoriel de M3(R)? On justifiera la réponse
(b) Montrer que U est stable par produit
(c) Montrer que U C GL3(R) ou GL3(R) désigne I’ensemble des matrices inversibles de M3(R)



4. Soit U € U et N € N telles que U = I + N. Pour tout a € R, on définit la matrice U(®) par

(a—1)

U@ —14+anN+2 N

On prendra garde au fait que U@ est une notation : il ne s’agit pas d’une puissance. Nous allons
montrer dans la suite que cette notation est cohérente avec celle connue pour les puissances

(a) Calculer B pour a € R ol B est la matrice définie & la question 1

(b) Vérifier que pour tout a € R, U@ € Y

(c) Montrer que pour tout (a,3) € R?, on a

QOB _ leatd) o (U<a>>(ﬂ) _ e

(d) En déduire que U™ = U™, c’est-a-dire que pour tout n € N*, U™ =U x ... x U
—_——
n fois
(¢) Retrouver U™ = U™ pour n > 2 en utilisant la formule du binome de Newton. Qu’en est-il
pourn=0et n=17
(f) Montrer que U1 = 1
5. (a) En utilisant les résultats de la question 4, expliciter une matrice C' € M3(R) telle que C? = B.
Cette matrice est-elle unique?
(b) En déduire comment déterminer une matrice D € M3(R) telle que D* = A (on ne calculera
pas explicitement la matrice D

Exercice 2: facultatif (a ne faire que si ’exercice 1 est parfaitement fait!)

On se place dans 'espace vectoriel E = F(R,R)
Pour tout couple de réels (A,u) on note | f, : R — R et lgyu:R — R
t — At p? t — A4 p

On note F = {fr,| (\p) € R?} et G = {gx,| (\p) € R?}

1. Montrer que F' n’est pas un sev de F

2. (a) Montrer que G est un sev de E
(b) On considere e; = g1 et e2 = go,1
i. Justifier que (eg,e2) est une base de G
ii. Donner dim G
iii. Montrer que GG est stable par la loi o



Correction de ’exercice I: BANQUE PT 2023 A

x
1. (a) La résolution du systéme donne | X = | = | avec z € R
x
rem: ’énoncé précisait que l'inconnue était X, il fallait donc donner une réponse avec X
x
(b) La résolution du systéme donne | X = [z —1 | avec z € R
x

(c) Notons C = (,j,k).
On a A = Mate(f). Nous allons déterminer successivement ej,ez,e3
e Notons X; = Mat¢(eq).

On a
f(el) = €] <~ AX1 = X1
1
A laide de Q1(a), on peut choisir (par exemple) X; = [ 1],
1

ce qui correspond a ‘ e1=1+75+ k‘
e Notons X9 = Matc(es).
On a

2
f(ez):2€1+62<:>AX2:2X1+X2<:>AX2—X2:2X1<:>(A—I)X2: 2
2

)

1
A Taide de Q1(b), on peut choisir (par exemple) X5 = | 0
1

ce qui correspond a |es =1+ k

e Notons X3 = Matc(es).

On a
-2
f(eg) = —2e9tez <= AX3 = —2Xo+ X3 <= AX3—X3=-2Xy <— (A*I)Xg = 0
—2
—2x3 —2ys + 423 = -2
. . r3 = 1+ z3
Ce qui donne le systéeme ¢ —2y3 + 223 =0 <= {
=z
—2z3 — 2y +4z3 = -2 & 3
1
On peut choisir par exemple X3 = | 0|,
0

ce qui correspond &

(d) On peut vérifier que (eq,ez,e3) est une base de R? en calculant son déterminant dans la base
(i.4,k).

On a

— = =

11
0 0/=1£0.
10

Ceci nous assure que | (e1,e2,e3) est bien une base de R?




(e) Nous allons utiliser la formule de changement de base pour les endomorphismes.
En notant P la matrice de passage de la base (i,j,k) a la base (e1,e2,e3), on a

Mat(i,j,k:)(f) = P'Mat(e1,62,63) (f)'P_l

1 2 0
Or Mat; j 1) (f) = A et Mat (e, ¢, .e0)(f) = (O 1 —-2| =B8B.
0 0

2. (a)
0 a b
N={[0 0 c] |(abec)cR}
000
010 00 1 00 1
={a. {0 0 0)+b.[0 0 O] +c. {0 0 O] |(ab,ec) € R}
000 000 000
=M =M> M3

= VeCt(Ml,Mg,Mg)
Ceci prouve que N est un sev de M3(R) dont une famille génératrice de F = (M7,Ma,Ms)

Montrons que F est une famille libre
Soit (a,b,c) € R3 tel que aMy + bMs + cM3 = 03

On a donc
010 0 0 1 0 01 0 00
a.{0 0 0O)+b6.{0 O O] +¢c. {0 O O)J=(0 0 O
0 00 0 00 0 00 0 00
c’est-a-dire
0 a b 000
0 0 ¢c]=10 00
0 00 0 00
et donca=b=c=0.
On vient de prouver que (My,Ms,Ms) est une famille libre.
Conclusion : ‘ (My,My,Ms3) est une base de NV, et donc dim N = 3
(b) Soit (M,N) € N2
0 a b 0 d ¥V
Il existe (a,b,c) € R3 et (' b, d) ER3telque N=[0 0 c|leteM=[0 0 ¢
0 00 0 0 0
0 0 acd
Le produit matriciel donne NM =0 0 0
0 0 O

et donc on a bien NM € N
‘Conclusion: N est stable par le produit interne‘

(c) Le calcul matriciel donne N3 = 03
3. (a) U ne peut pas étre un sev de M3(R) car la matrice nulle 03 (qui est le vecteur nul de M3(R))
n’appartient pas a U

On pouvait aussi indiquer que si M € U alors 2M ¢ U (car les coefficients diagonaux sont alors
égaux a 2)



(b)

Soit (M,N) € U

1 a b 1 d vV
Il existe (a,b,c) € R3 et (a' b ,d) ER3telque N= [0 1 c|]etM=[(0 1 ¢
0 0 1 0 0 1
1 a+d b+b +ac
Le produit matriciel donne NM = | 0 1 c —|— d )
0 0

On reconnait bien une matrice de U (car les coejﬁcients au-dessus de la diagonale sont bien des
réels en tant que somme/produit de réels!)

Pour toute matrice M € U, on a det(M) =1 # 0, ce qui prouve que M est inversible.

Conclusion: |U C GL3(R)

02 0
OnaB=I3+ [0 0 -2
00 O
—_——
=N

On a donc pour a € R

02 0 ala— 1) 02 0
BY=T+a [0 0 —2 5 0 0 —2
00 0 00 0
02 0 00 —4
1
—I+a.l0 0 =2 “(0‘2) 00 0
00 0 00 0
1 20 —2a(a—1)
=10 1 —2a
0 0 1
Soit U=I+ N avec N e N
On a ainsi )
U<a>=1+aN+O‘(O‘2_)N2

e D’aprés Q2(b), comme N € N on a N2 € N/

oo —
e D’apreés Q2(a), comme N est un sev, on peut donc dire que Ny = aN + (

On peut donc affirmer que U® =T + N avec Ny € N, et donc que U® e U

rem: on pouvait aussi prendre des coefficients inconnus pour N et effectuer le calcul pour
connaitre les 9 coefficients de U®) et ensuite constater que ¢’était bien une matrice de U

Soit (a,3) € R,

On a d’une part

a+B)(a+p—1)
2

:I+(a+6)N+%(a2+ﬂ2+2a6—a—6)N2

N2

Umwu;pua+mN+(



et d’autre part en développant

@) _ <I+aN+a(a21>Nz> <I+5N+B(521)N2>
:I+(@+/3>N+%(a6+a<a—1)+B(/3—1))N2+03 car N3 = N* = 0y

= T+ (a4 AN + 5(0> + 5 + 208 — o — )N

on a bien prouvé la premiére égalité demandée ‘ U@y®) = yloth) ‘

Passons & la preuve de la seconde.
On a

-1
U(Oé):[jLaN_i_a(a?)N?

=N1eN

et donc

<U<a>>>(5) (T +N)®

BB —1)
2

:I+B<aN+a(a2_1)N2>

+ ﬂ(ﬁ;l) <aN + 04(042—1)]\72)2

=1+ BN+ N?

-1 -1
:]+5<QN+Q((12)]\72>+5(ﬁ2)a2N2+0 car N3 = N* =0

Bla—1) +a?B(B8 —1)
2

202
:I+aﬁN+MN2

:I—i-ozBN—&-%

—I+afN+2 N?

N2
— ylah)

(d) Nous allons procéder par récurrence.
On note P, : > U™ =pyn" pour n > 1
Soit U =1+ N avec N € N

e initialisation: P; est vrai.
En effet, On a par définition

1(1-1)

5 N2=I+N=U=U"!

UD=T4+1.N+

e hérédité: on suppose P, vraie pour un n > 1 fixé.
On a donc U™ = U™ et on a a peine vu que UM = U1,
On peut donc écrire d’aprés Q4(c)

gt — gy ) — gn = grt!

on a donc prouvé que Ppy1 est vraie.
e Conclusion: par le principe de récurrence, on a montré que Vn > 1, U™ = U



(e) Soit n > 2.
Comme [ et N commutent (précision indispensable), on peut d’aprés le bindme de

Newton écrire .
_ _ n —k Atk
U" = (I+N)" _kzo <k> " F N

Comme pour tout k > 3 on a N*¥ =0, on en déduit que

2
n __ n n—k E_ (N n n 2 n(n_l) 2 n
U _Z(k>1 N _<O>I+<1>N+<2>N =I+nN+———N -y

k=0

e casn =0:
Par convention, on a U? = I.

Par ailleurs U® =T + 0.N + NZ=7]

donc la formule est vraie pour n = 0 aussi

0(0—-1)

e casn=1:
OnaUl'=U=TI1+N.

Par ailleurs UY) = T+ 1.N + N2=]4+N=U

donc la formule est vraie pour n = 1 aussi

Conclusion : |Vn € N, U™ = y»

1(1-1)
2

(f) Nous allons montrer que UCH.U =U0.UY =1, ce qui permettra de dire que U™V est Uinverse
de U
Comme U = UW et I =U© on a d’aprés Q4(c)

UEY =y g — g1+ — (0 — 7

et
- =yl — -1 — ) —
ce qui permet d’affirmer que U est inversible (ce que 1'on savait déja) et que m
5. (a) Je propose deux solutions
e premiére solution: sans calcul quasiment
Notons C' = B(1/2),
D’aprés Q4c), on a
c? = p(t/2) g(1/2) — 1)
et d’aprés Q4e) B = B! = B.
Ainsi
C? = B avec C = B1/?

Reste a calculer C

0 2 O 0 0 —4 1 1 1/2
c=pum_ritfo 0 2|+ 20212 (50 o) = (0 1 —/1
2 0 0 O 2 00 0 00 1
Cette matrice n’est pas unique car par exemple C' = —C' vérifie aussi (C")? = B
e seconde solution: plus calculatoire
02 0
OnaB=I+NavecN=|0 0 -2
0 0 0
0 a b
On cherche C sous la forme C =1+ Ny avec Ny = |0 0 ¢
0 00



0 2a ab+c
OnaC?=C® =714+2N;+ N} =T+(0 0 2

0 O 0
On en déduit que
0 2a ab+2c 02 0 2a =2 a =1
C’=B«< [0 0 2b =0 0 —2] =<2 ——1<=<{b =-1
0o 0 00 0 ab+2c =0 c =1/2
11 1/2
Conclusion: | la matrice C = [0 1 —1 | veérifie C? = B
0 0 1

e Daprés Ql, on a A= PBP~!
Comme multiplier une égalité par une matrice inversible donne un égalité équivalente, on a

A=D?+= PBP '=D?+= B=P 'D?P <= B=(PDP')?

Ainsi si la matrice D vérifie PDP~! = C on aura A = D?
11 suffit donc de poser | D = P~1CP

Correction de 'exercice 2

1.

2.

Considérons fo; € F.
Nous allons montrer que —2.fo1 ¢ F ce qui prouvera que I N’est PAS stable par combinaison
linéaire.
Notons g = —2.f21.
On a
Vt € R, g(t) = —2.(2.t +1%t) = —4.t + (—2)
Or —2 ne peut s’écrire u? avec pu € R (car le carré d’un nombre réel est toujours positif ou nul).
Ainsi il n’existe pas (A\,u) € R? tel que —2.f21 = f !
(a) Nous allons montrer que G est un sev de E
e (G C F par définition de G

e ( est non vide, car la fonction ggp : R — R appartient a G

t — 0
e (G est stable par combinaisons linéaires.

Soit (A1,Ag,u1,p2,k) € RS,

On va montrer que k.gx, u; + 9ro,ue € G.
Notons f cette fonction,

Soit t € R, on a

ft) = k-gz\h,ul (t) + GXa,p2 (t)
= k‘()\l.t + ,U,l) + ()\Q.t + /,LQ)
= k:.()\l + )\2).75 + k.1 + po

Notons A3 et pus les réels A3 = k.(A1 + A2) et pus = k.uy + p2
On vient de montrer que

VE € R, f(t) = Mgt + 13 = Gag s (1)

ce qui permet d’affirmer que f =gy, 4, € G

(b) i. e Omnale;:R — R |et|ea: R — R
t — t — 1




e Pour (A\,u) € R? fixé, on a
Vt € R, fau(t) = At 4+ p = Aei(t) + p.ea(t)

On en déduit donc que
f>\»# = )\.61 + H.€2
Ainsi
F ={X\ej + pea| (\pu) € R?} = vect(eq,e2)

ceci prouve que G = {ej,e2} est une famille génératrice de G
e Montrons que G est une famille libre.
Soit (A\,u) € R? tel que A.eq + p.eg = 0.
On a donc
Vi e R, Aei(t) + pea(t) = At +p1=0

En particulier pour ¢ = 0, cela donne p =0
Puis pour t = 1, on obtient A + u = 0.
Au final, on a bien montré que A =p =0

e Conclusion: \g = {e1,e2} est une base de G ‘

ii. La dimension d’un ev étant égale au cardinale d’'une base,
ili. Soit ()\1,)\2,/1,1,;12) € R4,
On a pour tout ¢ réel

(IAr,m1 © Draa) () = Gay 1 (9r, s (1))
= gxny (A2t + p2)
= A.(Aat 4+ p2) + 1
= A1 A0t + Ao + g

En notant A3 = A1.Ag et us = Aq1.po + p1, on a donc

vVt € Ra (g/\1,u1 © g/\Q,lJ«Q)(t) = GXs,u3 (t)

ce qui permet d’affirmer que
9r,m1 © GXoue = Ghs,ps

On a bien prouvé que GG est stable par la loi o



