3 \ Suites numériques

ANA 51 (Exercice d’oral Maths II)
Soient (@, )ns0 €t (bn)nso les deux suites réelles définies par a,, = cos(2"z) et b, = cos(2"y) ol (z,y) € R?
fixeé.
On suppose que pour tout entier n, a, > b,
1. Donner a,4; en fonction de a, ainsi que b,4; en fonction de b,. Factoriser a, 11 — b,41, puis en
déduire que pour tout entier n on a a, > |by,|
2. Montrer que la suite (a,) est décroissante
3. Montrer que la suite (a,) est convergente, et déterminer sa limite
4. En déduire qu’il existe un entier relatif k tel que z = 2km

\AUTOUR DES PREMIERES DEFINITIONS‘

ANA 52 (bornée a partir d’un certain rang...)
Soit une suite réelle (u,,) pour laquelle on sait que 3¢ > 0,Vn > 3, ju, — 4| < ¢

i) Peut-on dire que la suite (u,) est convergente?
ii) Peut-on dire que la suite (u,) est bornée? Si oui, donner un majorant et un minorant.

ANA 53
Soit une suite (uy,)n>o0 telle que VB € R,3ng € N, u,, > B.
1. A-t-on limu,, = +00? Justifier
2. Si l'on suppose de plus que (u,) est croissante, a-t-on limu,, = +o0o? Justifier

ANA 54
Soit (uy)n>o une suite qui converge vers 4.
1. Montrer qu’a partir d’'un certain rang, on a u, < 4.3
2. Montrer que pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel on a 8 — e < u,, + Uy < 8+¢

n+999
3. Montrer que pour tout & > 0, il existe un rang & partir duquel on a 4 —e < . > w <4 +e¢
k=n

1000
ANA 55
Soit (uy)n>o une suite telle que limu,, =1 > 0.
Montrer qu'’il existe k > 0 et ng > 0 tels que Vn > ng,u, > k

[SUITES EXTRAITES |

ANA 56
Soit (u,) une suite réelle.
On suppose que les suites extraites ((ugn)7 (U3n+1) et (’U,3"+2) convergente vers une méme limite [
1. Rappeler la définition de la convergence de ces 3 suites a 'aide de e.
(On introduira des rangs notés Ny, Ny et Nz)
2. & > 0 étant un réel fixeé.
Justifier qu'il existe Ny € N tel que Vk > Ny, [up, — 1| < e
3. Que vient-on de justifier?

ANA 57 (Généralise un résultat de cours)
1. Soit (u,) une suite telle que les suites extraites (usy),(uon+1) €t (us,) convergent. Nous allons
montrer qu’alors (u,) converge aussi. On note I; = limug,41, lo = limuy, et I3 = limus,

(a) Rappeler les résultats de cours que vous connaissez relatifs aux suites extraites.

1

(b) En considérant la suite (ug,), montrer que lp = I3
(¢) Montrer que i} =3
(d) Conclure

2. Le résultat reste-t-il vrai si 'on suppose que (ug,),(ugns1) et (ug,) convergent?

ANA 58

Soit (uy)ns1 une suite réelle telle que Vn > 1,Vp > 1,0 < tpyp < ——
np
Etudier la convergence de la suite (uy,)

ANA 59
Soit u = (u,) une suite réelle telle que limuy, =1 € R.

1. La suite (u,) est-elle forcément convergente? Justifier.
2. On suppose de plus que (u,) est croissante.
Montrer que limu,, =1

[SUITES DEFINIES DE MANIERE EXPLICITE |

ANA 60
Soient a et b deux réels. On s’intéresse A la suite (u,,) définie par u, = cos\/[472n? + an + b|

1. Le raisonnement suivant est-il correct? "Lorque n tend vers l'infini, on a /[|47?n? + an + b| qui
tend vers U'infini. Or la fonction cos ne posséde pas de limite en I'infini, donc la suite (u,) ne possede
pas de limite en l'infini!"

2. Justifier que \/[47%n? + an + b| = 2mn + = + o(1) lorsque n tend vers Uinfini

3. Qu’en conclure quant a la convergence de la suite (uy,)?

ANA 61 nr
On s’intéresse a la suite (u,,) définie par Vn € N, u,, = tan (—)

xm
On considére la fonction f : x — tan (?)
1. Justifier que la suite (u,) est bien définie.
2. Donner I'ensemble de définition de la fonction f
3. La fonction f est-elle bornée? monotone?
4

. Justifier que la suite (u,) ne converge pas

‘SUITES DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

ANA 62

Pour n € N, on pose I,, = /4 tan” tdt
0
1. (a) Calculer I et I
(b) Calculer pour tout entier n, I, + 2
(c) En déduire I'expression de I,, en fonction de n
)

2. (a) Prouver que limI,, =0

(b) En déduire que: In2 = lim (f %) et T~ lim (f (—1)k—1)

P00 \k=1



ANA 63 1
On pose u, = / (In(1 + ¢))"dt
0
1. Montrer que (u,) est monotone, convergente et déterminer la valeur de la limite
2. Etablir une relation entre u,1 et u,. En déduire que (n+ 1).u, < 2.(In2)"™ < (n + 2).u,
3. Déterminer un équivalent (simple) de u,

ANA 64
On pose pour tout entier n > 0, u, = fol V1—trdt
1. Montrer que la suite (u,) est une suite monotone

tn
2. Etablir que pour tout ¢ de [0,1], on a les inégalités 1 — " < /1 —¢" < 1 — 5
3. En déduire que la suite (n(u, — 1)) est bornée.
ANA 65 1
Pour tout n € N on pose / dt
ur tout n n pose u, = [ ———
Posetn = | T+

1. Calculer ug, u; et up

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (uy,)
odt

(b) T

¢) Montrer que la suite (u,) est convergente

(a)

b

Montrer que pour tout n € N, u,, <

1
tn
() Justif Q) —u, = [ ——————
3. (a) Justifier que In(2) — u, /U (1+t+t”)(1+f)dt

1
(b) En déduire que pour tout n € N, In(2) — u,, < ]
n
(c¢) Donner la limite de la suite (u,)

ANA 66 0 (—1)

Soient (uy)ns0 €t (Un)nso les suites définies par u, = >

et v, =u,—In2
=0 k+
(-

1
1. Calculer pour tout x € [0,1] la quantité f,(z) = > (—=1)*z*
=0

In+1

1+z
3. En déduire que la suite (u,) converge vers In2

1
2. En intégrant f,, montrer que v, = (—1)"/ dx
0

n
4. Calculer S,, = Y vy, et en déduire lim S,,. Que vient-on de prouver?
k=0
ANA 67 1
Pour n € N*, on pose U, = —'/ e'(1 —t)"dt
n:Jo
1. Calculer Uy
2. Trouver, pour n > 2, une relation entre U, et U,
n
1

3. En déduire que: U, = e — —

=0 k!

n—00

e . n
4. Démontrer que 0 < U, < — bour prouver que: ¢ = lim (Z —)
n!

ANA 68 b
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose I, , = / (t —a)P(b—t)idt

1. Former une relation de récurrence liant I, , et I,11 41

2. Donner une expression de I, , & I'aide de factorielles

ANA 69
Soit f:[0,1] — R une fonction de classe C*° et p € N.

1
On pose pour tout n € N, I,, = / t" f(t)dt
0

1. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0

2. Déterminer un développement asymptotique de I,, a la précision o(=), puis a la précision 0(73—2)

1
n
ANA 70 1
On pose pour n > 1,u, = / e dx
0

1. Calculer u;. Montrer que la suite u,, est convergente.
2. Montrer que Vy € [0,1],1+y < e? <1+ (e — 1)y . En déduire [ = lim u,

n—00
3. Pour quelles valeurs de a € R a-t-on lim n®.(u, —1) =07
n—0o0

ANA 71

Pour 1 < k <netze[01], on pose fnr(z) = "

1
(k) 2P ((—=2)"* et Ix = / frg(t)dt.
0
On note My, j; le maximum de f, ; sur [0,1]
1. Etudier les variations de f,; sur [0,1]

2. Montrer que la courbe représentative de f, ; sur [0,1] admet un axe de symétrie lorsque n = 2k

3. Déterminer un équivalent de m,, ; lorsque n — 400
4. Déterminer une relation entre I, et I, j41, et en déduire la valeur de I,, 5

[SUITES DEFINIES PAR UNE SOMME |

ANA 72 01
Montrer que lim Y —— =2
n—oop—g (N
(:)
ANA 73
Soit z € R.
1 n
Déterminer lim —. > | kx|
n—oo N° 1
ANA 74 n
On pose a,, = Z Z — Inn pour tout n > 1
k=1

1. (a) Montrer que la suite () est minorée.

(b) Etudier le sens de variation de cette suite et en déduire qu’elle converge. On notera v sa limite.

no1
2. Donner la limite et un équivalent de S, = > — lorsque n — +o00
k=1
3. Déterminer lim ¢'*3++% avec ¢ € R*+ fixé.
n—oo

(indic. on pourra écrire que S, =Inn+~v+o(1))



ANA 75
Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par u,, = Z

n 1
—Inn = —_ ) -1
1+k2 nn (lgl 1+k2) nn

" Ink

1
3 7) — ~(Inn)? est convergente.
= k 2

ANA 76
Démontrer que la suite définie par u, = (

Inz
(On pourra introduire la fonction f : x — —— et vérifier qu’elle est décroissante sur [3, + oo[.)
x

ANA 77 1
On définit la fonction w sur R en posant u(t) =t + 1 — I
ch
h
1. Justifier que Vt € R, — 1 < b}—j <1
ch
2. Etudier le signe de u(t).
3. En déduire que pour z > —1,In(1 + z) < sha
4. En déduire que pour z < 1, —In(1 — z) > shz

ot

n ]_
. Justifier que pour tout n > 2onaln(2n+1) —In(n+1) < > sh ( " k) <In2
k=1 n

n 1
6. En déduire la limite, quand n — oo, de > sh ( )
k=1 n+k

[SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT |

ANA 78
1. Veérifier que, pour n € N*, I'équation & — Inx = n posséde, dans U'intervalle ]0,1], une et une seule
solution, que I’on notera u,,.
2. Etudier la monotonie de la suite de terme général w,,, puis justifier que limwu,, =0
3. Donner un équivalent simple de u,, quand n tend vers 'infini, ainsi que de v,, = ¢"u,, — 1.

ANA 79

1
Soit f:z €1, —0—00[»—)z ne

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel a,, > 1 tel que f(a,) =n
2. Etudier les variations de (a,), et montrer que (a,) n’est pas bornée
3. Donner un équivalent de a,, puis de a, — €"

ANA 80

Soit P (X)=X"4+X"14+..-+ X —1pourn>1
1. Montrer qu'’il existe une unique racine, notée a,, de P, sur |0, + oo]
2. En considérant par exemple P, (a,_1), montrer que la suite (a,) est décroissante
3. Montrer que la suite (a,) converge.

n+1

4. Justifier que pour tout n > 1 on a a.™" — 2a, + 1 = 0 puis déterminer lim a,,.

ANA 81 3
T 2z 1
Soit f:x— — 4+ — + -
On définit la suite (z,,) en fixant z¢ €]0,1/2[ et la relation Vn € N, 2,41 = f(z,,)
1. Montrer que I’équation f(z) = z admet une unique solution o €]0,1/2]

2. En déduire la monotonie de la suite (z,,), sa convergence et sa limite
"’

3. Montrer qu’il existe k €]0,1[ tel que Vn € N, |z,, — a| <

ANA 82 Lo L.
Pour n € N* et x €]0,1[ on pose f,(z) = % + Z YT et g,(z) = % g i
1. Montrer qu'il existe un unique u, €]0,1] tel que f,(u,) =0

1 4in
2. Montrer que kzl T 2= il

3. Comparer f,(z) ct gn() en fonction de z €]0,1]

1 1
4. En déduire que Vn € N* u,, < 1 + —. En déduire la limite de u,
n

\ SUITES RECURRENTES \

ANA 83
Donner 'expression du terme général de la suite récurrente complexe (u,,),>o définie par:

up = 0,uy = 1444 et Vn € Nyuyi0 = (3 — 20)ups1 — (5 — 5i)uy,

ANA 84 (on devra trouver des expressions simples!)
Soit @ € ]0,7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,) définie par:

ug=1u; =1 et Vn € Nu,10 —2cosf.upi1 +u, =0

ANA 85
On considére la suite (u,) définie par ug € R et Vn € Ny w1 = —u2 + u,
1. Justifier que la suite (u,,) posséde une limite. Préciser ensuite quelles sont les limites possibles.
2. Dans le cas o ug < 0 donner lim u,,
3. Donner le tableau de variation de la fonction z — —a? +
4. Donner alors lim u,, lorsque ug > 0

ANA 86

On souhaite déterminer les suites & valeurs complexes qui vérifient la relation de récurrence
Vn € N, 2upio = 3upi1 —un + (—1)" (1)

1. Déterminer une suite (z,,) qui vérifie la condition (1).
(on pourra chercher w,, sous la forme A.(—1)" avec A € R)

2. On définit la suite (v,) par Vn > 0,0, = u, — Tp.
Montrer I’'équivalence entre les propositions

i) (uy) vérifie la condition (1)
ii) (v,) vérifie la condition (2)Vn = 2v,49 — 341 + v, =0

3. En déduire toutes les suites qui vérifient la condition (1)

ANA 87
On définit la suite (u,) par ug € [0,1] et Vn € N, upqq =

e'n

e+ 1
1. Montrer que ¥n € N, u,, € [0,1]

— . €
2. Montrer qu’il existe un unique « € R tel que -
e

1 =a et que a € [0,1]

e
3. Montrer que Vn € N, Ju, 41 — a| < 1|un —al

n
4. En déduire que ¥n € N, |u, — a| < <Z> , puis que la suite (u,) converge vers «

5. Trouver un entier ng tel que u,, soit une valeur approchée de v & 1073 prés

6



ANA 88 ANA 91

On considére I'équation (E) : 2% — 22+ 3z +1=0 On pose ug = 3 et Vn = 0, u,41 = cos(uy,)
. ; 4 ablir 10] — . . .
1. prouver que (E) a exactement une solution réelle . Etablir de plus que o € [~3,0] = I 1. Montrer que I'équation cosz = o posséde une unique solution a, et que a € [0,1]
Pour déterminer une valeur approchée de o on considere la suite définie par ug = —% V3
u? —1 2. Montrer que V(a,b) € [0,1]%,]| cosa — cosb| < ——.|a — b]
et Vn = 0uy ) = — 2
UZL + 3 \/g n
2. vérifier que si la suite converge ce ne peut étre que vers « 3. Montrer que ¥n € N, u,, € [0,1] et que |u, — a] < <2> . En déduire la limite de u,
2
v —1
3. on pose f(z) = 22 +3 4. Comment obtenir une valeur approchée de o & 107% prés?

‘(1) est inclus 5 1. ’ éduit- s de la sui ?
(a) prouver que f([I) est inclus dans I. Qu’en déduit-on quant aux termes de la suite (u,) ANA 92 (une suite complexe)

8
(b) démontrer que Vz € I,]f'(z)| < o7 Soit a € C —iR.
n 1 1
8 . S 1A e . . _ y —— o
(¢) prouver que ¥n € N*,|u, — a| < (277) uo — o On consideére la suite (z,) définie par zp = a et Vn € N,z,41 2 (zn + 2‘n>
(d) en déduire que la suite (u,) converge vers «. Puis déterminer un entier n a partir duquel on 1. On pose f:z 1 (z + l)
est sr que u, approche o & 1079 prés. 2 Z
(e) existe-t-il un réel 3 pour lequel la série Y (u, — 8) converge? Justifier. (a) Montrer que z € iR <= f(z) € iR
(b) En déduire que la suite (z,) est bien définie.
ANA 89 -1 =1
On s’intéresse a la suite définie par { = 2. On suppose de plus a # —1. On pose alors pour tout n, u, = 1
= ' Z"
n=1, uppr=+vV1+u, Trouver une relation entre u,; et u,. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
On note ® = L+v5 et frx— 14z 3. (a) Déterminer lim u,, puis lim z,, lorsque Re(a) > 0
On s’intéresse a la suite (u,) de deux maniéres différentes. (b) Déterminer lim u, puis lim 2, lorsque Re(a) <0

(c) Justifier que le cas Re(a) = 0 n’est pas & envisager
Justifier tout d’abord que 1+ & =&

ANA 93
On considére la suite définie par Vn € N, u,, = —3.4" + 5.
1. Premiérement Montrer qu’il s’agit d'une suite arithmético-géométrique en donnant la relation de récurrence suivie.
(a) Montrer que Vn > 1,1 < u, < @ [SUITES ADJACENTES |
(b) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,)
(c) Justifier que (u,) est une suite convergente, et donner sa limite. ANA 94
9. Secondement. Dans chacun des 2 cas, montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite
n 2n
(a) Montrer que Vn > 1, ju,41 — f(¢)] < %.|un — 9| 1w, = kzzjl ki et v, = kin%
(b) En déduire que Vn = 1, |u, — ®| < % 2. Uy = ki % et v, = u, + !
=

(c) En déduire une méthode pour déterminer une valeur approchée de ® a 107 prés
ANA 95 ( preuve de lirrationnalité de e)

ANA 99 . _ 1 On consideére les suites:
On consideére la suite (uy,)nen définie par ug et Vn > 1,u, = ——
14 typ_1 1 1 1 1 1
On note f : z + T2 etg=fof un:1+ﬂ+i+§+"'+metvn:un'i_m
. Montrer que ¥Yn > 0,u, € [%71] =7 1. Montrer que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.
Quel est le sens de variation de f sur 17 2. Montrer que cette limite n’est pas rationnel (on raisonnera par I’absurde)

. Calculer ug, u; et uy
. Montrer que les suites (ug,) et (u2,+1) sont monotones, de sens de variation opposés

CU = W N =

. Justifier que les suites (u2,) et (ug,41) convergent vers la méme limite. Conclure



‘ QUELQUES CORRIGES ‘

1. Nous allons utiliser la formule de trigonométrie cos(2X) = 2cos?(X) — 1.

On a donc |pour tout n > 0,a,41 = Qafl —let by = Zbi - 1‘

Pourn >0, on a
Apt1 — bpy1 = 2‘1721 - Qbi = 2(an — by)(an + by)

Comme on a supposé que pour tout entier n on a a, > b,, on peut écrire

Ap+t1 — bn+1

an, + bn = b
ap — Op

et ainsi remarqué que a, + b, > 0 car quotient de deux nombres strictement positifs.

On vient de prouver que Vn > 0, a, > —b,, , comme on sait aussi que Vn > 0, a,, > b,,, on peut bien
en déduire que
2. Pour n > 0 fixé, on a
Upi1 — ap = 202 —ap, — 1 = (a, — 1)(2a, + 1)
Or on sait que a, > 0 (car a, > |b,|) et a, > 1 (car a, = cos(...)),
on en déduit ainsi que a,41 — a, < 0.

On vient de montrer que ‘la suite (a,,) est décroissante.‘

3. Comme la suite (a,) est une suite positive, elle est minorée par zéro.
La suite (a,) est minorée et décroissante: on en déduit qu’elle est convergente.
Notons L sa limite.

On sait que Vn > 0,a,4, = 2a2 — 1.
Par passage a la limite cela donne L=2I%—1,cestadire2l2—L—1=0.

-1
Or les solutions de cette équation sont 1 et -5

Comme L > 0 (car limite d’une suite positive), on en déduit que nécessairement L = 1.

‘Conclusion lima, =1 ‘

4. La suite (a,) est une suite décroissante qui converge vers 1, on a donc Vn > 0,a, > 1.
Mais on sait aussi que par définition 1 > a,,.
On a ainsi Vn > 0,1 > a, > 1, Cadm
C’est en particulier le cas pour ag, or ag = cos(x)

Comme cos(z) = 1, on peut affirmer qu’il existe un entier relatif k tel que x = 2k !

— On va s’intéresser aux suites extraites (ug,) et (uzn+1)
Par hypothese, on a dans le cas particulier o p = n

V> 1,0 <y <y =
n

.2 -
Comme lim — = 0, on a avec les gendarmes |lim ug, = 0

n
— Par hypothése, on a dans le cas particulier o p =n + 1

2ng
n

. 2n+1 :
Comme lim ——— = 0, on a avec les gendarmes
n(n+1)

Comme les suites extraites (uQn) et (U2n+1) convergent vers 0, on peut affirmer par théoréme que

‘ (un) converge aussi vers 0‘

2. On trouvera /[47%n? + an + b| = 2mn + X + o(1).

| 62 |

La fonction tan est continue sur le segment [0, /4] & valeurs dans [0,1],
donc pour tout entier naturel n, la fonction t — (tan(t))™ est continue sur le segment [0,7/4] aussi.

— On vient de vérifier que les intégrales I,, existaient bien pour tout n € N

o /4 ln 2

=

1. (a) |In=

jU/ tan(t)dt = [— In| cos(t)[]7* = —In(1/v/2) =

1dt = 4 e

(b) Soit n € N.
Par linéarité de I'intégrale, on a

/4 /4
I+ Ie = / tan™(t) + tan""2(t)dt = / (1 + tan®(t)) tan™(t)dt
0 0

En effectuant le changement de variable u = tan(¢), on a du = (1 + tan?(t))dt, et donc

1

1 n —
I,L—O—],H_g:‘fou du—n+1

(¢) Pour déterminer I,, on va distinguer les cas n pair et n impair comme sur les exemples suivants:

1 1 1 1 1
K [ === (=—I)==—=41]
Li=g=h=5-G-hl=3-7+0h
1 1 1 1 1
¥ hh=-—IL=~-—(=—1 I
s=q b= G =1—*h
1 1 1 1
*lo=-—Ihi=-—s+=—1I
A A
Au final on peut montrer rigoureusement par récurrence que
. 1 1 1 1 m m & (—1pk
o— — —1)P= 1P 1 =2) = (=1)P=
ERE v B e B v SR S S S Ul Al etV D
1 1 1 1 In2 In2 L ( 1)7"’C
. Ippp = — — B V-t (i pi
i by =g - o oty gt DTG -5 =) —Fg
2. (a) Soitn e N
— Le changement de variable x = tant donne I, = f ! Jidz
01+]12

"

— Pour tout z € [0,1] on a 0 <

1+a
dire que fol() fol T+ 2(1 < f z"dx.

5 < 2", ce qui, par croissance de l'intégrale, permet de

On a ainsi pour tout n,0 < I, < 1 Le théoréme de convergence par encadrement
n

nous permet d’affirmer que

(b) Comme la suite (I,,) tend vers 0, on peut affirmer que ses suites extraites (I5,) et (Iopi1)
convergent elles aussi vers 0

10



v (-1
=12k —1
La suite ((—1)?I5,) tend vers 0 (produit d’une suite bornée par une suite qui converge
P (—1)k —
vers 0), on peut donc affirmer que lim > 2( B )1 = 7777 soit de maniére équivalente que
n—oo k=1 ; —

A la question 1)c)i), on a montré que (—1)P1y, = g +

po(=D 7
li Sk’ A
niniok; 2%—1 4

— avec un raisonnement similaire on prouve 'autre égalité.

1. Soit n € N.
Nous allons utiliser la croissance de 1’intégrale.
Comme
Vte[0,1,0 <In(l+¢)<ln2<1 (%)
On a

vt € [0,1], (In(1 + )" < (In(1 +¢))"
et donc par croissance de l'intégrale

/ 1(1n(1 + )" dt < / 1(ln(l 1) dt

cad
Up+1 < Unp,

Conclusion ‘ (uy) est une suite décroissante

— Soit n € N.
Comme la fonction x — 2™ est une fonction croissante sur R*, on a d’aprés (*)

vt € [0,1,0 < (In(1 + )" < (In2)"

ce qui donne par croissance de l'intégrale

1 1 1
/ 0.dt < / (In(1 4+ £))"dt < / (In2)"dt
0 0 0
cad
0<u, < (In2)"
Comme In2 ~ 0,67 on a lim(ln2)" = 0.

Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

2. Soit n € N

— On réalise une intégration par parties sur , 1
t) = (In(1+¢)
On pone 10 = (1 +0)
o(t) =t+1 (petite astuce!)
Cela donne

qui sont bien C! sur [0,1].

st = [(t+ 1).(In(1 + £)"]L — (n + 1)/0 (t+ 1)

- LL(ln(l +t))"dt
=2.(In2)"" — (n+1).u,

— Nous allons prouver I’encadrement demandé.
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— Comme la suite (u,) est décroissante, on a u,,; < u, ce qui donne
2.(In2)"* — (n+ 1), < uy,

et déja
2.(In2)" < (n+ 2).u,
— On a vu en Q1 que la suite (u,) était positive, on a donc
Un+1 > 0
cad
2.(In2)"*" — (n+1).u, =0

ce qui donne
(n+1).a, <2.(In2)"*

— Au final, on a bien montré que ‘Vn eN,(n+1).u, <2.(In2)"" < (n+2).u, ‘

— Ona(n+1)u, ~nu, et (n+2).u, ~ nau,
ce qui permet d’écrire avec I'encadrement de Q2

n.at, ~ 2(In2)"
et ainsi
2(In 2)"+!
n

Uy ~

4. Cette question est plus délicate car on est obligé de décomposer l'intervalle d’intégration par la

relation de Chasles
Soit n € N

Uy = /2(ln(1 +1))"dt + /S(IH(l +1))"dt

=Tn =Yn

— La fonction ¢ — (In(1 +¢))" est positive sur [1,2], on a donc par positivité de 'intégrale

2
Ty = / (In(141¢)"dt >0
1

ce qui prouve que
Un 2 Yn
11 suffit donc maintenant de montrer que limy, = 400 pour conclure
— On reprend la méme idée de croissance de 'intégrale (de maniére plus rapide)

Comme

vt € [2,3], (In(1+1¢))" > (In3)"
On a

3 3
- / (In(1 +))"dt > / (In3)"dt = (In3)"
2 2
— On vient de montrer que
Vn > 0,v, = (In3)"

Comme In3 > Ine =1, on a lim(In 3)" = +o0,
ce qui permet d’affirmer que
limwv, = +00

12



1. Une ipp donne U; = e — 2 Dans la seconde somme, on fait le glissement d’indice k <+— k — 1

1
2. Une ipp donne Vn > 2,U,, = =-—=+ U, n 1 n—1 1
n!
3. Par récurrence Z 1 = Z - Z 1

1
2k k4 =0 (k _Z
4. Vraiment classique! k=1 k k=1 k+ 2 k=0 (k+1) 2
n—1
n=2 1 1 1
On pourra commencer par montrer que lim, . >, —— =0 = Z -1~ -1
k=2 (N k=t k+ - k=0k+ =
k 2 2
1 1 —4dn
1. On va bien str utiliser le théoréme de la bijection B "t 11 on+1
— La fonction f, est C* sur I'intervalle ]0,1[ comme somme de fonctions ¢, avec 22

n ii) On peut par exemple procédé par recurrence
p P pie p p

, 1 1
= — —_— S — n 4/
vz €01, fule) 222 Z (x — k2)? <0 Notons pour n € N*, P, :”7 Y ="

k=1 P 2n+1
— Ainsi la fonction f, est continue et strictement décroissante sur 'intervalle ]0,1], B 1n1t1allsat10n 1 4 i1
fn réalise donc une bijection de ]0,1[ sur ]TILIB fu(2), wllrgl+ fo(2)[=] = 00, + 00| On a 2:: T g =-3= —2‘1'+ T
ce qui prouve que Py est vraie

Ceci permet d’affirmer que 3w, €]0,1[, f,.(u,) =0 i
— hérédité:

On suppose la propriété P, vraie pour un n > 1 fixé quelconque.
x 0 Up, 1
n+1 1 1
lei(‘/I:) - 1 = 1
rr— N R
00— 4dn 4
fal(®) 0\ = - + 3
s M+1 1—(2n+2)
4n 4
— Quelques pre’czsions qui azdent G la compréhension: 2n+1 (1-(2n+2)(1+(2n+2))
I Z 1 1 - 1 1 L1 _ A 4
() = + L7k2727;+1712 22+ 32 ot T —n2 2n+1 (2n+1)(2n + 3)
— Sous cette forme étendue il est clair qye fn( x) est bien définie pour tout x €]0,1[. _ n(2n+3)+1
(L’ensemble de définition complet serait R — {0,12,2%,... n?}) T T @2n+ 1) (2n +3)
— Sous cette forme, Uobtention des limites en 07 et en 17 est claire aussi 2n®+3n+1
2. i) On peut par exemple reconnaitre un procédé télescopique. T T @2n+1)(2n+3)
La décomposition en éléments simples donnent _, @n+D(n+1)
1 1 1 1 1 1 ‘2n+1)(2n+3)
— - + = — n+1 n+1
I 1 1 1 1 1 I -4 -4
- —X? - —X)(z+X -—X —-4+X X+- X--
1 G-XG+X) 3 5+ +5 5 2n + 3 2(n+1) +1
et ainsi, avec n > 1 fixé et 'on prouve que P,y est vraie.
n 1 n 1 1 - conclusi.on.: , 1 in
1 = T~ i Par le principe de récurrence, on a montré que Vn € N*, > S =3 1
k=1 — — k2 k=1k+- k—= :Zf n+
4 2
1 -1
- T~ 1
k4 M k—-
k=1 k + 5 1 5
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3. Soit 0,1]. 1 1 1
oit & €]0,1[ — Conlusion: |Vn > 1,- <u, < -+ —
4 4 n
IR | I 1 _ o _ 1
f(z) — gnlx) = B + 2]\ a2 + T2 — Une simple application du théoréme des gendarmes permet alors de prouver que lim wu, = —
ot S e 4
n 2n —1)0
Sy (L 1 COS(M)
—\z-— k2 i — k2 On trouve Vn > 0, u, = 73
IR cos(3)
— (x — k)5 — k?) 1. (a) On a les équivalences
1 _ 1 , =
- (z - ) > T f(2) € iR <= f(2) = T(2)
k=1 1 = z+1/z2=—(z+1/2)
=7+ +24+2=0
Or ) — (z+72)( 1+7z§4 )=0
Vke[ln],o—k<0et~—k2<0 #0 car £7=lzf?>0
4 = z+z=0
Ce qui permet d’affirmer que . ) — 7 4R
——— >0 - i .
; (z— kQ)(i =) (b) On a donc également I'équivalence

Conclusion : ‘sg(fn(:r) — ga(x) = sg(3 — ) ‘ dER=C-iR f(z) #iR=C—iR

4. — Comme f, est strictement décroissante sur 0,1, Comme z) & (C — iR, onaz 76 0 et donc 2 est bien défini.
1 1 1 1 1 1 De plus, on sait que z; € C —iR.
pour montrer que 1 <, < Z+ — il suffit de montrer que f”(l) > fulun) > fn(1+ =)
cad prouver que f,(—) >0et f.(-+—) <0 Une récurrence immeédiate nous assure que tous les termes de la suite (z,,) sont bien définis.
4 4 n 2. Le calcul donne u,,1 = ufl
1 T 1 . — 1\
T 1 Un 1 + Par une récurrence immédiate cela donne Vn > 0,u, = uf" = (%)
a
g 1 Al X . 1
fol(@) fn(Z) \0\ L 3. On commence par exprimer z, en fonction de wu,, et 'on trouve z, = 1 + Un
' falz+3) —n
(a) cas Re(a) > 0.
_ Soit n € N* En faisant une interprétation géométrique dans le plan complexe, on constate que cela signifie
7. (}) _o9_ 4an _ 2 -0 que le point d’affixe a est plus proche du point d’affixe 1 que de celui d’affixe —1.
-1
4 nt+l 2n+1 Onadonc|a—1\<\a+1|cﬁda7 <1
— Soit n € N*, a+1
1 insi li = i =
Comme i + - > 7 on sait d’aprés Q3. que ) A1ns]1% h(m)u; 0 0 et donc lim z, =1
n cas Re(a .
-1
f (1 n 1) <g (1 n 1) La méme interprétation donne ¢ 1‘ > 1.
gt My Ty
1
o On a donc lim — = 0.
r Unp
1 1 4an —14n T4u, 1ju,+1 ]
gn(4 + n) = ) 1 1 M+l (m+d)2ntl) Comme z, = — = m7 cela donne lim z, = —1.
‘\4 n rem: on est passé par 1/u, car (u,) étant une suite complexe, on ne peut écrire limu, = +00
) ) —14n (c) cas Re(a) =0.
et il est clair que pour n > 1, on a 7(71 Tt <0 C’est le cas exclu car @ N'est PAS un imaginaire pur par hypothése!
1 1
On a donc bien f"(Z +-)<0 Uppr = —3A4™ 4+ 5 =4.(=3.4" +5) — 15 = 4u, — 15
n
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