1 |Fonctions: continuité, dérivabilité,. ..

ANA 1 (Epreuve C 2024 Banque P7’T1‘ 71( réambule))

1. Rappeler, pour tout réel z de ~350 les deux expressions (I'une faisant intervenir la fonction

cosinus, l'autre la fonction tangente) de la dérivée de la fonction

xr +— tanx

1
2. (a) Montrer que la fonction g qui, a tout réel x de ]0,7[\ {g}, associe g(z) = : , se prolonge
an T
en une fonction § continue sur ]0,7[. Montrer que § est dérivable sur 0,7[.

(b) En déduire une primitive sur ]0,7[ de la fonction

1

sin® z

X

3. On considére les fonctions

fiiz e tan (%) et fprwn (tan (g»

(a) Expliciter les domaines de définition respectifs Dy, C R et Dy, C R des fonctions f; et fo.

(b) Montrer que les fonctions fi et fa sont périodiques, de périodes respectives T et Ty que Pon
explicitera.

—
o
~

Donner les domaines de dérivabilité respectifs des fonctions f; et fs.
(d) Donner, en tout réel z du domaine de dérivabilité de la fonction fi, I'expression de fi(z).
(e) Montrer que, en tout réel z du domaine de dérivabilité de la fonction fo,

1

@) = ———2
2 sin <§> Cos (5)

et en déduire une expression simplifice de fj(z).
(f) Etudier les variations des fonctions f; et fo. On donnera leurs tableaux de variations respectifs
sur une période, en précisant les limites aux bords.

T
Donner, également, les valeurs des fonctions f; et fo en 5[27@‘

(g) Tracer, sur un méme graphe (échelle: 1 cm pour une unité), la courbe représentative de fi

sur Dy, N [—2m,27] et la courbe représentative de fo sur Dy, N [—27,27].

4. On considére la fonction

f3:x—

cos? x
a) Expliciter le domaine de définition Dy, C R de la fonction f3. Quel est le domaine de dériva-
f3
bilité de f37

(b) Etudier les variations de la fonction f3 sur [O,ﬂ. On donnera son tableau de variations, en
précisant les limites aux bords.

ANA 2 (équivalent et In)

1. At-on 14z ~ 1+ 2%? A-t-on In(1 + z) ~ In(1 + z?)

2. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un point a.
g est strictement positive

On suppose que f ~ g et que
ppose que f A g admet une limite [ € R* U {400} autre que 1

(a) f est-elle strictement positive?
(b) Montrer que In f ~Ing
a

ANA 3 (classique) 2/3 1

1. Justifier que arcsin(y) — % o T(y — 5)

2. Justifier que T_ arcsiny ~ /2(1—1y) (Astuce!)
2 y—1-

ANA 4
Déterminer les équivalents suivants

\In(2? + 2 +1). arctan z

1. a) z.In(e* + 1) en —oco b)mf —1en +oo en 0 et en +00

In(z +1)
5 (l—C(.)SQI).tELHCL’ 00 b) 2% —1en1 o sinz — cosz en T
x.sin”(3z) r—7 4
ANA 5 2
1
Soitf:xHI + el/®
z—1

1. Montrer que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote a la courbe Cy lorsque x — +00
2. Etudier la position de I'asymptote par rapport a la courbe. C¢

ANA 6 (bien comprendre les croissances comparées)
Ordonner les fonctions suivantes de la plus négligeable a la plus prépondérante quand x — 400

1 1 1 In x)? 1
nx (Inz) 2 VE

a2 z.lnx xAT a3 x
On utilisera la notation a < b lorque @ = 044, (b)

ANA 7
Soit f: R — R une fonction de classe C'° qui posséde n + 1 racinces disctinctes.
Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f™(c) =0

ANA 8 (continuité)
Soit f: R — R une fonction continue et strictement décroissante.
Montrer que f posséde un unique point fixe, cad qu'il existe un unique zo € R tel que f(zg) = xo

ANA 9 (continuité)

Soit f une fonction définie et cntinue sur R tel que Vo € R, f(z + 1) = f(z) + 1.

On définit la foncton g: z € R — f(x) —x
1. Montrer que g est une fonction périodique et justifier qu’elle soit bornée sur R
2. En déduire J:lglolo f(z) ainsi qu’un équivalent de f en +oo



ANA 10 (inégalités diverses)
1. Montrer que Vz €] — /2, + 7 /2], | tanz| > |z|

2. Montrer que Vz > 0, Lz <arctanz < o
1+
. Montrer que Ve > 1,Vx 2 0, (1 +2)* > 1 + o
ANA 11 n (—1)*1 sin(kz)

Pour n € N*, on considére la fonction f, : x —
’ I k§1 k2 + n?

13
40
2. Montrer que Vz € R,|f,(z)| < —. En déduire la limite de f,(z) lorsque n — oo

1. Expliciter fo(z) puis montrer que Vz € R, |fa(z)] <

ANA 12
Etudier la dérivabilité de la fonction z — v/22 — 2 — 2 sur son ensemble de définition

ANA 13 (bonne utilisation du théoréme de la limite de la dérivée)

On pose f(x) = arcsin(2zv/1 — 22)
1. Justifier que 'ensemble de définition de f est [—1, + 1]
2. Etudier la dérivabilité de f sur [—1,+1] en distinguant éventuellement des cas, et donner sa dérivée.
3. En déduire un expression simple de f(z) en fonction de arcsin(z)

[FONCTIONS RECIPROQUES. |

ANA 14 (fonctlon réciproque)
Soit f:x— x.e®

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que 'on précisera
2. Montrer que f~! admet un DL & I'ordre 4 en 0
3. Déterminer ce DL

ANA 15 (fonction réciproque)
Soit f: x> x+a? — 23
1. Déterminer deux intervalles [ et J contenant 0 tels que f réalise une bijection de I sur J
2. On note g la fonction réciproque de la restriction de f & I. Montrer que g admet un DL a l'ordre
4 en 0 et le calculer

ANA 16

1
On considére la fonction f: x —

cos T
. Donner I'ensemble de définition de f

. Réduire le domaine d’étude
. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative

B~ W N =

. Montrer que f réalise une bijection de I = [0,m/4] sur un intervalle J que 'on précisera. On note
g la fonction réciproque .
5. Donner les variations de g et représenter sa courbe représentative sur le graphique précédent
1
cos(g(a)) = -
6. Justifier que Vz € J, : 1

sing(z)) = /1~

7. Montrer que g est dérivable sur J — {1} et qu’alors ¢'(z) =

ANA 17 (fonction tangentehhyperbollque)

On considére la fonction th = N
ch

1. Montrer que th réalise une bijection de R sur un intervalle J & préciser
2. Dresser le tableau de variation de la fonction réciproque de th, que 'on nomme argth.
Justifier que argth est de classe C™ et préciser sa dérivée.
Todt
3. Justifier que Vo € J, argth(z) = / 11—z et en déduire alors une expression simple de argth a
0 — U

I'aide des fonctions usuelles

|[ETUDE DE PROLONGEMENTS. |

ANA 18 (prolongement C')
Montrer que la fonction f: [0,7] — R

z? — 2w
77; sixz#0
[ — 47rsin§

est de classe C! sur [0,7]

-1 sinon

ANA 19 (prolongement) 1
Pour n € N, on pose f, : x> 2" bln( ) lorsque = # 0
1. La fonction f, peut-elle toujouls étre prolongeable par continuité en 0. Lorsque c’est la cas, on
note encore f, son prolongement
2. Montrer que fy est dérivable sur R, mais que f} n’est pas continue en 0
3. Montrer que f;3 est C' sur R mais que f} n’est pas dérivable en 0

ANA 20 (prolongement et C™) V1422 —1—22 )
Soit f la fonction définie sur [—1, + 1] par f(z) = z siz#0

0 sinon
Montrer que f est de classe C> sur | — 1, + 1]

ANA 21 (pro]longen}ent et C?)

Soit f 12— —5—
sin“z @

1. Déterminer la limite [ de f en 0, puis un équivalent de f(z) — [ lorsque  — 0

2

2. On pose f(0) = I. Etudier si ce prolongement est continue sur | — Z,2[? Dérivable? C''?

ANA 22
Soit f:ax— 177
1. La fonction f est-elle C* sur son ensemble de définition?
2. La fonction f a-t-elle une parité particuliére?
3. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

Ce prolongement est-il dérivable?

ANA 23
Soit f: Rt — R
22 Inzx .
—— siz>0
T 14 22
0 siz=0

La fonction f est-elle de classe C' sur R*?



DERIVEES n—IEME

ANA 24
Soit f:]—m/2,+7/2[ — R
- 1
1. Calculer f’ et f”

2. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynome P, tel

que Yz €] — /2, + /2], f") (z) = (?(fixir)lyi)l

ot /
Trouver une relation entre P4, P, et P,

Cos ™

3. Trouver le mondme de plus haut degré de P,
ANA 25 (dérivée n—iéme)
1. Déterminer la dérivée n—iéme de x +— e*.cosz
2. (a) Donner la dérivée n—iéme de z +— ¢®
(b) En déduire que Yz € R,Vn € N, cos™(z) = cos(z + nZ) et sin™(z) = sin(z + n
(¢) Déterminer la dérivée n—iéme de x — sin’ z. cosz
3. Soita € R
Déterminer la dérivée n—ieme de z —

4. Soit @ € R
Déterminer la dérivée n—iéme de  — 1% ch(x.sha)

T +a

ANA 26
Pour tout n € N* on note f, : v € R* — et/
Montrer que f, est C* sur R* et que f("(z) = (—=1)".a7" L.e’/* pour tout x # 0

\Intégrales I.\

ANA 27
Indiquer parmi les intégrales suivantes celles qui font parties du chapitre Intégration I

1
A:/m( /——m :/t+2 D= /
) t+2 L
ANA 28

Soit f une fonction continue sur R & valeurs dans R.

Justifier que les fonctions suivantes sont définies et dérivables sur R, puis donner leurs dérivées.

G — f t)dt H: — (e dt Jix— e f(t dt

Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.
1. Existe-t-il une primitive F' de f sur [0,1] telle que F'(1/2) = 20307 Est-elle unique?
2. Existe-t-il une primitive G de f sur [0,1] telle que hm G(z) = +o0?

3. Existe-t-il une primitive H de f sur [0,1] telle que fo t)dt = 7?7 Est-elle unique?

ANA 30
Montrer que si f est continue sur [0,1] alors lim fol t"f(t)dt =0
n—0o0

ANA 31 (lemme de Lebesgue - trés classique)
Soit f une fonction de classe C! sur le segment [a,b]. Prouver que hm f f(t)sin(xt)dt =0

|[FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE: |

ANA 32
On pose T /
pose £ W

1. Ensemble de définition de f?

2. Réduction de l'intervalle d’étude?

3. Etudier les variations de f ainsi que les limites aux bornes de 'ensemble de définition
4. Dessiner l'allure du graphe de f

ANA 33

3z
dt
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = / 3
t24+7
1. Montrer que g est de classe O sur R, et déterminer le signe de ¢’

2. La fonction g est-elle paire ou impaire? Que vaut ¢'(0)?

3z
C
. Pour > 0 donner un encadrement de / 7 g(x), puis montrer que lim g(z) =1n3
z L T—+00

3
4. Donner 'allure de la courbe représentative de g.
5

. Justifier que la fonction A : z — In(z + 22 + 1) est dérivable sur R
puis déterminer une expression de g(x) en fonction de h sans le signe f

ANA 34 3z
Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = / arctan(#?)dt

. Montrer que g est une fonction impaire
. Montrer que g est strictement positive sur ]0, + 00|
. Montrer que g est dérivable sur R, calculer ¢’ et montrer que g est strictement croissante sur R

= W N

. Montrer que pour tout x > 0 on a 2z arctan(z?) < g(r) < 2 arctan(9z?)
puis en déduire que g(z) ~ 7.
+oo
3x

5. Montrer que Vax > 0, 7.2 — g(x) = / arctan( )dt

En déduire que cette différence tend vers 0 lorsque x tend vers +00 et que la courbe représentative

de g admet une droite asymptote
6. Donner l'allure de la courbe représentative de g

ANA 35
Soitf:R—>]R1t etg:lR—>]R2
sh . v
PN . sit#£0 T — ) f(t)dt
1 sinon

1. Montrer que g est bien définie sur R et étudier sa parité

2. Montrer que g est dérivable sur R puis donner ¢'(z) ainsi que son signe
3. Montrer que 1+im g = +00 et dresser le tableau de variation de g
oo
4

. Justifier que g est de classe C*° sur R



ANA 36 ANA 42

1t 2 4
On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = / ; i dt. A T’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que Vz € [0,7/2], 17% <cosa < lf%Jr%
0 z
1. Montrer que f est bien définie sur ]0, + ool. [CHANGEMENT DE VARIABLE |
2. Etudier le sens de variation de f.
(On pourra considérer 0 < x1 < xo puis comparer f(x1) et f(x2)) ANA 43
z+1 s+ 1 i > >t “ontinue s e 1Vt , —1) =
5. (a) Montrer que ¥z > 0, In x+ < f(r) <e.n x+ Sm; f Dune fonl(, 'tl(t)n (o’nttlil‘ue su’r [a7,b£ .telle ((i]ue tth S [a(f]t,‘ fla+b—1t)= f(t)
. Donner 'interprétation géométrique de cette condition
(b) En déduire les limites de f aux bornes de I'ensemble de définition b a+b
R 1 2. Montrer que: Vt € [a,b], []tf(t)dt = 5 [ f(e)at
4. (a) Justifier avec soin que / ﬁdt = o(=) lorsque  — +o00 ™
o (t+2) r o1 3. En déduite / t.sin®(t).dt
(b) En déduire, a laide d’une intégration par parties, que f(z) ~ 0
o X
5. En utilisant le changement de variable § = ¢ + z, justifier que f est de classe C! sur ]0, + ool et ANA 44 ™ ,
) / Soit a €]0,—] fixé.
donner lexpression de f'(z) 4
ANA 37 Calculer f;/%a sin(t). cos(t). In(tan t)d¢ en posant = = T 4
On note H : z €]0, + o[ / ’ In%(1 + 2.t).dt. Proposer un autre moyen de justifier ce résultat et le mettre en oeuvre
. , o . ) ANA 45 W ]
En introduisant la fonction F' : z — /0 In*(1 + t)dt, montrer que H est C* sur |0, 4+ oo[ et donner sa A Paide du changement de variable ¢ = Tow caleuler T = [ ¥ In(1+ tan )
dérivée
ANA 38 et STA 46 imitive de f: 2z — 1 sur 1'intervall a poser ¢ = tan —
On souhaite étudier la fonction f : 2 — / - dat éterminer une primitive de f : z Toamg oo lin ervalle | — 7, + [ ( on pourra poser ¢ = tan 5)
T
1. Montrer que ’ensemble de définition de f est R** ANA 47 1
2. Montrer que f est C' sur cet ensemble et donner sa dérivée. Dessiner le TV de f. Déterminer une primitive de f : x — T en précisant U'intervalle de validité (on pourra poser
—1+ +/In(16e . T
(Dans le tableau, on pourra noter xo = #()) T =2t+2)
n
3. Justifier que 1(i]1+nf =0et lirorolf = +o0 ‘SOMMES DE RIEMANN‘
ANA 39 2w g ANA 48
On souhaite étudier la fonction définie en posant f(x) = / P Calculer la limite des suites dont le terme général est donné ci-dessous
, t—In
1. Etudier la fonction h : ¢t — ! RS L - 1 fixé ) - n
e U DI B R B B R
2. Montrer que la fonction f est C* sur |0, + oo[, et donner sa dérivée. Dessiner le TV de f k=1 k=0 k=1
3. Montrer que Vz > 0,0 < f(z) < z. L& 1 1o i n A\ U 1
En déduire lim d, = — n = — k. —— w = 1+— = — vV 2k
m v csepterd Asl(eg) eely
2 = = = =
4. En encadrant, pour = > 1, la quantité f(x) — /I - montrer que 1+1g.}f =1In2 - n—1 1 /() 1/n C fatnt 1) (ntn)
ANA O Dy ) A Gl
40 N =
Justifier que F': z — / arctan(t)dt est C* sur R* ANA 49
0 Soit & > 0. Déterminer un équivalent de S, = Y k“ en introduisant une somme de Riemann
[FORMULES DE TAYLOR: | k=1
ANA 50

ANA 41

x _ +)n—1
Soit f € C%Ja,b],R) et g définie que [a,b] par g(z) = / %
« (n—1)

Montrer que g est n fois dérivable sur [a,b] et que g™ = f

Soit z € R avec |z| # 1.
F(t)dt avec |o| #

Calculcr/ In |z — e¥|dt
0

7 8



ANA 51 g
1. Pour n € N*, montrer que la fonction ¢ —

1n th

2. En utilisant une somme de Riemann, montrer que lim dt =In2

n—+o00 0 —

1 o — t?n
3. Calculer / ( lim 1 ¢ )dt . Etonnant?
0

n—+o00 —

ANA 52 (démonstration de la méthode des rectangles)
Soit f € C1([a,b],R).

b—
On note pour tout k € [0,n], zx = a + k. a4

1. Justifier que M = sup |f'(z)]| existe
z€[a,b]

n—

b _ 1 n—1 Tht1
2. Montrer que / f(z)dz — bTa Zf(ﬂ%) = Z/ (@) — f(wp)dz
a k=0 7k

k=0
b n—1 9
- M.(b—
3. En déduire que /u flx)dz — bTa ; flap)| < %
b b—a e 1
4. En déduire que /a flx)de = ~ ;f(lk) + O(;)

ANA 53 U km\ krm n km km
Pour tout n € N*, on note u, = ) sin <—) —5 et v, = Y sin (—) .sin ( 2)
= n)n =1 n n

3
. x
1. Montrer que pour tout z > 0, |sinz — z| < 3

2. Montrer que la suite (u,,) converge et calculer sa limite
3. Montrer que lim |u,, — v,,| = 0. En déduire lim v,

‘ QUELQUES CORRIGES

1. Le théoréme de Taylor-Young donne le résultat
2. Ici, on ne peut utiliser le méme théoréme car arcsin n’est pas dérivable en 1!
T
Notons z = 5= arcsin y.
— lorsque y =+ 1, onaz — 0
™ . . .
— cos(z) = COS(E — arcsiny) = sin(arcsiny) =y
— Comme x — 0, on peut utiliser le DL en 0 de référence
2

cosz=1-— %+0(x2)

cad
2(1 — cosx) = 22 + o(z?) ~ 2

Comme x = g —aresiny > 0 car arcsin(y) € [—7/2,7/2], on a donc

2(1—cosz) ~x

est prolongeable par continuité sur R.

On devra trouver f(z) =z + 2+

— En remplagant cosz par y cela donne bien
z~/2(1—y)
72 1

— Comme f est une fonction (strictement) décroissante sur R, le théoréme de la limite monotone

permet d’affirmer que

lilil f(x) =1, existe avec l; € RU{—o0}

— lim f(z) =y existe avec [y € RU {400}
T——00

Notons g : x € R+ f(z) — =z

— On en déduit que forcément lim g(z) =+oo et lim g(z) = —o0
T——00 T—+00

— La fonction g est une fonction continue sur R(car différence de deux fonctions continues sur
R).
Compte tenu des limites précédentes, le théoréme des valeurs intermédiaires permet alors
d’affirmer que g(R) =R

— Ceci prouve que 0 € g(R) et ainsi qu’il existe 29 € R, g(zo) =0
A ce stade, nous N’avons PAS utilisé la STRICTE décroissance

— Prouvons maintenant que ¢ s’annule en une seule valeur, en tenant un raisonnement par
I’absurde.
On suppose qu'il existe zg < x1 tels que g(zo) =0 et g(z1) = 0.
Ceci signifie que f(zo) = x¢ et f(z1) = 21,
et ainsi on a f(zg) = zo < x1 = f(x1).
Cependant comme f est strictement décroissante et que zg < x1, on a forcément f(zo > f(z1)!
contradiction!

— Conclusion : ‘il existe un unique zo € R tel que f(zo) = 2o ‘

1. - Vérifions que g est périodique, de période 1.
Pour tout z réel
gla+1)=flx+1)—(xz+1) (1)
=(fl@)+1) —z-1 @)
— f(@)— = g(a) 3)

— Comme la fonction g est 1—périodique, on a g(R) = ¢([0,1]). (remarque trés importante!)

Comme la fonction g est continue sur le segment [0,1], on sait d’aprés le théoréme des bornes
atteintes que g est bornée sur [0,1]

Comme g(R) = ¢([0,1]), on a donc montré que que g est bornée sur R également

— On a montré en Q1 que g est bornée sur R, cad

I(m,M) e R*Vxr e R,m < g(x) < M

ce qui revient a dire

‘V:zeR,erng(x)gMer (*)‘

— Comme lim m+ z = +o00, on a donc forcément | lim f(z) = +oo
T—+00 T—+00

10



— En divisant chaque membre de (%) par z > 0 on a ainsi que la courbe compléte obtenue par symétrie et translation

m+x T M+
Va >0, < f(@) <
M
Comme lim mte = lim to =1,
T—+00 x T—+00 x
T
on en déduit par théoréme d’encadrement que lim —f( ) =1
r—+o00 I

‘Conclusion: on a montré que f(z) ~ x
+o0

1. cosz = 0 lorsque = = g [7]
L’ensemble de définition de f est donc Dy =R — {g +knlkeZ}

I I e e L L T o ey ———
e o — — 4 ] —

e 3 3 T T

2. — La fonction f est 2mr— périodique |
. . —2n -3/ 2 ~ —Ty 2 0 mj2 n 3ny 2 2n S/
— La fonction f est paire i
On en déduit qu'il suffit de faire I'étude sur [0,7] N Dy i -1
(La courbe sera symétrique par rapport a l'axe (Oy)) i
3. Sur [0,7] — {7/2}, la fonction f est de classe C* comme quotient de fonctions C*°, le dénominateur 1 -2
ne s’annulant pas. !
sinx I
et 'on a f'(z) = = 5 = 0 sur cet ensemble. i =
cos?x .
On obtient le TV suivant: ! . #
1
™ !
x 0 5 & ! @
1 -5
f'(z) + + ’ T
Question Bonus: sauriez-vous justifier que la courbe est symétrique par rapport au point (0,5)
() / +oo _— -1 4. On va appliquer le théoréme de la bijection
1 —00 — La fonction f est continue et strictement décroissante sur I = [0,7/4], on peut donc affirmer

que f réalise une bijection de I sur J = f(I) = [f(7/4),f(0)] = [1,v/2]

2

oK

R

@
il
4
5. — Le théoréme de la bijection permet d’affirmer que g posséde le méme sens de variation que f,

11 12



donc g est strictement décroissante de J = [1,v/2] sur I = [0,7/4] — Ici, comme f est dérivable a dérivée non nulle sur |0,7/4], on peut affirmer que g est dérivable

Le théoréme de la bijection, toujours lui, permet de dire que la courbe représentative de g est sur ]1,v/2]

symétrique de la courbe représentative de f par rapport a la droite d’équation y = z (ce qui se comprend bien sur le dessin précédent avec la tangente verticale uniquement au point
L (10))

e ~ Soit x € J — {1} =]1,v/2].

< D’aprés la formule rappelée on a

P

TN _
g 1 1 v/r? —1
22
~ 1 N 1. Etude sur ]0,7] par les théorémes généraux
7 La fonction f est C* (C* méme) sur lintervalle ]0,7] d’aprés les théorémes généraux, car c’est le
rem: comme Cy posséde une tangente horizontale en (0,1), on a une tangente horizontale a C, quotient de fxs C1 (C*) le dénominateur ne s’annulant pas.
en (1,0) Et l'on a par formules de dérivation
6. (p(.:tite coquille dans I'énonce, il faut lire Va € .J) Az — 7). sin Z + (207 — 22). cos 2
Soit x € J. Y E]O,Tf],f’(l‘) = 2 —5 2
Comme g : J — I et Papplication réciproque de f : I — J, on a l'équivalence pour (z,t) € Jx I 8 sin™(3)
2. Etude du recollement en 0
g(x) =t ==z = f(t) f est dérivable en 0
Nous allons montrer que ¢ ° )
_ Soit = € J. f’ est continue en 0
On a f(g(x)) = x par définition de Papplication réciproque. (a) Montrons que [ est dérivable en 0
On a donc 1 — pour z > 0, on a
- f(x) = £(0) @? — 2mx 4 dmwsin £
cos(g(x)) z—0 - 4z sin £

2

En passant a U'inverse, cela donne bien . . . o ) . ) N
On va maintenant déterminer un équivalent du numérateur et du dénominateur en 0

1 afin de trouver la limite de ce quotient en 0
COS(g(I)) = : T __ i T T
x — Comme lim ¢ =0,onasing ~ %
z—0F 0+
et donc

— Soit z € J.
On sait que g(z) € I = [0,7/4] et donc que sin g(x) > 0.
On sait aussi que

Argsin = ~ dxz= = 272’
2 ot 2

— Comme on ne peut additionner les équivalents, on va utiliser un DL pour le numérateur.

On sait que sin £ = £ + o(2?)
Comme sin(g(x)) > 0, on a donc et donc . .
2 — 2w + 47rsiné =2? — 212 + 4#('5

. 1
sin(g(z)) = ++v/1 — cos?(g(z)) = /1 — ce qui permet d’affirmer que

2

cos? g(x) + sin*(g(x)) = 1

+o(a?)) = 2® + o(2?)

7. — On applique (encore!) le théoréme de la bijection, qui affirme que: 2% — 27w + 4w sin 5 x?
si f est bijective de I; sur .J;, dérivable sur I, et de dérivée non nulle sur Iy, alors f~! est
dérivabl T 1y _ On en déduit ainsi que

frivable sur Juavee (1) = 5o g [ =) | a1

x—0 o+t 2ma?  2m
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. . fl@) - f0) 1
ceci prouve que lim ——————+ = —.
z—0+ z—0 2

Comme cette limite est finie, on a montré que | f est dérivable en 0, avec f'(0) = —

(b) Montrons que f’ est continue en 0
11 s’agit que montrer que lim+ f(z) = f(0).
z—0
Nous allons déterminer un équivalent de f’(z) calculé en Q1
— On a déja pour le dénominateur

n2(%) ~ 8 (2)? = 2ma?
87 sin (2) ~ 8 (2> =27z
Pour le numérateur, on passe par des DLS

Az — ). sing + (2z7 — %), cosg = 4(x — ﬂ)(g +o(z?)) + (2em — 2% (1 + o(x))

= * +o(a?)
et donc - .
4(z — 7). sin 5 + (2zm — 2?). cos 50 z?
— On a ainsi .2 .
f'(@) o 2122 or
1
ce qui prouve que lli.r(% fl(z) = 7

Comme 1im+ f'(z) = f'(0), on a montré que ‘ /' est continue en 0
z—0

3. ‘Conclusion: on a montré que f est C' sur [0,7] ‘

1 22 1
1. Un développement limité donne f(z) = 37t % +o(=).
1 22 !
D’ofll:§etf(x)—l;0:?
2. On définit ainsi f:] — 55[ — R
3 siz=0
x — . . i
Sp — 5z sinon
(a) f est évidemment continue sur | — 5,%[
Puisque
— f est continue sur ] — Z,2[* par les théorémes généraux
1
— f est continue en 0 car im0 f(z) = 3= f(0)

(on a effectué un prolongement par continuité en Q1)
(b) f est dérivable sur | — 7,71
En effet:
— sur ] — 5,5[*, f est dérivable (et méme C'>°) ) d’aprés les théorémes généraux
— f est dérivable en 0 car
pour z # 0, on a

15

On a ainsi
i 0 =10
—0 x—0

ceci prouve que [ est dérivable en 0 et que f'(0) =0

(c) f" est continue sur | — .7
En effet:
— Sur | = Z,3[%, [’ est continue (théoréme généraux)
— f" est continue en 0
En effet: 9 9
—2.cosx
Pourz #0,on a f'(z) = ——— + —
sin® Z

% =2 (1 - %2 + 0(1»3)) , (E _ %3 . 0@}4))73
- %3 (1 - %2 + 0(953)) (1 - (—3)%2 + o(;ﬁ))
(1+ o)

— 1+0:L‘3)

= +o(1)
et ainsi on a montré que
f'(z) = o(1)
cad que lim f'(z) = f'(0)
x—0

Conclusion: ‘on a montré que f’ est continue en O‘

rem: on se rappelle que 'on NE peut PAS dériver les DLs, ceci signifie que l'on
N’aurait PAS pu dire dés le départ que le DL de f'(z) était celui obtenu a partir de f(z)

1 2 1
(cad 3 + 4 O(P)) en dérivant)

15
sin x 1+ sin’z
1. () = t () =
F'(@) coszoce (@) cos3 x
2. P():l
P=X
P2:X2+1

Poi=(1—-X%.P +(n+1).X.P,

3. On pense a linéariser f(z) = sin®z. cosz = (— cos(3z) + cos(z))

1 1 —a

4. (Astuce!) f(z) = =" + =.e%¢

2 2
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4.

1. On commence par réaliser une intégration par parties.
Soit x # 0 fixé
Comme la fonction f et la fonction ¢ — cos(zt) sont des fonctions de classe C* sur [a,b],
on peut donc réaliser une intégration par parties, ce qui donne:

[ rtysnGanar =[50 “’S(‘”“]b + [0y

x
soit

x

[ ssintanyie = s =2 - @t [ <,

b
— L (#(a). cos(za) — F(b). cos(zb)) + % / F(8). cos(at)dt

xr

. On montre que la partie du crochet tend vers zéro.

1
Comme la fonction cos est une fonction bornée et que lim — = 0, on peut affirmer que
T—+00 T

lim ~(f(a). cos(za) — F(B). cos(xb)) = 0

T—+00 T

. On montre que la deuxiéme intégrale tend elle aussi vers zéro

Soit x # 0 fixé.
La fonction f étant C! sur [a,b], on sait que f’ est continue sur le segment [a,b].
Le théoréme des bornes atteintes permet d’affirmer que f’ est bornée sur [a,b].
Il existe donc M > 0 tel que Vt € [a,b], |f'(t)] < M
— On en déduit que

vt € [ab], |f'(t). cos(zt)| = | f'(t)].] cos(zt)| < M.1=M
et donc par croissance de ’intégrale on a
b b
/ |f/(t). cos(at)|dt < / Mdt = M.(b—a)

L’inégalité triangulaire intégrale permet d’écrire

b b b
/ f'(t).cos(xt)dt’ é/ |f/(t). cos(at)|dt g/ Mdt = M.(b—a)

ce qui prouve que la fonction z — fab f'(t). cos(xt)dt est une fonction bornée.

1
— On peut affirmer que lirf —. f; f/(t). cos(at)dt = 0 comme produit d’une fonction bornée
T—+oo I
par une fonction qui tend vers 0
Au final, on a bien montré que liril fab f(t)sin(at)dt =04+0=0
Tr—r+00

et

dt existe bien.

1
1. Nous allons montrer que pour tout « > 0 fixé, I'intégrale / 7
0

Soit z > 0 fixé. .

e
La fonction g : t —
t+x

est définie et continue sur le segment [0,1 (en tant que quotient de
¢

dt

1
fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas), on peut donc affirmer que / ;
0 x

existe .

rem: il ne faut surtout pas considérer la fonction x — o
z
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— premiére idée.
Soit 0 < T < Ta.
On a
Vit e [071]0 <t+xz <t+z9

comme la fonction inverse est décroissante sur |0, + cof, on a

1 1

Vit € 0,1], <
t-‘rﬂ?g t-‘rIl

en multipliant par e/ > 0 cela donne

t t

Vte[0,1], —— < <
t+$2 t-‘rIl

par croissance de 'intégrale*

1 t 1 t
/ c dtg/ ° at
0 t+I2 0 f+xl

(0 <2y <29 = f(21) = f(22))

On a montré que

¢

Conclusion : ‘f est décroissante sur 0, + oo[‘

rem*: quand on intégre une inégalité stricte, elle devient large
— seconde idée.
Soit 0 < 7 < xa.

1 et 1 et
29) — f(z1) = dt — dt
f(2) - () /Otm( /Otm(

1o et
= / - dt par linéarité de l’intégrale
0 t+ ) t+ T

et

Or

t

e
te0l], — < >
Vel G 2

d’ott par positivité de 'intégrale

1 €t
71t>0 et ainsi To) — T go
/o<t+x1><t+m>‘ insi f(22) = f(@1)

On a montré que
(0 <21 <29 = f(21) = f(22))

Conclusion : ‘f est décroissante sur |0, + oo[‘

18



3.

(a) Soit z > 0.
On a
vte 01,1 <e <e

et ainsi ,
e e

z S t+zx t4z

vt € [0,1], o

Par croissance de l'intégrale

'l !
/ dtg/ /7 e [
o t+x 0 I‘er o t+ux

+1

et comme

1
1
/0 mdt: [ln|t+x|](1]:ln(l‘+1) —lnz=1In"

On a bien montré que

1 r+1
lnx+ §f(:1;)§e.lnr+
x
r+1
(b) — Omna lim In vl +00, donc par I'encadrement précédent on a| lim f(z) = 400

z—0t T z—0t

1 1

— Ona lim lnx+ — lim 1n(1+,):07

T—+00 x z—+00 T

donc par I'encadrement précédent on a| lim f
T—+400

1t
(a) — Nous allons montrer que lim z. / ( —dt =0
0

T—+00 t+ ’1)
et pour cela on va commencer par encadrer 'intégrale pour ’I’évaluer’
— Soit x >0
On a
Vvt €[0,1],0 < ¢ e
TS (t+a)? a2

et donc par croissance de l'intégrale

1 t 1
(& (& €
0< ——dt < —dt = —
\/0 (t+a)? \/0 22 g2

— On a donc pour tout > 0

1 ¢
e e
0< . ——dt < —
\T/O (t+z)2 T a

. € P
Comme lim — =0, on en déduit que
T—+00 T

1 g
lim x. / ———dt=0
az—too Jo (t+z)?

Ce qui signifie exactement que

lim
T—400 1

/01 ﬁdt \ /0 ( 5

1
=0 cad mdt = 0(;)
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(b) Soit & > 0 fixé.

u(t) =é
On réalise une intégration par parties en posant *) 1 qui sont bien C*.
ot
Cela donne
et 1t 1 et
r)=|——| + ——dt
/(@) {tJracL /0 (t+x)?
e 1 1
RS
(e—lz—1 1
(x+1) * O(m)
Or on a
(e—lz—1 (e—1) e—1
(x+1) 4o 22 x
ce qui permet d’affirmer que
e—1
f@) 52

5. Soit = > 0.

— On commence par opérer le changement de variable affine proposé¢ § =t + = (df = dt)

9 T z+1 6
Fa) = / SFa=er [Tk
_—

=K(2)

— Notons h : 0 — %

La fonction h est continue sur ]0, 4 oo, elle posséde donc des primitives sur cet intervalle.
Notons H 1'une d’elles. On a ainsi H' = h, et H est C" sur ]0, + oo.
On a
Vo >0,K(z)=H(z+1)— H(x)
Ainsi la fonction K est aussi C" sur |0, + oo[ comme différence de fonctions C".
— Avec (x) on sait que f est un produit de fonctions C' donc f est C1 sur ]0, + oo, avec

f'(f) == —¢ "K(z) +e " K (2)
K(z)+e™” (H’(lqu 1) — H'(z))
K(z) + e (W (z +1) = h())
)te (r +1 ;)
(e—1Dz—1
z(x+1)

= (l‘

— —f(a) +

“Dr—-1 (' ¢
Conclusion: |Vz > 0, f'(z) = (e )z 7/ ¢ dt
x(z+1) o t+a

(e—1z—1

rem: on a prowvé que f vérifie 'équation différentielle y'(x) + y(z) = )
z(x

20



1. C; est symétrique par rapport  la droite d’équation z = a '2" b — La fonction f est définie et continue sur I =] — 7, + 7[ comme quotient de fonctions, le

. e ) dénominateur ne s’annulant pas
2. On commence par utiliser 1’égalité donnée . o .
— elle posséde des primitives sur cet intervalle

et les primitives sont égales a une constante prés

I= /bt.f(t).dt = /bt.f(a+b—t).dt

L . o Notons F' une primitive de f sur I.
Dans cette seconde intégrale, on effectue le changement de variable affine § = a + b — t (et ainsi

do = —dt.) dx
Cela donne On a donc pour tout y € I, F(y) = [* Tosmz
b a E 5 _ T .
/ t.f(a+b7t).dt:f/ (a+b—0).f(8).d0 — nposanttftan(g) on a
a b
b 1 2dt
— / (a+b—0).£(6).d6 d’une part, dt = 3 (1 + tanz(g)) dr  cest a dire do = e
“ 2t
b b ~ et d’autre part, sin(z) =
_ (a+b)/ F(6)do 7/ 0.f(6).d6 et dlautre part, sin(z) = 7775
a a
=1 — Et ainsi
Ainsi on a .
I=(a+b) / fo)do —1 tan(y/2) 2dt
a F(y) = / o
cad B+ 5)
a+b [
I= 2 / f(e)da B /tan(y/Z) 2dt
, o B 142t + 12
3. Notons f : ¢+ sin®(t) /) g
On commence par vérifier que c’est bien une application possible de cet exercice =2 / e
vt € [0,7], f(0+ 7 —t) = sin®(7 — ) = (sint)® = f(?) { —92 }ta"(’y/Z)
Ainsi 1+t
u . u i = — 77+ C'ste
/ t.sin(t)dt = OHT./ sin®(¢).dt 1+ tan(¥)
0 2 0 2
= / " sin(t). sin? t.dt — On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par
0
T . 72
- / sin(t).(1 — cos®t).dt F:xw— ————— + Cste
0 1+ tan(i)

/ sin(t) — sin(t). cos? t).dt)
0 — Comme

i

dr—2?>0<=ad—2)>0<=0<r<4

—

Lo 3
—cos(t) + 3- cos t
0 La fonction f est définie et continue sur I = 0,4 donc
2

Il
2 o3 ol o oy
N

Il
SN
/N
o
|
w|
~

elle posséde des primitives sur cet intervalle
— et les primitives sont égales a une constante prés

B

|

— Notons F' une primitive de f sur [.
rem: il était aussi possible de linéariser sin®(t): p
—dz

Y
On a donc pour tout z € I, F(y) = / —_—
' Vi — x?

1
sin®(t) = % sin(t) — T sin(3t)
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Le changement de variable = 2t 4 2 (et donc dz = 2dt) donne

(v=2)/2 —9dt
P = [

VA2t +2) - 2t +o2 Vi

w=-2/2  _qt

= [arccos t]¥~?/? = arccos (% - 1) +C'ste

— On trouve donc que les primitives de f sur I sont les fonctions F' définies par

F : x +— arccos (% — 1) + C'ste

de nombreux autres exemples sont sur le site ;-)

Etude de ¢,

12k
— On remarque que e, = — > —.exp(
Np=1N

Considérons | f : [0,1] — R
t o tet

Notonsa=0et b=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a,b] = [0,1]

by

n

on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que

1<k
enrfakz:;f(ﬁ)*

— On réalise une intégration par parties pour calculer

n

1

biaZf(a—&-k.bia
k=1 "

b
)—>/ f(t)dt

F(t)dt.

0
On pose u(t) =t et v'(t) = e et Ponav/(t) =1 et v(t) = —e.

(ces fonctions sont de classe C1)

1
/ tetdt = [—te™!
0

On a prouvé que

]
=—¢ 4 [
=—2"+1

lim e, =1—2.e7!
n—-+oo

— Etude de g,

1
1 —t
0+/ e 'dt
0
41
—¢ }o

1 1 n 1 » X
On remarque que g, = — > V/2F == 3 28" = — 3~ exp(£.1n 2)
! k=1 N =1

— Considérons | f : [0,1] — R
t — 6t,ln2

Notonsa=0et b=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a,b] = [0,]]

on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que

= k
k=1

n

23

n

biaz,f(ajtk.bia
k=1

b
)— [ st

—~ Ona )

/let,hﬂdti etln? 761n2_172_17i
0 | In2 0_ In2 = In2  In2

— On a prouvé que

lim ¢, = —
n—+oo Gn In2

remarque: sur le site, d’autres sommes de Riemann sont disponibles:-)))
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