PT* 2024-25
DS 4 du 20 janvier 2024
durée 4h
(sortie autorisée a partir de 16h30)

e LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (extrait de rapport de jury)

e Ce devoir est composé de deux problémes et un exercice totalement indépendants.

Probléme 1: Probabilités

Ce probléme est composé de 2 parties indépendantes, chacune d’elle étant I’étude d’un tirage différent
dans un paquet de bonbons effectué par deux enfants Eric et Céline
Dans I'ensemble du probléme :
e On dispose d'un paquet de bonbons qui contient uniquement des bonbons & la menthe et des
nougats(corses)
e On suppose que ’emballage des bonbons les rend indiscernables.
e Eric n’aime que les bonbons a la menthe et Céline que les nougats(corses)

Par ailleurs, on pourra utiliser les notations suivantes: pour tout entier n > 1,

e M, est I’événement « le n-iéme bonbon tiré est un bonbon a la menthe »;
e N, est 'événement « le n-iéme bonbon tiré est un nougat ».

Partie A

Dans cette partie, le paquet de bonbons contient 10 nougats et 10 bonbons a la menthe. Eric tire 1
bonbon dans le paquet et le garde dans sa main puis Céline fait de méme.
On note:

e Xy la variable aléatoire égale a 1 si Eric tire un bonbon a la menthe et égale a 0 si Eric tire un
nougat.

e X la variable aléatoire égale a 1 si Céline tire un nougat et égale a 0 si Céline tire un bonbon a
la menthe.

—_

(a) Quelle est la loi de Xz? On donnera son nom et la valeur du ou des paramétres.
(b) Donner les valeurs de l'espérance et la variance de Xp.

2. (a) Déterminer P (Xp = 0N X =0).
(b) Déterminer la loi conjointe du couple (Xg,X¢).

3. En déduire la loi de X¢. Une justification est attendue.

4. Les variables X¢ et X sont-elles indépendantes?

Lorsqu’un enfant a tiré un bonbon qu’il n’aime pas, il le donne a autre enfant.
On note alors:

e Yy la variable aléatoire égale au nombre de bonbons & la menthe détenus par Eric aprés les
dons éventuels;

e Y. la variable aléatoire égale au nombre de nougats détenus par Céline aprés les dons éventuels.

. Justifier que l'univers image Yz(Q2) de Yz est égal a {0;1; 2}.
Que dire de la variable aléatoire Y = Yg + Y ? Donner son espérance et sa variance.
. Justifier que Yg =1+ Xg — X¢.

9
. En déduire I'espérance de Yg. On admettra pour la suite que sa variance vaut 19
. A l'aide des résultats de la question précédente, justifier que la loi de Yz n’est pas une loi binomiale.

© 0 o w

Partie B

Dans cette partie, la proportion des bonbons a la menthe dans le paquet est notée e et celle des
nougats est notée ¢ avec (e,c) €]0; 1 2.

Le tirage des bonbons dans le paquet répond au protocole suivant :

e Les enfants tirent a tour de role un bonbon dans le paquet.

o Lorsqu’un enfant tire un bonbon qu’il aime, il le mange, sinon il le remet dans le paquet.

e Les tirages s’arrétent dés qu’un enfant a mangé un bonbon.
e Profitant de la galanterie d’Eric, Céline effectue le premier tirage.

On note B la variable aléatoire égale a 1 si c’est Céline qui a mangé un bonbon, égale a 0 si c’est
Eric qui a mangé un bonbon et égale & -1 dans les autres cas.
1. Justifier que e + ¢ = 1.

2. Soit n un entier naturel non nul. On note C,, I’événement : «Céline a mangé un nougat au n-éme
tirage ».

(a) Pour p € N, exprimer C,11 en fonction d’événements M), et Ny (définis en introduction) bien
choisis.
(b) En déduire P (Copy1) pour p € N.
(c) Que peut-on dire de Cy, et P (Cy,) pour p € N*?
¢

3. Etablir a laide des questions précédentes que P(B =1) = 1 .
—ec
2
e

4. Démontrer de méme que P(B =0) = T .
—ec

5. En déduire la valeur P(B = —1). Interpréter ce résultat.
6. Est-il possible de posséder un paquet de bonbons tel que Eric et Céline aient autant de chance I'un
que l'autre de manger un bonbon?



Probléme I1: Analyse
Préambule

On considére deux réels a et b tels que a < b, et une fonction f, de classe C! sur [a,b].
1. Montrer qu'’il existe une constante positive M telle que, pour tout réel ¢ de [a,b]:

F ()] < M.

[P () ektat?

3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que:

1
2. t i -

b
lim / f(t)etktdt = 0.

k—+o0, kN

Partie I

Pour tout entier naturel non nul n, on pose:

In:/% sin(2nt)dt 7 Jn:/% sin(2nt)dt‘
0 0

tant t

(a)
i. Déterminer :
sin (2nt)

t—0+ tant

ii. Déterminer : .
. sin(2nt)
lim ————=

-  tant

2

iii. Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence de I'intégrale I,,.
(b) Que vaut I, ?
(c) Exprimer, pour tout réel ¢ de [O,g], et tout entier naturel non nul n, la quantité:

sin((2n+2)t) —sin (2nt)

en fonction de cos ((2n + 1)t) et sint.
(d) Montrer que la suite (1,)
suite).

nen- €St constante (on précisera la valeur prise par les termes de cette

p 2 sint
2. Etudier la convergence des intégrales J,, n € N*, et / Tdt.
0

3. Montrer que la fonction ¢ qui, a tout réel ¢ de ]0,% [, associe

1 1

¢(t) - t  tant

est prolongeable en une fonction 5 de classe C! sur [O,g].

3

4. Que vaut: lim {J, — I,}7 On pensera a utiliser le préambule.
n—+oo

5.

+00 i
(a) Montrer que l'intégrale /7r Tdt est convergente (on pourra effectuer une intégration par

2
parties).

(b) Montrer que:
+00 3

lim J, = / smt gy
0 t

n—+oo

(on pourra utiliser un changement de variable).

(¢) Que vaut:
+0o0 3 t
/ e ?
0 t

Exercice

B RSN (=1)"a"
1. Déterminer le rayon de la série entiere > ~————
n=0 (n + 1)'

2. Calculer f(t) = fol e~ "du pour tout t € R* puis pour t =0
3. Justifier que V¢ € R, f(t) = 52 ="
. Justifier que Vt ) =
d n=0 (n + 1)‘

4. En déduire que f est de classe C* sur R.
Donner pour tout n € N, f((0).

5. Pour tout z € R on pose S(z) = / f(t)dt
Jo
Justifier que S est de classe C'! sur R et donner S'(z)
—t

o0 et
6. (a) Pour tout x > 0 montrer que l'intégrale R(z) = / Tdt est convergente

x

(b) Déterminer la nature de l'intégrale /+°° In(t).e‘dt
(¢) (FACULTATIF, HORS-BAREME)
On pose v = S(1) — R(1). Démontrer que 7 = — /+OO In(t)e'dt
(On pourra procéder par intégrations par parties doans S(1) et dans R(1))

(d) Montrer que R est de classe C'* sur |0, + oo[ , puis donner /() pour z > 0

(e) Justifier que S(z) = R(z) + In(x) + v pour tout > 0
ou 7 est la constante définie en Q6¢)



Probléme 1: Probabilités.

Partie A

Dans cette partie, le paquet de bonbons contient 10 nougats et 10 bonbons a la menthe. Eric tire 1
bonbon dans le paquet et le garde dans sa main puis Céline fait de méme.

1.

ot

(a) ‘ Xg suit une loi de Bernoulli (succés-échec) de parameétre p = 1/2 ‘ dont le succes est celui

d’avoir 1 bonbon & la menthe ( 10 & la menthe sur 20 bonbons)
(b) Avec une loi de Bernoulli de paramétre p, on aura:
| E(Xp)=1/2=p |et| V(Xg)=p(1—p) =1/4 |

. (a) Si on applique la formule des probabilités conditionnelles, on aura

_L 105
T2 19 19

puisque si Eric prend un nougat, il reste 19 bonbons dans le paquet dont 10 a la menthe d
B
(b) On trouve de méme | P(Xp=1NXc=1) = 1—09 en raisonnant comme précédemment puis:

P(Xp=0nXc=0)=P(Xg=0)P(Xc=0|Xp=0)

9 9
P(Xp=0NXe=1)= g2 ctP (Xg =10 Xc =0) = o2

Puisque cette fois-ci Céline n’aura que 9 chances de succés ou d’échec

. Pour avoir la loi de X on utilise la loi conjointe et le systéme complet d’événements

((Xg =0),(Xg =1)), ce qui donne:

{ P(Xc=1)

=1)=PXe=1NXp=1)+P(Xec=1NXg=0)=5/19+9/38 =1/2

P(Xe=0NXg=1)+P(Xec=0NXg=0)=9/38+5/19 = 1/2

‘ Donc X¢ suit comme Xp une loi de Bernoulli de parameétre p = 1/2 ‘

.onaP(XE:mXC:1):%¢i:P(XE:n.P(XC:n

donc ‘ Xg et X¢ ne sont pas indépendantes‘

. L’univers image représente les valeurs possibles de Yz donc celles du nombre de bonbons & la menthe

d’Eric et suite a I’échange il y aura en effet 0, 1 ou 2 bonbons a la menthe donc ‘ Ye(Q) ={0;1;2} ‘

. Y = Yg+Y( est le nombre de bonbons tirés aprés deux tirages, c’est donc une constante et

On sait alors que E(Y)=2et V(Y) =0

. On remarque que si X¢ = 1 alors Céline ne donnera pas de bonbon donc Yy = Xg

Sinon X¢o = 0 et alors Céline donne son bonbon a la menthe & Eric qui en aura un de plus donc
YE:XE+1‘ On a donc bien Yg =1+ Xg — X¢ ‘
Comme Xg et X¢ ont méme espérance et que l'espérance est linéaire, on aura E(Yg) = 1

. Si Yg suit une loi binomiale alors, sachant que Y (Q) = [0,2] , elle sera binomiale de parameétre

(n=2p)et E(Yg)=np=2p=1doncp=1
On aura aussi V(Y) = np(1 — p) = 2p(1 — p) = § mais on a vu au-dessus que V(Ygp) = & # 1.

C’est donc absurde et, par conséquent, | Yz ne suit pas une loi binomiale ‘

5

Partie C

1. Si Nj est le nombre de bonbons & la menthe et N, celui des nougats et N = N;+ Ny le nombre total

de bonbons alors ¢ = % et c= % puisque ce sont des proportions . Donc on a bien| e +c¢=1

. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Pour avoir I’événement Copyq, il faut que la menthe apparaisse aux tirages impairs, le nougat
aux tirages pairs et a la fin le nougat au dernier tirage impair 2p + 1:

Ce qui fait que | Copr = [(Mi N No) NN (Map 1 N Np,)] N Ny |

(b) Il me semble que lindépendance des évenements N; et M; n’est pas réelle vu que, par exemple,
si on revient a la stricte définitions de ces événements, on aura dans le contexte de la partie B:
N1 N My =0 car enchainement Ny puis My ne peut pas se réaliser.
Jo M; si i impair

Tl N; si i pair

Pour mieux présenter les choses je pose

2p
Alors |Copiq = (ﬂ F,-) N Nopt1 | et par la formule des probabilités composées, on aura:
i=1

P(Capy1) = P(F)P(Fy |F\)P(F3 |, N Fy) ... P(Fop |[Fy 0.0 Fap ) P(Napi |[FL 0.0 Fyy)

Alors ici chacune de ces probabilités donnera[a ou c]en alternance comme les nombres| impair ou pair
sauf pour le dernier ce qui donne ‘ P(Cypt1) = (ac)’c ‘

(c) Ona‘ Cop =0 et P(Cypy) =0 pour p € N*

+oo
.Ona (B =1) = {J Cyy1 en union d’événements disjoints deux a deux ce qui fait que

p=0

C

P(B=1) = ¥ P(Capet) = 32 ac) =

=0 1—ac

. On peut raisonner de méme en prenant 1’événement A,,: "Eric a mangé son bonbon & la menthe

au 2p-éme tirage ", ce qui fait que par le méme genre de raisonnement que dans les questions 2.(a)
et 2.(b) on trouve

P(Ay,) = (ac)’ ' -a-a = a*(ac)’!

+00
et de méme (B = 0) = |J Ay, en union disjointe deux a deux
p=0

Donc finalement P(B = 0) = a? Y (ac)P™! = -2

. Comme B(Q) = {-1,0,1} on a:

P(B=-1)4+P(B=0)+P(B=1)=P(Q) =1

2 2
C g + +1-
Ce qui fait que sachant que c=1—a: P(B=-1)=1— rre ;¢ ¢ 9
1—ac 1—a(l—a)
On en déduit que (B = —1) est un évenement négligeable. On en déduit que certainement qu’Eric

ou Céline mangera un bonbon!

. Pour qu’ Eric et Céline aient autant de chance I'un que 'autre de manger un bonbon, il faudrait

que P(B =0) = P(B = —1) avec toujours a + ¢ = 1 et (a,c) €]0,1[2



Or ceci a bien une solution puisque cela revient & résoudre dans notre domaine ]0,1[% le systéme :

= 2 = 5—1 3—V5
{(L+( la>0 <:>{(L+(1 la>0 <:>a*f _ V5

a’>=c c=1-a STy T

5—-1 3—
Si on prend les proportions a = V5 et c=

alors Eric et Céline auront autant de chance

I'un que lautre de manger un bonbon
rem: le nombre \/5 étant irrationnel, il n'est cependant pas possible avec des nombres(entiers) de
bonbons de pouvoir atteindre une telle proportion

Préambule

. Puisque f est de classe C! sur [a,b], sa dérivée f’ est continue sur ce segment; le théoréme des
bornes atteintes affirme alors que f’ est bornée, ce qui se traduit par:

[IM eRY, Vieab], [/ OI<M. ]
. Ainsi, pour tout ¢ € [a,b] et tout k € N:

[f @) =1 0 <M

et par intégration on peut écrire:

1t . 1t ; 1 M (b—a)
<|= | et < - "ektdt <~ | Mdt=———+—
7‘k/ e dt’*k/a |/ (t)e |dffk/a dt i’

W =0, il vient:

‘ limy 400 % fb () etFtdt = 0. ‘
. Les fonctions t — f(t) et t — g (t) = e'** étant de olaqse C? sur [a,b], le théoréme d’intégration
par parties permet d’écrire:

/f ~ [fol! /f

b
lk‘/ f(t)ei“dt:eikbf(b)f 1ka}c

/ f 1kL dt
ou encore, pour k entier naturel non nul :

lkb _ 1ka
/ f 1ktdt f( ) i’ f / f 1ktdt
ik
Mais avec D’inégalité triangulaire

S (B) et (o)
ik

et puisque limy_, 1

c’est-a-dire :

O+ @

0<
- k

donc

eikbf (b) _ eikaf (a) B

lim =0.

k—+o00 ik
Avec le résultat de la question précédente, on peut conclure que:

b
lim / f(t)e*idt = 0.

k—4o00 [,

Partie 1

i. On sait que, lorsque u tend vers 0, sinu ~ u ~ tanu, donc:
) sin (2nt)
lim; o+ ——— =
tant
ii. Ona: limy,z sin (2nt) = sin (n7) = 0 et lim,_, =~ tant = +oo, donc sans difficulté:
sin (2nt)
tant

lim, e

iii. Soit n € N*.
La fonction ¢ %7 continue sur ]072 [ comme quotient de telles fonctions dont le
dénominateur ne s’annule pas, se prolonge par continuité en 0 (par la valeur 2n) et %
(par la valeur 0) d’aprés les questions précédentes. L'intégrale I, est donc faussement
doublement généralisée.

‘l’intégralc 1,, est convergente. ‘

PourtE]O,%[: 0
sin (2t
tant

=2cos’t =1+ cos (2t)

donc

ce qui donne:

Si l'on note Zm (z) la partie imaginaire d’un complexe z, on a:

sin ((2n +2)t) — sin (2nt) = Im (2T 2nit)

avec
2Dt _ g2nit _ o@ntl)it (it _ oit)
= 2i.sin(t).e?"+)
=2(—sin((2n+1)¢t)sint +icos ((2n + 1)t)sint)
donc

[sin(2n+2)f) —sin(2nt) =2cos ((2n+ 1) t)sint. |
On en déduit, pour n € N*| par linéarité de U'intégrale :

pis

3
Iy — I, = / 2cos((2n+1)t)costdt.
0
Mais par un calcul analogue au précédent :

2cos((2n+1)t)cost = cos((2n +2)t) + cos (2nt)

donc
sin((2n+2)t) sin(2nt)]?
In+l - [n =
2 (n+1) 2n |,
ce qui prouve que la suite (1), - est constante.
Avec la question (b), on peut conclure que

=0

‘la suite de terme général I,,, n € N*, est constante égale a 7/2. ‘

8



Fs
est continue sur }O,g] comme quotient de 2

(b) La fonction ¢ — u = 2n ¢ est une bijection C" strictement croissante de |0,%] sur ]0,n], donc

2. Pour p entier naturel non nul, la fonction ¢ +— '
par théoréme de changement de variable :

sin (pt)
t

telles fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas, et se prolonge par continuité en 0 avec la
B % sin(pt s nw oo
valeur p. L’intégrale foz Mdt est donc convergente, car faussement impropre. 7 = / s u du
. . . n — .
C’est vrai notamment pour p = 2n avec n entier naturel non nul ou pour p = 1. 0 u

‘Les intégrales considérées sont convergentes. ‘

. +00 &j oy . . .
Puisque fo %dt est convergente, par composition de limites, on a bien:

s : i 1 - ;
3. e Comme différence de telles fonctions, ¢ est de classe C* sur ]0, 5 [ lim J, = f0+oo %nt 1. ‘
n—+oo
e Elle se prolonge par continuité en % avec la valeur 2. (c) D’apreés la question 1.(d), on peut écrire:

™
e Lorsque ¢ tend vers 0, on sait que tant =t + % + o (t*) donc o=l t (o= In) = 2 + (= 1)

; © =1 tant—t 5 0 donc, d’aprés les questions 4 et 5.(b): -
o () = = ~ g — / sty T
t 2
~ 0
et ¢ se prolonge en une fonction ¢ continue sur [0%}, et C* sur }0% [
e Pourt ¢ ]0% [, 1. On peut par exemple utiliser la régle de D’Alembert.
(Z/ © = -1 1+ tan?t . 1 1 On trouve R = oo X
T tan2t tan2t 2 2. Pour t =0ona f(0) = f; ciu " 1 f
. —tu 1—et
On voit que 4 Pour t # 0 on a f(t) = {e } = ¢
Y _ —t t
lim¢' (1) =1 - — 0
=g ™ Conclusion: | f: R — R .
et par ailleurs, lorsque ¢ tend vers 0, l-c sit#0
T t
1 1 (t—tant)(t+tant) 1 [ ¢ 3 A -2 1 si
i 772:( ar;)(;L an)N74<77+0(t3)) (2t+—+0(t3))~— sinon
tan“t 1 t* tan“t t 3 3 3 3. D’apres le DSE de exp, on peut affirmer que pour tout ¢ réel on a
donc oo 1 o] , oo
_ 2 1 . (—t)” (_1)ntn (_1)ntn
: / 1 _Z_ = e = = =1+ _
Pj%d’ (t)=1 33 ; n! ;} n! ; n!
En conséquence du théoréme de la limite (ie la dérivée *, on peut conclure que Et ainsi pour ¢ # 0 cela donne
‘le prolongement ¢ est de classe O sur [0,7/2]. ‘
. . L. - . 7 — 0o (71)"1&”
revoir ce théoréeme dans le rdm si vous ne l'avez pas en téte! - o .
() = l—e* = om0 > (=)t ) (=) 1!
4. Puisque 5 est C1 sur [0,%}, il découle du préambule que la suite de terme général ¢ t n=1 n! n—1 n!
o Le ch ¢ d'indice n  n — 1 donne alors (1) — 32 =V
int — = —_—
o, = & (t) eintdt e changement d’indice n < n onne alors f( L )
0

converge vers 0, et la suite extraite (as,), également. Il est en de méme de la suite de terme général On remarque que pour ¢ = 0 la série précédente vaut 1, ce qui correspond aussi a f(0).

(Zm (a2n)) car 0 < |Zm (az,)| < |agn|. Or

. 00 ( _1)7Lt7L
z Conclusion: |Vt € R, f(t) = > ———
2~ . n=0 (n + 1)'
Im (o) = o (t)sin(2nt)dt = J, — I,
0 4. La série entiére ci-dessus converge pour tout ¢ réel, son rayon vaut donc R = +o00
donc Le fonction f n’est rien d’autre que la fonction somme d’une série entiere
‘ im0 (Jn — 1y) = 0. ‘ On sait par théoréme que la fonction somme d’une série entiére est de classe C* sur | — R, + R|,
5. ce qui justifie que ‘ f est de classe O sur R‘
(a) fait en classe! Prendre par exemple modéle sur le Résolu 130 () (( _1)n _1)»
- : OnaalorsVnENf ()—!cadf(")(O)—( )
‘LHntégralo considérée est convergente. ‘ al T (m+ ) : T n+1

9 10



5. La fonction f étant continue sur 'intervalle R, d’aprés le théoréme fondamental de ’analyse,
on peut dire que S est C' sur R et que c’est I'unique primitive de f qui s’annule en 0.

6.

(a)

()

Vo € R, S (z) = f(z)
Soit « > 0 fixé.
et
La fonction ¢ : t — —— est continue sur [z, + oo[: elle posséde donc des primitives sur cet

intervalle et l'intégrale R(x) est généralisée en sa borne supérieure uniquement.

e
Pourtout t >zronald < — < —
Lot

e
et 'on sait que / —dt = —
. X T

T
donc, par théoréme de comparaison des fonctions positives,

e 'dt est une intégrale de réference convergente,

—t
e L
on peut affirmer que f:o Tdt est une intégrale convergente

La fonction ¢ — In(t).e™ est continue sur ]0, + oo[ donc l'intégrale [;*In(t).e7'dt est une
intégrale généralisée en ses deux bornes.
i) ‘Etude de fol In(t).e”*
On a In(¢).e™ ~ In(?),
Comme In(t) est de signe stable au voisinage de 0%, on peut affirmer d’aprés la régles des
équivalents que fol In(t).e et fol In(t) sont de méme nature. Or cette derniére intégrale

est une intégrale de référence convergente! On peut donc affirmer que fol In(t).e™" est une
intégrale convergente

ii) ‘Etude de [© ln(t)‘e’t‘
D’aprés le théoréme des croissances comparées, on peut affirmer que tlig}l t2.In(t).et =0
—+o0
1
2

dt
oo Wb . 2 Py
Comme f1 2 est une intégrale de référence absolument convergente, on peut affirmer

ce qui permet de dire que In(t).e™ = 0,

par théoréme de comparaison que [~ In(t).e™

convergente

est également une intégrale absolument

iii) Comme fol In(t).e~* et [ In(t).e ™" convergent, on peut affirmer quc‘ J57 In(t).e~* converge

i) ‘Intégrons par parties S(1) ‘
Comme l'intégrale est généralisée en sa borne inférieure, on va faire une intégration par
parties sur j: f(t)dt avec x > 0.

1
En posant u(t) = 1—e™! (et donc v/(t) = e™") et v/(t) = n (et en choisissant v(t) = In(t)),
cela donne

/ fydt=[(1—e™) ln(t)}i - / In(t).e7'dt = (e™* — 1) In(z) — / In(t).e'dt
On sait que e ™ — 1= 1 + (—z) + o(z) — 1 = —z + o(x) ~ -

et donc (e7* — 1) In(x) ~ —xzIn(z).

Comme on sait que lim zIn(z) = 0, on peut affirmer que lim (e™* — 1)In(z) =0
=0+ z—0F

11

(d)

Ainsi, par passage a la limite dans 1’égalité ci-dessus
(on sait déja que fol f(t)dt et fol In(t).e~*dt convergent), on peut écrire que

1 1
lim / ft)dt = lim (e — 1)In(x) — lim / In(t).e~'dt

=0t z—0F z—0t

S) =~ [ f(t)dt = — [ ln(t)‘e*tdt‘

ii) ‘Intégrons par parties R(1) ‘
Comme l'intégrale est généralisée en sa borne supérieure, on va faire une intégration par
parties sur [} f(¢)dt avec x > 0.

ce qui donne

En posant u(t) = e~ (et donc v/(t) = —e™") et V'(t) =
cela donne

(et en choisissant v(t) = In(t)),

~ | =

/lm ?dt = [e""In(t)]] + /1T In(t).e'dt = e~ In(z) + /1

D’aprés le théoréme des croissances comparées, on sait que lim e *.In(z) =0
T—+00

T

4 In(t).e "dt

Ainsi, par passage a la limite dans 1’égalité ci-dessus
(on sait déja que [ f(t)dt et [ In(t).e"'dt convergent),

=t
on obtient | R(1) = [ ert = [ In(t).e'dt

iii) Par la relation de Chasles, on obtient bien

v=25(1)— R(1) =— /U.lln(t).e_tdt - /1Oo In(t).e"'dt = — /000 In(t).e”‘dt

Pour tout > 0 on a d’apreés la relation de Chasles

1 e—t oo e—t T e—t oo e—t
R(z :/—dtJr/ —dt:f/ —dtJr/ —dt
(z) Lt Lt Lt Lt

On retrouve maintenant une situation usuelle

e
. floo Tdt est tout simplement une constante

—t
e Notons T(z) = [ ert.
. —t

e e
Comme la fonction ¢ : t — — est continue sur U'intervalle |0, 4 oo,

on peut affirmer que 7 est la /primitive de la fonction ¢ qui s’annule en 1.
—T

Ceci prouve que T est C* sur |0, + oo[ et que Vz > 0,7"(z) = ¢(z) = <
x

—T

e

Au final, on a prouvé que | R est C? sur ]0, + oo et que Vo > 0, R'(z) = —

xz

Considérons la fonction |U : ]0,+ 0o — R

x — R(z)+In(z) +v— S(x)
La fonction U est une fonction de classe C? sur |0, 4+ oo[ comme somme de fonctions de classe
C" sur 0, + oo|, et l'on a

e””Jrl 1—e™™®

xz T xr

(&

Vo >0,U'(z) = — =0

=
o +5+07f(:1:):7

Ainsi la fonction U est constante sur 'intervalle ]0, + ool.
Comme de plus U(1) = R(1) +In1+ v — S(1) = 0 par définition de 7,
on a bien prouvé que ‘V.’L’ >0,5(z) = R(z) + In(x) + 'y‘
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