PT* 2024-25
DS 3 du 9 décembre 2024
durée 4h
(sortie autorisée & partir de 16h30)

¢ LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (eztrait de rapport de jury)

e Ce devoir est composé de trois exercices totalement indépendants, et de deux questions de cours

Questions de cours

1. Ecrire le théoréme de condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité pour une matrice

2. Définition et propriétés caractéristiques des projecteurs

Premier exercice.

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A :
L’objectif de cette partie est de déterminer toutes les matrices M de M3(R)
2 =2 3
vérifiant (€;): M? —2M =Aoun A=| 3 -3 3
4 —4 3

1. Résoudre les trois équations d’inconnue z € R,

(By):2® =22 =0 (Ey):2°—22=-1

(E3) : 2® — 2z =3



2. (a) Déterminer les valeurs propres de la matrice A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable?
(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = PDP™L.
On classera les coefficients de la diagonale de D par ordre croissant.
3. Soit M € M3(R)

On pose A = P7'MP ou P est la matrice déterminée dans la question 1 .

(a) Démontrer que M? —2M = A & A? —2A = D.
On suppose désormais que M est solution de (&;).
(b) Démontrer que MA = AM.
(c) Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre .

Démontrer que le vecteur Y = M X appartient au sous-espace propre de A associé a la valeur
propre A et en déduire que X est un vecteur propre de M.

(d) En déduire que la matrice A est diagonale.

4. (a) Déterminer toutes les matrices diagonales A vérifiant A? — 2A = D.

(b) En déduire toutes les matrices M vérifiant M? — 2M = A. On exprimera ces matrices M a
I’aide de P et de matrices diagonales & préciser.

Partie B:

Cette partie s’intéresse aux matrices M de My(C) vérifiant (&) : M? — 2M = ol ou I = ( (1) (1] )

et a € C.

1. Démontrer que si M € My(C) est solution de (&), il en est de méme pour toute matrice semblable
a M.

2. Soient M une solution de (&) et A une valeur propre de M. Etablir que A\? — 2\ = a.

3. On note A; et Ay les deux racines (éventuellement égales) de A —2)\ =q.

(a) Soit aw = —1. Démontrer que M est solution de (&) si et seulement si 1 est valeur propre
double de M.

(b) Soit @ # —1. Démontrer que si M est solution de (&) alors M est diagonalisable. Préciser les
matrices diagonales D, semblables & M, possibles (a 'aide de A\ et Ay).

(c) Soit aw # —1. On suppose que M est semblable a I'une des matrices D données a la question
précédente. Démontrer que M est solution de (&;).

(d) Pour @ = 0, donner une matrice M non diagonale solution de (&). On explicitera ses 4
coefficients.



Deuxiéme exercice.

question préliminaire:
Soit ¥ un R—ev et F' un sous-espace vectoriel de E.
Soit f un endomorphisme de F.
Onnote |h: F — FE
7 f(@)

Exprimer ker(h) en fonction de F et de ker(f)

Dans la suite de cet exercice, on considére £ un R-ev de dimension 6,
et f un endomorphisme de E telle que rg(f) =4 et f2= fo fo f=0.

1. Montrer que ker(f) C ker(f?) et que Im(f?) C Im(f)

2. Justifier une inclusion entre Im(f?) et ker(f), ainsi qu’une inclusion entre Im(f) et ker(f?)

3. On note F' = Im(f) et on considére |h :

8

— E

— f(@)

(a) En appliquant le théoréme du rang et en utilisant le préliminaire,
montrer que rg(f) = rg(f?) + dim(Im(f) N ker(f))

(b) Justifier que dim(Im(f) Nker(f)) < dim(ker(f)) puis que dim(ker(f?)) < 2.dim(ker(f))
(On pourra appliquer le théoréme du rang a f?)

(c) En déduire que ker(f) et Im(f?) sont deux espaces de dimension deux et qu’ils sont égaux

4. (a) Justifier qu’il existe deux vecteurs € et € telles que (€7, €3) soit une base de ker(f)

I
D

D

f(55) =
/(&)

DL

(d) Ecrire la matrice de f dans la base précédente.



Troisiéme exercice.

Dans tout cet exercice, I désigne un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction continue;
on note Ey I'équation différentielle du second ordre y" 4+ y = f
Si zg € I, on définit la fonction ¢4, : I — R par

Ve e l,ppq(z) = /I f(t).sin(x —t).dt

Dans tout cet exercice, par "solution d'une équation différentielle", on fait référence aux solutions a
valeurs réelles.

1. 1.1 Montrer que 'ensemble Sy des solutons sur R de I'équation différentielle 4 + y = 0 est un

espace vectoriel

1.2 Préciser une base et la dimension de Sy

2. Pour tout x € I, on pose ¢;(x) = / f(t).cost.dt et po(x) = / f(t).sint.dt
xo o

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Justifier que les fonctions ¢; et @9 sont dérivables sur I et exprimer ¢} (z) et ¢)(x) pour tout
xel

Montrer que pour tout z € [
©ra0() = p1(x).sine — pa(x). cosz

Que vaut ¢y, (x0)?

En déduire que @y ., est dérivable sur I et exprimer ¢, (x) pour tout z € I.

Que vaut ¢, (o) ?

Montrer que ¢¢ 4, est deux fois dérivable et qu’elle est solution sur I de I’équation différentielle
Ey

Montrer que ¢y, est I'unique solution sur I de ’équation différentielle E; s’annulant ainsi que
sa dérivée en zo. On écrira avec précision le théoréeme utilisé

Donner la solution générale de Ef sur [



Premier exercice.

Partie A :

1.

2.

(a)

Les solutions de (£7) sont 0 et 2.
(E5) admet 1 comme solution double.

Les solutions de (F3) sont —1 et 3.
Soit x4 le polynéme caractéristique de A.

X—-2 2 -3 X—-2 X —X-1 X -2
xaX)=] -3 X+3 -3 = -3 X 0 = X(X+1)| -3
—4 4 X-3 Ci+C—=Cy | =4 0 X+1 —4
C3-Cl—>03
X-300
xa(X X(X+1)| =3 1 0|=X(X+1)(X-23)

Li—Lo+L3—Ly

-4 01

‘Les valeurs propres de la matrice A sont —1, 0 et 3, toutes simples‘

x4 est scindé a racines simples, donc, d’aprés la condition suffisante de diagonalisabilité, la
matrice A est diagonalisable et chaque sep est de dimension un

Soit E) le sous-espace propre de A associé & la valeur propre .

x 3r —2y+32=0
X=|ly|leE 1A+ L)X=05¢ 3x—2y+32=0 ©z=—2y=0.
z 4dr —4y+42=0
1
Ainsi, F_; =Vect 0
—1
x 20 —2y+32 =0
X=|ly|l€eEcAX =0 3r—-3y+32=0 ©z2=0y=r.
z dor —4y +32=0
1
Ainsi, Fy =Vect 1
0
x —r—2y+32=0
X=|yl|lebBs (A-3L)X=0&¢ 3xr—6y+32=0 <r=y=z=
z dr —4y =0
1
Ainsi, F3 =Vect 1
1

Comme A est diagonalisable, on sait que E_; ® Ey @ E3 = R3 et que la concaténation des
bases des sous-espaces propres de A donne une base de R3.

1 11 -1 0 0
On peut ainsi écrite A= PDP tavecP=[ 0 1 1|letD=|0 0 0

-1 0 1 0 0 3

1
1
0

—1
0
1



3. Soit M € M3(R)
On pose A = P7YMP ou P est la matrice déterminée dans la question 1 .

(a) Multiplier une égalité matricielle par une matrice inversible donne une égalité
équivalente.
Ainsi on a les équivalences

M? —9M = A<= P 'M?P —2P'MP =P 'AP
= (P'MP)? 2P 'MP =P 'AP < A* ~2A =D

On suppose désormais que M est solution de (&;).

(b) On a alors A = M? — 2M.

Donc
MA:M(M2—2M) = M3 —2M? = (M2—2M)M:AM

Finalement, .

(c) Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
On a donc AX = AX avec X # 0
D’abord, comme A est une valeur propre simple on sait que le sep E)(A) est une droite
vectorielle, et donc Ey(A) = vect(X)
D’autre part, on a

AY = AMX) = (AM)X = (MA)X = M(AX) = M(AX) = AMX = \Y

Donc le vecteur Y = M X appartient & Ey(A)

Ainsi Y = M X € vect(X)

Donc Y est colinéaire a X et il existe un réel p tel que M X = puX.

Comme de plus X # 0, on peut affirmer que X est un vecteur propre de M.

(d) Notons C,C,C5 les colonnes de P.
D’aprés ce qui précéde, ces colonnes sont aussi des vecteurs propres de M, ce qui assure que
P~'MP est une matrice diagonale.

On a bien | A matrice diagonale

a 0 0
4. (a) Posons A= [0 b 0].
0 0 ¢
a?—2a= -1 a=1
A2 2A=D&< P*-20=0 &< b=0oub=2
2 —2c=3 c=—-louc=3
Les matrices diagonales A vérifiant A2 — 2A = D sont donc:
1 0 0 1 0 0 100 1 00
Ar=100 0 ],A=102 0 ],A3=10 0 0)etAy=(0 2 0
00 —1 00 —1 00 3 00 3



(b) M est solution de M? —2M = A si et seulement si P~ M P est une matrice diagonale solution
de A? —2A = D.
Ainsi, les matrices M vérifiant M? — 2M = A sont

10 0 10 0 100 100
ploo o|rPy,Plo2 o|PtprPlooo|PteeP|0 2 0P
00 —1 00 —1 00 3 00 3

Partie B:

Cette partie s’'intéresse aux matrices M de My(C) vérifiant (&) : M? —2M = ol ou I = ( (1) (1) )

et o € C.

1. Soit M une matrice solution de (&) .
Notons N une matrice semblable a M.
On sait qu'il existe P matrice inversible telle que N = P.M.P~!
On a aussi N2 = PM?. P!

et donc
N? —2N = PM?. P~ —2P.M.P~' = P.(M? - 2M).P!
Or
M? —2M = ol
donc

N*=P(al)P'=a.PP'=al

Donc, si M € M5(C) est solution de (&), il en est de méme pour toute matrice semblable a M.

2. Soient M une solution de (&) et A une valeur propre de M.
Soit X un vecteur propre de M associé a .
Ona X #0, MX =\ X et M?>X = M(A\X) = \2X.
Or M? —2M = al, donc (M? —2M — ol)X = 0, soit (A\* — 2\ — )X = 0.
Or X #0, donc A\? — 2\ — a = 0, ou encore \? — 2\ = a.

3. On note \; et Ay les deux racines (éventuellement égales) de A — 2\ = a.

(a) Soit a = —1.
On va procéder par double implication.

e On suppose que M est solution (&).
D’aprés Q2, on sait que les valeurs propres de M vérifient 1’égalité A2 — 2\ = —1.
On sait alors d’aprés Q1 que A = 1.
A ce niveau on a montré que la seule valeur propre possible de A est 1.
Or dans C, on sait que M posséde 2 valeurs propres comptées avec leur multiplicités (car
M est une matrice d’ordre 2).
On en déduit donc que 1 est valeur propre double de de M
e On suppose que 1 est valeur propre double de M.
On a ainsi xr = (X — 1)%
Comme ;s est scindé, on sait que M est trigonalisable et que M est semblable a une

matrice T de la forme T = <(1) lf)



On a

2
2 (1 k 1 k\ (1 2k 1 k\ (10} _
T_2T_(01 2o 1) 1) 7o 1)T o 1) TR

Ainsi T vérifie (&), et d’aprés Q1, on peut affirmer que toute matrice semblable a T'
vérifiera aussi (&), donc M vérifie (&)

(b) Soit o # —1.
Notons avant tout que si o # —1, 'équation A2 — 2\ = « posséde deux racines distinctes car
A=4+4a#0.

Dans le cas que nous traitons, nous avons donc Ay # .

On suppose que M est solution de (&;).

Dans C, on sait que le polynome caractéristique de M est scindé et sera de la forme xy, =
(X —1).(X = 1y).

On sait aussi que les seules valeurs propres possibles de M sont A; et Ay (éventuellement de
multiplicité deux).

3 cas sont alors a envisager

1.

il

cas ol xpr = (X — M) (X — Ag).
Dans ce cas xs est scindé a racines simples et M est diagonalisable semblable & la matrice

(M O
b (3 0.
cas oll xpr = (X — \p)2
Dans ce cas, on peut affirmer que M est trigonalisable, semblable a une matrice T' =
Ak
0 M/

Comme M vérifie (&), on sait que T vérifiera aussi (&).

Or on a
2
ANk Mk 10
T2 _oT 1 1
0= 2 ol (0 )\1> 2<0 /\1) a<0 1)

(N 2N (M kY (10
“\lo 0 ) Yot
N 0 )\%—2/\2—06

_ (8 2k()\6 - 1))

Ce qui donne k.(A\; — 1) = 0.
Cependant, on a A; # 1! (En effet si ¢’était le cas, on aurait @ = A\ 2A\; = —1 ce qui est
exclu).

A1 O
On a donc k=0, et donc T' =

0 N

On a bien prouvé que dans ce cas aussi, M est semblable & une matrice diagonale, a savoir

A0
0 X\



(c)

iii. cas ot xur = (X — A\2)%
Méme raisonnement que précédemment, on trouve M est semblable & une matrice diago-

nale. & savoir A2 0
’ 0 X

Soit @ # —1. On suppose que M est semblable a I'une des matrices D données a la question
précédente.

On avuque D = (i‘; f) avec (i,j) € {1,2}?
J

Donc )
2 o )\z 0 . )\z 0 . /\22 - 2)\Z 0 [« 0

Ainsi D vérifie 'équation (&) et d’aprés Q2, on peut alors affirmer que M aussi

Pour o = 0, 'équation donnant les valeurs propres est 2> — 2z = 0. Les solutions sont les
matrices diagonalisables dont le spectre est inclus dans {0,2}.

0 1 . . :
Par exemple M, = (0 2) convient, son polyndéme caractéristique étant X (X — 2), il est
scindé a racines simples, cette matrice est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont 0 et
2.

Vérification Mg — 2M = (8 i : Z) = 0.

(CORRECTION DE L’EXERCICE 2)

préliminaire:

e Par définition, on a |ker(f) = {7 € E| f(Z)

0} |et |ker(h) = {Z € F | h(Z) = 0}

e On peut donc écrire

1.

(a)

ker(h) = {Z € F|h(Z) =0}
= {7 € E|T € F et h(&) =0}
={Z € E|T € F et f(¥) :6} car h(Z) = f(Z)
={F € E|Y € F et ¥ € ker(f)}
= F Nker(f)

Ceci prouve que |ker(h) = F Nker(f)| (fait en classe)

Montrons que |ker(f) C ker(f?)|.
Soit & € ker(f)

Cest a dire f () = 0.

Comme f est une application linéaire, on sait que f (6)
On a ainsi f2() = f(f(%)) = f(0) =0

ce qui prouve que T € ker(f?)

On a bien montré que V¥ € ker(f), T € ker(f?)

0



3.

(b)

(a)

Montrons que | Im(f?) C Im(f)
Soit Z € Im(f?)

cest a dire qu'il existe £ € E tel que Z = f2(t) = f(f(1))

Notons i = f(t).

On a alors ¥ = f(7)

ce qui prouve que Z € Im(f)

On a bien montré que VT € Im(f?), 7 € Im(f)

Montrons que Im(f?) C ker(f).

Soit & € Im(f?).

Ceci signifie qu'il existe £ € R tel que & = f2(t).
On a donc f(Z) = f3(f) = 0 car f3 = 0.

ce qui prouve que ¥ € ker(f).

On a bien montré que VZ € Im(f?), @ € ker(f)

Montrons que Im(f) C ker(f?).

Soit & € Im(f).

Ceci signifie qu'il existe £ € R tel que & = f(t).
On a donc f2(Z) = f3(t) = 0 car f>=0.

ce qui prouve que T € ker(f?).

On a bien montré que V¥ € Im(f), 7 € ker(f?)

e D’aprés le préliminaire, on a

ker(h) = F Nker(f) = Im(f) Nker(f)

e On a

Im(h) = {n(7)|7 € Im(f)}

Or par définition

Felm(f) < 3t ek, f(t)

ce qui permet d’écrire

Im(h) = {n(fB)It e E} = {f* ()|t € E} =Tm(f?)

e Le théoréeme du rang appliqué & h donne dim(F) = dimker(h) 4+ dim(Im(h),
c’est a dire

dim(Im(f)) = dim(Im(f) Nker(f)) 4+ dim(Im(f?))

On a bien prouvé que

rg(f) = rg(f*) + dim(Im(f) Nker(f))

10



(b) e Comme Im(f) Nker(f) est inclus dans ker(f), on a

dim(Im(f) Nker(f)) < dim(ker(f))

e De l'inégalité ci-dessus et de 1’égalité en 3(a), on peut en déduire que

rg(f) < rg(f?) + dim(ker(f)) (%)
e Le théoréme du rang appliqué & f donne dim(E) = rg(f) + dim(ker(f))

(en passant, ceci prouve que|dim(ker(f)) =6 — 4 = 2| (on utilisera ce résultat plus tard!))

e Le théoréme du rang appliqué a f? donne dim(FE) = rg(f?) + dim(ker(f?)) (**)

e En reportant ces deux résultats dans (*) on obtient

dim(E) — dim(ker(f)) < dim E — dim ker(f?) + dim(ker(f))

et au final | dim(ker(f?)) < 2.dim(ker(f))

(c) e L’inégalité ci-dessus donne numériquement dimker(f?) <2 x 2 =4

e On a vuen Q2), que Im(f) C ker(f?).
On a donc dim Im(f) < dimker(f?) c’est a dire 4 < dim ker(f?)

e Les deux inégalités ci-dessus donnent dim(ker(f?)) = 4
On en déduit avec (**) que |dim(Im(f?)) = 2

e On a Im(f?) C ker(f) d’aprés Q2) et ces espaces ont méme dimension,

on peut affirmer par théoréme que |Im(f?) = ker(f)

4. (a) Comme ker(f) est un sev de dimension 2,
il existe deux vecteurs €] et & telles que (€7, &) soit une base de ker(f)

(b) Comme ker(f) = Im(f?) d’aprés 3(c), les vecteurs €; et & sont donc deux vecteurs de Im(f?)
également.

e Or dire que €] € Im(f?) signifie qu’il existe un vecteur é5 € E tel que f2(€5) = é).

Posons alors simplement €3 = f(€5)
e On tient un raisonnement identique qui assure I'existence de €5 et €4

(c) e Commengons par montrer que la famille (€},é5,e3,64,65,65) est libre.

Soient ()\1, .. 7)\6> € RS tel que A\1.€1 + A€o + A3€3 + A€y + As€5 + A€ = 6
On a donc

Al-f2(g5) + AQ.f2(€6) + )\3f(é%) + /\4f(é%) + )\555 + /\656 = 6 (*)
En composant par f2, et en tenant compte du fait que f3 = 0, cela donne
Xs-f2(E5) + Xg.f2(€6) = 0

11



cad
)\5.51 + )\6.52 =0
Or la famille (€1,63) est une famille libre car ¢’est une base,

on peut donc affirmer que \s = \g = 0.
En reportant dans (x) cela donne

A f2(E5) 4 Ao f28s) + As.f(E5) + M\a. f(€s) = 0
En composant par f, et en tenant compte du fait que f3 = 0, on obtient cette fois
A3.f2(E5) 4+ M. f2(€s) =0

c’est a dire \3.€] + A\y.€5 = 0

Or la famille (€1,63) est une famille libre car c’est une base,

on peut donc affirmer que A3 = Ay = 0.

En reportant dans (k) cela donne simplement A\;.€; + Ag.€5 = 0,
ce qui permet d’affirmer que A\ = Ay = 0.

On a bien prouvé que \y =--- =X =0

- - o o o o

e e e

on peut alors affirmer par théoréme que ’B est une base de £ \
01000

(d) La matrice de f dans la base précédente est

S OO oo o
S OO OO
S OO OO
o OO O
OO O = O
O O = OO

Troisiéme exercice

1. 1.1 Notons Sy = {y € D*(RR) |y’ +y = 0}
et vérifions que Sy est un sev de D?(R,R) Pespace vectoriel des fonctions deux fois dérivables
sur R

i. S € D*(R,R) par définition
ii. Sy est non vide car contient la fonction constante nulle

iii. Sy est stable par combinaison linéaire.
En effet,
Soit (f,g) € Sp et A € R.
Notons h=A.f+ g

' +h=M\f+9)"+\f+9)
=ANf"+¢"+ANf+g  lnéarité de la dérivation
=AU+ ) +9" +g
=A0+0 car f et g dans S
=0

Conclusion | Sy est bien un espace Vectoriel‘

12



1.2 |dim S, = 2 et une base est (sin, cos)

. 1 e Comme f est continue sur 7, la fonction f; : ¢ — f(¢).cost est continue sur I comme produit
de fonctions continues.

Le théoréme fondamental de I’analyse permet alors d’affirmer que ¢, est 'unique primitive
de f; qui s’annulle en xy. En particulier ¢ est dérivable sur I avec ¢} (z) = f(x).cosx

e Par le méme raisonnement: @, est dérivable sur I avec ¢)(x) = f(z).sinz

2 Soit z € 1.
On a

Vit € [z,xo], f(t).sin(x — t) = f(t). (sinz.cost — cosz.sint)
=sinz.f(t).cost — cosx. f(t).sint

et donc par linéarité de l'intégrale

D) = / sinz. f(t).cost — cosx.f(t).sint dt

zo
:sinx./ f(t).cost.dt—cosx./ f(t).sint.dt
xo o

= sinz.p1(r) — cos x.pa(x)

Pfao ($0) =0

3 e D’apres I'égalité ci-dessus, ¢y ,, est la somme et le produit de fonctions dérivables sur 7,
donc ¢y 5, est dérivable sur I.
Soit x € [

Ot 2o (1) = cOs 2.4p1 () 4 sin z.¢) () + sin z.ps(2) — cos z.¢h(x)

= cosx.p1(x) + sinz.po(x)

@'t 2o (0) = 0

4 D’apres 1'égalité ci-dessus, go’mo est la somme et le produit de fonctions dérivables sur I, donc
©'t 4, €8t dérivable sur I, cad ¢y, est deux fois dérivable sur [
Soit z € [

Ot 2y (1) = —sinz.1(x) + cos z.¢) () + cos(z).@2(x) + sin 2.9 (x)
= —sinz.p;(z) + cos® x. f(x) + cos(x).po(x) + sin® z. f(z)
= sin 2.1 () + cos(x).a(x) + (cos® x + sin® z). f(x)
= —Pra() + f(2)
On a montré que
Vo € 1,954, (7) + rae (1) = f()

©fa, est bien solution sur I de I'équation différentielle E;
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y' +y=0 surl
5 Cy(xg) =0 constitue un probléme de Cauchy linéaire de second ordre.
y' (o) =0
On sait alors qu’il existe une et une seule solution a ce probléme. La fonction ¢y, vérifiant ces
trois conditions, c¢’est bien la seule solution & ce probléme!

6 L est une équation différentielle linéaire d’ordre deux normalisée avec second membre, sa solution
générale s’écrit comme la somme de 1’équation sans second membre associée et d’une solution
particuliere, cad ici

y: I — R .
r — A.cosm+B.sinx+/ f(t).sin(x — t)dt

x0
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