1 |Fonctions: continuité, dérivabilité,. ..

ANA 1 (équivalent et In)

1. At-on 1+ 2z ~ 1+ 227 A-t-on In(1 + z) ~ In(1 + 2?)

2. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un point a.
g est strictement positive

On suppose que f ~ g et que
ppose que f AR ¢ admet une limite I € Rt U {+o00} autre que 1

(a) f est-elle strictement positive?
(b) Montrer que In f ~Ing
a

ANA 2 (classique)
2v3 1
1. Justifier que arcsin(y) — T i(y --)
612 3 2

2. Justifier que T_ arcsiny ~ 2(1—y)
2 y—1-

ANA 3
Déterminer les équivalents suivants

In(z% + z + 1). arctan x

1. a) z.In(e* + 1) en —oo b)zs — 1 en 400 c) en 0 et en +00

In(z + 1)
9 (1 —C(?S;L’).talll‘ en 0 b) 2 —1en 1 0 Sinx—(:ros:r en "
x.sin”(3z) r—7 4
ANA 4 2
T 1
Soitf:x»—)l + el/®
z—1

1. Montrer que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote a la courbe Cy lorsque & — +00
2. Etudier la position de I'asymptote par rapport a la courbe. C¢

ANA 5
Soit f: R — R une fonction de classe C'° qui posséde n + 1 racinces disctinctes.
Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f™(c) =0

ANA 6 (continuité)
Soit f: R — R une fonction continue et strictement décroissante.
Montrer que f posséde un unique point fixe, cad qu'il existe un unique zo € R tel que f(zg) = xo

ANA 7 (continuité)

Soit f une fonction définie et cntinue sur R tel que Vo € R, f(z + 1) = f(x) + 1.

On définit la foncton g : z € R— f(z) —x
1. Montrer que g est une fonction périodique et justifier qu’elle soit bornée sur R
2. En déduire zlg{olo f(z) ainsi qu’un équivalent de f en +oo

ANA 8 (inégalités diverses)
1. Montrer que Vz €] — /2, + 7 /2[, | tanz| > |z|
2. Montrer que Vz > 0, T < arctanz <
1+ a2
3. Montrer que Voo > 1,Ve 2 0, (1 + 2)* > 1 + .

ANA 9
Etudier la dérivabilité de la fonction x — v/22 — 2 — 2 sur son ensemble de définition

ANA 10 (bonne utilisation du théoréme de la limite de la dérivée)
On pose f(z) = arcsin(2zv/1 — 22)

1. Justifier que ensemble de définition de f est [—1, + 1]

2. Etudier la dérivabilité de f sur [—1,+1] en distinguant éventuellement des cas, et donner sa dérivée.

3. En déduire un expression simple de f(z) en fonction de arcsin(z)

[FONCTIONS RECIPROQUES. |

ANA 11 (fonction réciproque)
Soit f: x> z.e*
1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que 'on précisera
2. Montrer que f~! admet un DL & l'ordre 4 en 0
3. Déterminer ce DL
ANA 12 (fonction réciproque)
Soit f:x a4+ — a3
1. Déterminer deux intervalles I et J contenant 0 tels que f réalise une bijection de I sur J

2. On note ¢ la fonction réciproque de la restriction de f & I. Montrer que g admet un DL a 'ordre

4 en 0 et le calculer
ANA 13 1
On consideére la fonction f: z +— ——
cosw
. Donner I'ensemble de définition de f
. Réduire le domaine d’étude
. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative

= W N =

g la fonction réciproque .
5. Donner les variations de g et représenter sa courbe représentative sur le graphique précédent

cos(g(e)) =

6. Justifier que Vz € J, : 1
sin(g(z)) = /1~

7. Montrer que g est dérivable sur J — {1} et qu’alors ¢'(z) = T
TvVa? —

|[ETUDE DE PROLONGEMENTS. |

ANA 14 (prolongement C!)
Montrer que la fonction f: [0,7] — R

22— 2nx
77; siz#0
T — 47rsin§

est de classe C' sur [0,7]

-1 sinon

ANA 15 (prolongemeflt)
La fonction x — 2. sin(=) peut-elle étre prolongée en 0 en une fonction dérivable en ce point?
x

ANA 16 (prolongement et C™) Vita?—v1—22 |
Soit f la fonction définie sur [—1, + 1] par f(z) = z siz#0

0 sinon
Montrer que f est de classe C*° sur | — 1, + 1]

. Montrer que f réalise une bijection de I = [0,m/4] sur un intervalle J que 'on précisera. On note



ANA 17 1
prolongement et C? Soit f: z +— —5— — -
sinz @
1. Déterminer la limite [ de f en 0, puis un équivalent de f(x) — lorsque z — 0

2. On pose f(0) = [. Etudier si ce prolongement est continue sur | — 5,%[? Dérivable? c?

ANA18
Soit f:x — 1 :

2z
1. La fonctionef est-elle C*° sur son ensemble de définition?
2. La fonction f a-t-elle une parité particuliére?
3. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

Ce prolongement est-il dérivable?

ANA 19
Soit f: Rt — R
2. Inx X
— siz >0
T — 14 22
0 six=0

La fonction f est-elle de classe C! sur R*?

DERIVEES n—IEME

ANA 20
Soit f:]—n/2,+7/2[ — R
1
1. Calculer f’ et f”
2. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel
ue Vr €] — /2, + n/2[, [ (z) Pufsinz)
-7 T ==
q ’ ’ (COS :L»)n-%—l
Trouver une relation entre Py, P, et P,

Cos ™

3. Trouver le monéme de plus haut degré de P,
ANA 21 (dérivée n—iéme)
1. Déterminer la dérivée n—iéme de = +— e*. cosx
2. Déterminer la dérivée n—iéme de z +— sin® z. cos ¢
3. Soit a € R
Déterminer la dérivée n—iéme de = +—>

4. Soit a € R
Déterminer la dérivée n—iéme de  — 1% ch(x.sha)

ANA 22
Pour tout n € N* on note f, : & € R* = 2"~ L.el/®,
Montrer que f, est C* sur R* et que f()(z) = (—=1)".a " L.’/ pour tout x # 0

T +a

2 ‘Intégrales I. ‘

ANA 23
Indiquer parmi les intégrales suivantes celles qui font parties du chapitre Intégration I

! St—1 2t 2 o
A:/ In(t)dt B:/ T C:/ * D:/ e tdt
) L t+2 L 2—4 o

3

ANA 24
Soit f une fonction continue sur R & valeurs dans R.
Justifier que les fonctions suivantes sont définies et dérivables sur R, puis donner leurs dérivées.

G:Jtl—>/z f(t)de H::t?l—>/z f(t)de Jix— /1631..}0(75)(#
3 —x JO

ANA 25

Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.
1. Existe-t-il une primitive F' de f sur [0,1] telle que F(1/2) = 20307 Est-elle unique?
2. Existe-t-il une primitive G de f sur [0,1] telle que Zlir?i G(z) = +o00?

3. Existe-t-il une primitive H de f sur [0,1] telle que fol H(t)dt = 0?7 Est-elle unique?
ANA 26

Montrer que si f est continue sur [0,1] alors lim fol t"f(t)dt =0
n—oo

ANA 27 (lemme de Lebesgue - trés classique)
Soit f une fonction de classe C! sur le segment [a,b]. Prouver que hT fab f(t)sin(xt)dt =0
T——+00

|[FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE: |

dt

. VTl

1. Ensemble de définition de f7

2. Réduction de l'intervalle d’étude?

3. Etudier les variations de f ainsi que les limites aux bornes de I'ensemble de définition
4. Dessiner l'allure du graphe de f

ANA 29

3x
dt
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = /
VEE+T

1. Montrer que g est de classe C! sur R, et déterminer le signe de ¢’

2. La fonction g est-elle paire ou impaire? Que vaut ¢'(0)?

t
4. Donner l'allure de la courbe représentative de g.
5. Justifier que la fonction h : x — In(z + V22 + 1) est dérivable sur R,
puis déterminer une expression de g(z) en fonction de h sans le signe [

3z
3. Pour z > 0 donner un encadrement de / — — g(=), puis montrer que liril g(z) =1In3
z T—+00

ANA 30 .
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = / arctan(t?)dt

1. Montrer que g est une fonction impaire
2. Montrer que g est strictement positive sur |0, 4+ oo[

3. Montrer que g est dérivable sur R, calculer ¢’ et montrer que g est strictement croissante sur R

(suite autre page)



4. Montrer que pour tout x > 0 on a 2 arctan(z?) < g(x) < 2z arctan(9z?)
puis en déduire que g(x) ~ T.T
o0

3z

1
5. Montrer que Yz > 0, 7m.x — g(z) = arctarl(tfz)dt
En déduire que cette différence tend vers 0 lorsque z tend vers +oo et que la courbe représentative
de g admet une droite asymptote

6. Donner 'allure de la courbe représentative de g

ANA 31
Soit f:R — R

t — t
1 sinon
1. Montrer que g est bien définie sur R et étudier sa parité
2. Montrer que g est dérivable sur R puis donner ¢'(x) ainsi que son signe
3. Montrer que llror; g = 400 et dresser le tableau de variation de g

4. Justifier que g est de classe C*° sur R

ANA 32 1ot
On consideére la fonction f définie sur R% par f(z) = / ro dt.
S x
Montrer que f est bien définie sur |0, 4 ool.
Etudier le sens de variation de f.
r+1 r+1

< f(z) <eln
x x

En déduire les limites de f aux bornes de I’ensemble de défnition
e—1

1.

2.

3. Montrer que Vz > 0, In
4.

5. ~
+o0 T

Montrer que f(x)

ANA 33 @
On note H : z €]0, 4+ oo[— / In?(1 + x.t).dt.
0

En introduisant la fonction F' : x +— / In?(1 + t)dt, montrer que H est C' sur ]0, + oo[ et donner sa
0
dérivée

ANA 34
Etude des fonctions f; définies par

fiw = [ YA = / Ty

t—Int t

[FORMULES DE TAYLOR: |

ANA 35

T —t n—1
Soit f € C%[a,b],R) et g définie que [a,b] par g(z) = / %.f(t)dt
o (n=1)
Montrer que g est n fois dérivable sur [a,b] et que g™ = f
ANA 36 x2 2?2zt
A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que Va € [0,7/2], 1— ? <cosx < 1— EJFﬂ

[CHANGEMENT DE VARIABLE |

ANA 37
Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que: V¢ € [a,b], f(a+b—t) = f(t)
1. Donner l'interprétation géométrique de cette condition

2. Montrer que: V¢ € [a,b], fab tf(t)dt = ¢ ;_ b fabf(t)dt

3. En déduite/ t.sin®(t).dt
0

ANA 38 -

Soit o E}O,Z] fixé.

Calculer f:/zfa sin(t). cos(t). In(tan t)dt en posant x = T 4

Proposer un autre moyen de justifier ce résultat et le mettre en oeuvre

ANA 39 . B
A T'aide du changement de variable t = 1% calculer I = [(* In(1 + tan z)

[SOMMES DE RIEMANN ]

ANA 40
Calculer la limite des suites dont le terme général est donné ci-dessous
IS km ~ 1 - n
n — — i bn = ﬁ é n — T a1l . 9o
“ nZsm(n) Zna+k:(a>0 x€) ¢ Zk2+2kn+n2
k=1 k=0 k=1
1 & 1 1 & k " B\ 1 &
dnzi n — 5 k. I n = 1 - n — — W
n k+n ‘ HQZ e n) / H( +”> ’ ”Z
k=1 k=1 k=1 k=1
L — 1 ) (2n)! n ) Wfnn+1)...(n+n)
n = — 7’” — n = ——ee
0 \/n2 — k‘2 n"n' J n"
ANA 41 (démonstration de la méthode des rectangles)
Soit f € C'([a,b],R).
b—
On note pour tout k € [0,n], 2y = a+ k. a4
1. Justifier que M = sup |f'(z)]| existe
z€la,b]
b n—1 n—1 Tr
b—a k1
2. Montrer que / f(z)de — —— Zj(xk) = Z/ flx) = f(xr)dx
e C— k=0 "k
b n-1 2
b— M.(b—
3. En déduire que /a f(z)dz — Ta ; flap)| < %
b b—a e 1
4. En déduire que /a flx)de = - ' ; flay) + O(;)
ANA 42 "
Soit o > 0. Déterminer un équivalent de S, = >~ k* en introduisant une somme de Riemann

k=1



ANA 43 g2 SUITES EXTRAITES
1. Pour n € N*, montrer que la fonction ¢ — e est prolongeable par continuité sur R.

T ANA 51
2. En utilisant une somme de Riemann, montrer que lim lidt =In2 Soit (u,) une suite réelle.
L W o ntee Jo - On suppose que les suites extraites ((usy,), (Uznt1) €t (uzn42) convergente vers une méme limite [
3. Calculer / ( lim i) dt . Etonnant? 1. Rappeler la définition de la convergence de ces 3 suites a I'aide de e.
o \noeo 1=t (On introduira des rangs notés Ny, Ny et Na)

ANA 44 2. ¢ > 0 étant un réel fixé.
Soit = € R avec |z # 1. Justifier qu'il existe Ny € N tel que Vk > Ny, |up, — 1| < €

2 v 3. Que vient-on de justifier?
Calculer / In |z — e"|dt
0

ANA 52
1. Soit (u,) une suite telle que les suites extraites (usy),(u2n+1) €t (us,) convergent. Nous allons
3 ‘ Suites numériques ‘ montrer qu’alors (u,) converge aussi. On note Iy = limug, 1, lo = limuy, et I3 = limus,
(a) Rappeler les résultats de cours que vous connaissez relatifs aux suites extraites.
‘AUTOUR DES PREMIERES DEFINITIONS‘ (b) En considérant la suite (ug,), montrer que Iy = I3
o . . (¢) Montrer que I} = I3
ANA 45 (bornée a partir d’un certain rang...) (d) Conclure

Soit une suite réelle (u,,) pour laquelle on sait que 3¢ > 0,Vn > 3, ju, — 4| < ¢ ) . o
. . . 2. Le résultat reste-t-il vrai si I'on suppose que (u2y),(U2n+1) €t (u4,) convergent?
i) Peut-on dire que la suite (u,) est convergente?

ii) Peut-on dire que la suite (u,) est bornée? Si oui, donner un majorant et un minorant. ANA 53 n+p
Soit (un)n>1 une suite réelle telle que Vrn > 1,¥p > 1,0 < typp <
ANA 46 . , np
Soient deux suites (u,) et (vy) telles que w, ~ V. Etudier la convergence de la suite (u,)
1. Montrer qu’en général on n’a pas er ~ e’ ANA 54
2. Montrer que e*" ~ e ssi limu, — v, =0 Soit u = (u,) une suite réelle telle que limu,, =1 € R.
ANA 47 1. La suite (u,) est-elle forcément convergente? Justifier.
Soit une suite (uy,)n>0 telle que VB € N, 3Ing € N, u,, > B. 2. On suppose de plus que (u,) est croissante.
1. A-t-on limu,, = +00? Justifier Montrer que limu,, =1

2. Si lon suppose de plus que (u,) est croissante, a-t-on limu,, = +00? Justifier p .
‘SUITES DEFINIES DE MANIERE EXPLICITE ‘

ANA 48

Soit (uy)n>0 une suite qui converge vers 4. ANA 55

Soient a et b deux réels. On s’intéresse & la suite (u,,) définie par u, = cos \/[47?n? + an + b

o . ) c 1. Le raisonnement suivant est-il correct? "Lorque n tend vers l'infini, on a +/|47?n? 4+ an + b| qui
2. Montrer que pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel on a 4 —¢ < u, <4+ 92 tend vers U'infini. Or la fonction cos ne posséde pas de limite en I'infini, donc la suite (u,) ne posséde
pas de limite en l'infini!"

1. Montrer qu’a partir d’'un certain rang, on a u, < 4.3

ANA 49 (Toute suite d’entiers convergente est stationnaire, a savoir refaire) 9
Soit (kn)n>o une suite d’entiers.
On suppose qu’elle converge vers la limite k.
Nous allons montrer que la suite (k,) est nécessairement une suite stationnaire. ANA 56
1. Rappeler la définition avec les quantiﬁcateurs de limk, =k On s’intéresse a la suite (“n) définie par Vn € N, u,, = tan (g) .
2. Montrer que Ve > 0,3N;,Vn > Ny, Vm > Ny, |k, — k| < 2¢
3. En choisissant judicieusement une valeur de €, montrer que Vn > Ny, k, = kny,

- Justifier que \/[47%n? + an + b = 2mn + X 4 o(1) lorsque n tend vers 'infini
3. Qu’en conclure quant a la convergence de la suite (u,)?

x
On consideére la fonction f : x +— tan (%)

4. Conclure . Justifier que la suite (u,) est bien définie.

ANA 50
Soit (uy)n>o une suite telle que limu,, =1 > 0.
Montrer qu’il existe k& > 0 et ng > 0 tels que Vn = ng,u, = k

1

2. Donner I’ensemble de définition de la fonction f
3. La fonction f est-elle bornée? monotone?

4. Justifier que la suite (u,) ne converge pas



\SUITES DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

ANA 57 1
On pose u, = / (In(1 +¢))"dt
0

1. Montrer que (u,) est monotone, convergente et déterminer la valeur de la limite
2. Etablir une relation entre u,,; et u,. En déduire que (n + 1).u, < 2.(In2)"*! < (n + 2).u,

3. Déterminer un équivalent (simple) de w,

ANA 58 _
Pour n € N, on pose I, = fOX tan™ tdt
1. Calculer I et I
Calculer pour tout entier n, I, + I,12
(c) En déduire Pexpression de I,, en fonction de n
2. (a) Prouver que limI,, =0
P (—1)k1 P (—1)k1
(b) En déduire que: In2 = phj& (1?:31 %) et % = plg& (Z (Qk%I)
ANA 59
On pose pour tout entier n > 0, u, = fol V1 —tr.dt

1. Montrer que la suite (u,) est une suite monotone
tn

2. Etablir que pour tout ¢ de [0,1], on a les inégalités 1 — " < /1 —¢" < 1 — bl

3. En déduire que la suite (n(u, — 1) est bornée.

ANA 60

dt
Pour tout n € N on pose u,

1
= T4+t4tm
1. Calculer ug, u; et us

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (uy,)

(b) Montrer que pour tout n € N, u, < fol ILL
(¢) Montrer que la suite (u,) est convergente
3. (a) Justifier que In(2) —u, = fol mdt
(b) En déduire que pour tout n € N, In(2) — u,, < %H
(¢) Donner la limite de la suite (u,,)
ANA 61 o (1t
Soient (un)ns0 et (Un)n>o les suites définies par u,, = kZ=O Pl et v,=1u, —In2
1. Calculer pour tout z € [0,1] la quantité f,(z) = zn: (—1)kz
g
2. En intégrant f,, montrer que v, = (—1)" f) T Idx

3. En déduire que la suite (u,) converge vers In 2

4. Calculer S,, = > vy et en déduire lim S,,. Que vient-on de prouver?
k=0

ANA 62 1
Pour n € N, on pose U, = — ! el(1 —t)"dt
n!
1. Calculer U;

2. Trouver, pour n > 2, une relation entre U, et U,_;
no1

3. En déduire que: U, = e — > —

o k!

LS|
4. Démontrer que 0 < U,, < 3' pour prouver que: e = lim (Z E)

n—o00 \ 7o

ANA 63

Pour p et ¢ entiers naturels, on pose I, , = ff(t —a)P(b—t)idt
1. Former une relation de récurrence liant I, ; et 14141
2. Donner une expression de I, , a ’aide de factorielles

ANA 64

Soit f :[0,1] — R une fonction de classe C*> et p € N.
1

On pose pour tout n € N, I,, = / t" f(t)dt

0
1. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0

2. Déterminer un développement asymptotique & la précision o(n=?~1) de I,

ANA 65 1
On pose pour n > 1,u, = / e dx
0

1. Calculer u;. Montrer que la suite u,, est convergente.
2. Montrer que Vy € [0,1],1+y < ¢’ <1+ (e — 1)y . En déduire [ = lim w,

n—o0
3. Pour quelles valeurs de « € Rla série Y (u, — [)* est-elle convergente?

‘SUITES DEFINIES PAR UNE SOMME ‘

ANA 66
Déterminer les limites des suites des (u,) et (v,) définies par
1 n 1 T 1 n n n 4eg
un’ = e Un = —— —_— e
n?+1 n?+2 n?+n n?4+1 n?>+42 n?
ANA 67

On souhaite montrer que 1! + 2!+ 3! +--- + (n — 1)! + n! ~ n! (%)
oo

k!
1. Pour tout k € [1,n — 1] fixé, donner un équivalent de — quand n — oo .
n!
Peut-on en déduire alors facilement (x)?
2. Aprés avoir remarqué que pour tout n > 3 on a

U+2143+- 4+ (n=D+n! 4.

n

Il
= +=+1
n

n! n!
justifier (x).

ANA 68
Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par u,, =

10

n

>

noo1
——— —lnn=
kz::1\/1+k2 (k-:l

1

V1+Ek?

+n

)—lnn



ANA 69

n 1 [SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT |
On pose a,, = Z — —Inn pour tout n > 1
sk o ANA 74
1. Montrer que la suite (a,) converge. On notera Z sa limite. 1. Veérifier que, pour n € N*, I'équation & — Inx = n posséde, dans U'intervalle ]0,1], une et une seule
2. En déduire la limite et un équivalent de S, = > 1 lorsque n — +o00 solution, que I'on notera u,.
sk 2. Etudier la monotonie de la suite de terme général w,,, puis justifier que limu,, =0

PP . 1+i4o4L *4 . L . . [T P
3. Déterminer "11_{1010 qgT? » avec ¢ € R*" fixe. 3. Donner un équivalent simple de u,, quand n tend vers l'infini, ainsi que de v, = e¢"u,, — 1.

(indic. on pourra écrire que S, =Inn + v+ o(1))

ANA 75 1 " 1 1 " 1
ANA 70 Pour n € N* et # €]0,1[ on pose fu(z) = —+ > ——5 et go(z) = —— + > 1
. . o o Ink 1 2 2x S — k2 20 =+ —k?
Démontrer que la suite définie par u,, = [ >, — | — =(Inn)? est convergente. o . =4
=k 2 1. Montrer qu'’il existe un unique u,, €]0,1] tel que f,(u,) =0
Inz
(On pourra introduire la fonction f : x — —— et vérifier qu’elle est décroissante sur [3,+ oco[.) 2. Montrer que zn: : 1 == 73 4n :
T =17k n+
ANA 71 . . 3. Comparer f,(z) et g,(z) en fonction de x €]0,1]
Soit (p,) une suite croissante d’entiers telle que py > 1. On définit la suite (S, ),>0 par S, = kzo P 4. En déduire que ¥n € N*, u,, < i n l En déduire la limite de u,,
- n
1. Montrer que la suite (S,,) converge vers [ €]0,1]
. o . . ANA 76
2. Montrer que si (p,) est stationnaire alors [ est un rationnel. 3 z.lnz
Soit f:x € [1, + oof—
ANA 72 1t
o . 1 1. Montrer que pour tout n € N il existe un unique réel a,, > 1 tel que f(a,) =n
On définit la fonction u sur R en posant u(t) =t +1— — . L. | ,
cht 2. Etudier les variations de (a,), et montrer que (a,) n’est pas bornée
1. Justifier que Vi € R, — 1 < sht <1 3. Donner un équivalent de a,, puis de a,, — e”
’ cht
2. Etudier le signe de u(?). ANA 77
3. En déduire que pour x > —1,In(1 +z) < shz Soit Py(X)=X"+X"'+..- 4+ X —1pourn>1
4. En déduire que pour z < 1, — In(1 — 2) > shz 1. Montrer qu'’il existe une unique racine, notée a,, de P, sur |0, + oo]
5. Justif fout m > 2 (2 D1 D < n ; 1 02 2. En considérant par exemple P, (a,_1), montrer que la suite (a,) est décroissante
- Justifier que pour tout n > 2 on a ln(2n + 1) —In(n + 1) < kZ::lb otk ST 3. Montrer que la suite (a,) converge.
n 1 4. Justifier que pour tout n > 1 on a a”** — 2a, + 1 = 0 puis déterminer lim a,,.
6. En déduire la limite, quand n — oo, de Y sh ( n k) et - " " I "
- n
= \ SUITES RECURRENTES \
ANA 73 (théoréme de Césaro - classique- A savoir refaire) et
o Lo j . X - . 1 ) ANA 78
Soit (u,) une suite complexe ou réelle qui converge vers une limite finie . On pose z,, = — Y . . o o .
n k=0 Donner 'expression du terme général de la suite récurrente complexe (u,),>o définie par:

Nous allons montrer que la suite (z,) converge elle aussi vers [.
(On retiendra que si une suite converge vers | alors la suite de ses moyennes arithmétiques converge up = 0,uy = 1443 et Vn € Nyuyi0 = (3 — 20)upi1 — (5 — 5i)uy,

également vers 1) . .
ANA 79 (on devra trouver des expressions simples!)

L On suppose que £ =0. Soit @ € ]0,7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par:

. N . €
(a) On se fixe un € > 0. Justifier qu’il existe un entier ny tel que pour tout k > ng,|ug| < =.
2 —_— . j—
1 n E ug=u; =1 et Vn € Njuyyo —2cosb.uyyg +u, =0
(b) Justifier qu’alors pour tout n > ng, — > |ug| < =
[ 2 ANA 80
Justifier Texist & . tel tout 1 > 1 moz! <€ Soit a un réel différent de deux.
(¢) Justifier 'existence d’un entier 7, tel que pour tout n > ny, n kz::o Ukl S 5 On s’intéresse a la suite (u,) définie par ses deux premiers termes ug et uy, qui vérifie la relation de
(d) En déduire l'existence d’un entier ns (que 'on précisera en fonction de ng et de nq) tel que récurrence Vn 2 0, unt2 = (2 + @)up41 — 20Uy,
Vn = na, |z,] <€ 1. Déterminer I'expression explicite de u,, en fonction de n,a, ug et u;
(e) conclure 2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (u,)neny converge

2. Dans le cas ot [ # 0, démontrer le résultat voulu en considérant la suite (v,,) définie par v, = u, —I

11 12



ANA 81
On considére la suite (u,) définie par ug € R et Vn € Ny u, = —u2 +u,
1. Justifier que la suite (u,) posséde une limite.
Préciser ensuite quelles sont les limites possibles.
2. Dans le cas ol ug < 0 donner lim u,,
3. Donner le tableau de variation de la fonction z — —2% + z
4. Donner alors lim u,, lorsque ug > 0

ANA 82
On souhaite déterminer les suites & valeurs complexes qui vérifient la relation de récurrence

Vn € N, 2Un,+2 = 3un+1 — Up + (_1)n (1)

1. Déterminer une suite (z,,) qui vérifie la condition (1).
(on pourra chercher w, sous la forme A.(—1)" avec A € R)
2. On définit la suite (v,) par Vn > 0,0, = u, — Tp.
Montrer I’équivalence entre les propositions
i) (uy) vérifie la condition (1)
i) (v,) vérifie la condition (2)Vn > 20,49 — 30,41 + v, =0

3. En déduire toutes les suites qui vérifient la condition (1)

ANA 83 n
Soit la suite (z,,) définie par x; > 0 et 2,1 = 2, + —

n

1. Etudier la suite (x,)
2. Montrer qua Vn > 1,x, > n puis que x, ~n
3. Montrer que z,, = n + o(1)

ANA 84
On définit la suite (u,) par ug € [0,1] et Vn € N, upi1 =

e?h‘l
ein 41
1. Montrer que Vz € N,u, € [0,1]

2. Montrer qu'il existe un unique a € R tel que =a et que a € [0,1]

er 41
e
3. Montrer que Vn € N, |u,11 — a| < Z.|u,,, —af

) e\" . .
4. En déduire que Vn € N, |u, — a| < <Z) , puis que la suite (u,) converge vers «

5. Trouver un entier ng tel que wu,g soit une valeur approchée de a a 1073 prés

ANA 85
On considére I'équation (E) : 2% — 22 +3z+1=0
1. prouver que (F) a exactement une solution réelle . Etablir de plus que « € [—%70]
Pour déterminer une valeur approchée de o on considére la suite définie par ug =
ul—1
u2 +3
2. vérifier que si la suite converge ce ne peut étre que vers «
2?2 —1
2243

I

_1
3

et Vn > OvunJrl =

3. on pose f(x) =

(a) prouver que f([I) est inclus dans I. Qu’en déduit-on quant aux termes de la suite (u,)?

(b) démontrer que Vz € I,|f'(z)] < %

13

8 n
(c) prouver que Vn € N* |u, — a| < (E) [ug — a|

(d) en déduire que la suite (u,) converge vers a. Puis déterminer un entier n a partir duquel on

est str que u, approche a a 107 prés.
(e) existe-t-il un réel 8 pour lequel la série Y (u,, — ) converge? Justifier.

ANA 86 -
On s’intéresse a la suite définie par u =1 .
nzl, up=+vV1+u,

1
On note ¢ = +\/5etf:xn—>\/1+z

On s’intéresse a la suite (u,) de deux maniéres différentes.

Justifier tout d’abord que 1+ & = &

1. Premiérement
(a) Montrer que Vn > 1,1 < u, < ®
(b) Déterminer le sens de variation de la suite (u,)
(c) Justifier que (u,) est une suite convergente, et donner sa limite.

2. Secondement.

1
(a) Montrer que Vn > 1, Jup41 — f(¢)] <

§'|un 7¢‘

(b) En déduire que Vn > 1, |u, — ®| < by

(¢) En déduire une méthode pour déterminer une valeur approchée de ® a 10~ prés

ANA 87

1
On considére la suite (u,)ney définie par ug et Vn > 1,u, =

1 + Up—1

1
Onnotef:ac»—)l etg=fof

+x

1
1. Montrer que Vn > 0, u, € [571] =1
2. Etudier les variations de f sur I
3. Calculer ug, u; et usg
4. Montrer que les suites (ug,) et (u2,+1) sont monotones, de sens de variation opposés
5. Justifier que les suites (usy,) €t (ugn+1) convergent vers la méme limite. Conclure
ANA 88

On pose uy = 3 et Vn = 0, up41 = cos(uy,)

1. Montrer que I'équation cos z = x posséde une unique solution «, et que « € [0,1]
3
2. Montrer que Y(a,b) € [0,1]%, | cosa — cosb| < g|a — b

V3

3. Montrer que Vn € N,u, € [0,1] et que |u, — a| < <2> . En déduire la limite de u,

4. Comment obtenir une valeur approchée de a a4 107% prés?

14



ANA 89
Soit a € C —iRR.

1 1
On consideére la suite (z,) définie par zo = a et Vn € N,z,,41 = 5 (zn + 7)
Zn

1 1
1. On pose f:z+— — (z+7>
2 z
(a) Montrer que z € iR < f(z) € iR
(b) En déduire que la suite (z,) est bien définie.
Zp — 1

2y + 1
Trouver une relation entre u,; et u,. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

2. On suppose de plus a # —1. On pose alors pour tout n, u, =

3. (a) Déterminer limu, puis lim z, lorsque Re(a) > 0
(b) Déterminer limu, puis lim z, lorsque Re(a) < 0
(c) Justifier que le cas Re(a) = 0 n’est pas & envisager

ANA 90
On considére la suite définie par Vn € N, u,, = —3.4" + 5.

Montrer qu'’il s’agit d’une suite arithmético-géométrique en donnant la relation de récurrence suivie.

[SUITES ADJACENTES |

ANA 91
Dans chacun des 2 cas, montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite
n 2n 1

v, =3 —
ety kgnk

2 > Lt 1
Uy =Y, s et vy = Uy + —
iz k2 n
ANA 92 ( preuve de lirrationnalité de e)
On consideére les suites :

ANA 94

Soit (uy)n>o une suite de réels ou de complexes.
1. La somme partielle d’indice n de la série de tg u,, est
2. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg u,, est

3. La somme partielle d’indice n de la série de tg ug, est

4. La somme partielle d’indice 2n de la série de tg us, est

DETERMINER LA NATURE D’UNE SERIE NUMERIQUE

ANA 95

Pour chacune des séries déterminer la somme partielle d’indice n et préciser si la série converge

DX HYE) 9 e )Y m d)Zlnnzl

n=0 n=3 n=0 nx=1 n=1

ANA 96
Parmi les séries ci-dessous, indiquer celles qui sont grossiérement divergentes

) ) 1 n2050 -1 n.n2
a)Zn b)Zn.smg C)Z o d)z%

nx=1 nx=1 n=0 n=0

ANA 97
Indiquer la nature précise(CV, DV, ACV, GDV) des séries suivantes:

Y Y5 Y. Ts Tvi Yo

2 (_Ti)n > Z% Sa-wmyr Y (?}?" Zln(n—;l)

I 4+ 1
U, = _ — — - — et v, =u R
" 120 3! n! " "ol ANA 98 n
imi i g i iti i é i >0, = n:
1. Montrer que (u,) et (un) convergent vers la méme Limite. Soit (u,) une suite positive et (v,) une suite négative telles que Vn > 0, kz::()uk T+
2. Montrer que cette limite n’est pas rationnel (on raisonnera par I’absurde) Justifier que la série de terme général u, converge et que la suite de terme général v,, converge.
ANA 99 sint S

dt et v, =

—dt
14+t 0o V1+t2

1/n
4 ‘ Séries numeéri ques Déterminer la nature des séries de terme général u,, = /
0

ANA 93 (différence entre terme général et somme partielle (fondamental)) ANA 100 o \"
1. On considére la série de terme général u,, = n pour tout entier n > 0 Déterminer la nature de la série de terme général (ﬁ) ol a est un réel donné autre que —1
- a
Donner la somme partielle d’indice n
2. On considére la série dont la somme partielle d’indice n est S,, = n pour tout entier n > 0. ANA 101
Donner son terme général. Soit @ un nombre complexe.
Etudier la convergence des séries de terme général u,, = (a")? et v, = a’

ANA 102 (fondamental)
Soit o € R.
(="

Déterminer la nature de la série de terme général u, = ——
n
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ANA 103
Nature des séries de terme général :
n+3\""" 5y . T
1. 2. nsin —
2n+1 2n
_1 n, 2
4. sh— —sin— . (3)7”;
Iy 1 n®+2n?+1
7. ( 8. (-1)"shisini

n—+/n
1

1.4.7.....(3n = 5)(3n — 2)

10, ——— 11
(Inn)n 3.l
[ 1
13.3In(n* + 1) = 2In(n® + 1) 14. n)n
1 n
16. € — (1 + 7> 17 ¢/n = "Wn+1
n
19, Cxplin) 20. e~V"
ne +cosn
1 (lH n)2028
2. 23. 5 Go0000001T
25. 7" 26. e~V

28. sin(2m/n? + (—=1)") 29. In (1 + 1+2(171)+n)

ANA 104

2"
3. n
nn

n )
6.22 cos 5

9. (-1)"sh 2 cos 1

12. ¢/ — “/n

15, 2Xx4x6x--x(2n)
n/Tl,

n 2n—1
18.
<3n - 1)
1

21

" p3tsinn

2. 3 (Inn

)2038

n

a,b et a étant deux parameétres réels, nature des séries de terme général :

1 b 1 @
1L.vVni+2n+1—+vni4+an 2. cos——a—— 3. 1n tn
n n 2+nb
1 1 n —1)"
4. a"sin — 5. ta b . ¥
n n ne + g—l)"
7. ch®n —sh®n 8. arctan n®

5 nln(l + a")

an.2vn 1
10, —— 11. tanmvn? +an +b 12. arccos /1 — =
b J{ 2vn . n
a )
13, ——— 14— 15.v/n3 +an —v/n? +3
n.In"n 1+ a2
ANA 105

Soit a un réel strictement positif. Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

ANA 106 (le contre-exemple classique qui prouve 'importance du signe stable dans la rde)

(1" o
Vi Yol

. Justifier la convergence de la série Y u,

On pose u, = et v, =1In(1+

. La série de terme général v, est-elle une série alternée?
. Donner un équivalent de v,
. Calculer un développement limité de v,, avec trois termes

T W N =

. En déduire que la série de terme général v, est divergente

17

(n!)Zlan

ANA 107 (nature de la série Y cosnf)

Soit 6 un réel. On note u,, = cosné
1. Dans quels cas simples, peut-on conclure quant a la nature de Y u,?
2. On considére maintenant que 6 & 7Z.

(a) Ecrire une égalité entre u,1 et uy,

(b) On suppose que limu, = 0. Montrer qu’alors la suite (sinnf)) converge elle aussi vers 0. En

déduire une contradiction.
(¢) Conclure

On vient de montrer que la série Y cosnf est toujours grossierement divergente.

On aurait pu aussi passer en complexe pour déterminer ’expression explicite de la somme partielle

d’indice n
ANA 108 N N 3n + 1000\ "
On consideére la série de terme général u, = [ ———
5n — 999
Montrer que pour n assez grand on a 0 < u,, < 0.7" puis conclure.
ANA 109
Dans cet exercice nous allons montrer que I'ensemble des entiers n tels que 2** < (4n)! est fini.

4n)!
on?
2. En déduire que pour n assez grand 27" > (4n)!, puis conclure.

1. On pose u, = . Montrer que > u, est une série convergente.

ANA 110 1
Déterminer la nature des séries de terme général u,, = arcsin — et u,, = arccos —

vn vn

ANA 111 (une v.a. qui posséde une_yvariance posséde une espérance)

Soit (pp)n=0 une suite positive telle que > p, = 1 et (2,)n50 une suite réelle tq Y p,.z2 converge

n=|

Montrer que Y p,.2, est une série convergente

ANA 112
Soit (u,) une suite réelle qui vérifie la relation w, o + t,11 + u, = 0.
Déterminer les suites (uy,,) tel que Y u, CV

ANA 113

trés formateur sur la recherche d’équivalents

1 1

1. Soient a > 0 et S > 0. On pose u,, = sh— — sin —

i ne nf
Déterminer la nature de Y u,

2. Soit o un réel. Déterminons la nature de la série de terme général w,, = arctan n®.

ANA 114 (démonstation de z" = o(n!))

) n!
Soit > 1 un réel fixé. On note a, = — et S, =1Ina, pourn >1
x

nook

1. Montrer que S, = > In— pour tout entier n.
=

2. En déduire que lim S, = +oo

3. Justifier que 2" = o(n!)

18



ANA 115

u
Soit (uy)n>o une suite complexe telle que Ik € R*,Vn > 0, —ntl

Unp
1. Montrer que la suite (Ju,|) est majorée par une suite géométrique que l'on explicitera.

<k

2. A quelle condition sur k est-t-on sir que la suite (u,) CV? Que la série de terme général u, CV?

3. Dans le cas ou k < 1, déterminer en fonction de k et de ug le plus petit entier N pour lequel on
est str que Juy| < 1075

ANA 116 n
Soit u, = i
" p3/4 4 cosn

1. la série Y u, est-elle absolument convergente?
( 71)71

2. en écrivant u,, = —;
n n3/4

+ vy, étudier la convergence de > u,
ANA 117
Soit (uy) la suite définie par ug =1 et Vn = 0, upy1 = up.e7"n

1. Etudier la suite (uy)
1 1

.’U/n+1 Unp
Montrer que limv, =1

2. On pose v, =

3. En utilisant le théoréme de Césaro, déterminer un équivalent de w,, puis la nature de > u,

ANA 118 .
Soit (uy) la suite définie par u; = 3 et Vn = 1Ly = sin(u,)

1. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

1
2. On pose pour tout n > 1, v, = —— — —5- Montrer que (v,) converge vers 1/3.
Unp+1 Up,

3
3. En utilisant le théoréme de Césaro (exercice 73) a la suite (v,), montrer que u,, = \/i + o
n

-)
vn
ANA 119
Soient Y u, et > v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.

Montrer que les séries suivantes sont convergentes

i) Z max(ty,,vy,) 17) Z VUnUn

ANA 120

Soit (u,) une suite de réels positifs. On pose v, = u

14+,

Montrer que Y u, converge ssi Y v, converge

ANA 121

—U,
s . 4 . e
On consideére la suite (u,) définie par uy =1 et w1 =

pourn > 1

Déterminer la nature de la série de terme général u,,
(On pourra montrer par absurde que cette série est divergente)

ANA 122
Soit Y a, une série convergente a termes strictement positifs.
an, ch(a,) —1
Montrer que les séries > T +' et Y (an) convergent
aTL n

19

‘ETUDIER LES SOMMES PARTIELLES OU LE RESTE

ANA 123
Déterminer un équivalent des expressions suivantes lorsque n — oo

n +o0 2n
Sy= Y K2 T,= Y k200 U, = In(n!) V=Y Vk

k=1 k=n+1 k=n+1

ANA 124

1
On souhaite donner une valeur approchée de S = —

1
. 41072 prés.  On pose u, = —.
‘T

n3

8

n:

k
dt
1. Montrer que pour tout k& > 2, on a u; < / 5 (on note vy, cette quantité)
k—1

N N dt
2. En déduire que pour tout n > 1 et tout N >n,ona >, wu < / 5
k=n+1 n

3. Justifier que pour tout entier n > 1, on a 0 < R, < et proposer une valeur approchée de S a

1072 prés.

ANA 125

00
. 1
Convergence et val hée 4 1070 pros de S = 3

onvergence et valeur approcnee a pres ae = ok 3k - 2024k

ANA 126

1 1 2
Montrer la convergence et déterminer la somme de > u, ol u, = ——— + ——avecn =2
s 2 tn " Vn+1 n—1 +n -
ANA 127

Soit a et b deux paramétres réels. On note u,, = /1 + a.v/n+ 1+ b./n+2
1. Déterminer une cns sur (a,b) pour que Y u, converge
2. Sous cette condition, déterminer la somme de la série ainsi qu'un équivalent simple du reste d’ordre
n

ANA 128 o ok

Inn
1. Déterminer la nature de > —. On note S, = >, —.
n>1 T =k

2. Encadrer la somme partielle \S,, en utilisant deux intégrales, puis en déduire un équivalent.

ANA 129
Soit (),) une suite croissante de réels qui tend vers +oc.
Déterminer la nature de la série Y (—1)".e™»

DETERMINER LA SOMME D’UNE SERIE NUMERIQUE

ANA 130

On considére la série de terme général u,, = avec n > 2.

3
n
1. Déterminer la somme partielle d’indice n
2. En déduire la convergence et la somme de la série

20



ANA 131 " -
Soit  un réel tel que Vn € N, 27 2 0[5]

Aprés avoir exprimé — tan z de maniére simple en fonction de tan(2x),

tan(x)
00 1 T
justifier que la série > o tan % converge et donner sa somme
n=0
ANA 132
Nature et somme des séries suivantes:
2 nd (
1. In{l+—— 2. — 3. —1)ng?ntt
mn(imrs) T o 5
" 2
4. 2712 cos nz 5. v 6. n
7; ( 4) nz>:(] (14 )" a1 n!
1 1 z"
7. _ 8. 9.
D G I R ICE S B CES M >R (e
2n% —3n? +1 1
10. _ 1.3 In(1 — — 12. 2-nt (="
go (n+3)! ,;2 ( nZ) gg
1 cos(nm/2) 1
13. 14. —_— 15. In cos(—
7232 247173 ré:() 2n y;] (2n)
. | < (—1)*
16. 37 3. sin® (1) .Y Y o 18 %
n>0 3 750 k=ng1 2 nS0kons1 K

ANA 133

Soient (a,b,c) € R3 tel que a + b+ ¢ =0 et (w,) une suite numérique telle que lim w,, = 0.

Pour tout n > 0 on pose u,, = aw,, + bw, 11 + cw,12

Montrer que Y u, converge et calculer sa somme.
nz0

ANA 134 1
On consideére la suite (u,) définie par Vn > 0,u, = / t". sin(rm.t)dt
0

1. Montrer que la série de tg u, est convergente

1 .-
& 4
2. Montrer I'égalite > (—1)".uy, :/ sin(r )dt
0

=0 1+t
ANA 135 o (1)
On pose pour tout n > 0, Rpp1 = 35 ~—5—
k=n+1 k

1. Montrer que la série > R,, est convergente

2. Calculer i R,

n=0
ANA 136

Nature (et somme éventuelle) des séries de terme général :

1 9

2
= arctan(————— = arctan | — U B T B )
up = arc an(n2 o 1) v, = arctan <n2) e Wy, Bn D30+ 4)

(on pourra, pour Y u, et Y vy, utiliser la formule d’addition (en la démontrant):

arctan(a) — arctan(b) = arctan( a- ) si (arctan(a) — arctan(b)) €] — 5,5[)

1+ab

21

ANA 137
P S 9 ) _Inn 1 (1 1
our n > onposeun—Q—netvn—Q—nn -

1. Montrer que Y u, et > v, sont deux séries convergentes
o0 1 00
2. Montrer que Y v, =—= > u,
n=2 2 n=2
ANA 138
Soient (a,b,c) € R3 tel que a + b+ c =0 et (w,) une suite numérique telle que lim w,, = 0.
Pour tout n > 0 on pose u,, = aw,, + bwy11 + cwy12
Montrer que Y u, converge et calculer sa somme.
n=0
ANA 139
On admet dans cet exercice que

1)

1 7
‘K2 6
2k* +2k+1
S 1
2. convergence et somme de kgl TSI i1
a b c d

(déterminer les réels a,b,c et d tels que EESIE =z + T + = + = 1)2)

Ngk:

(on remarquera 2k* + 2k +1 =k*+ (k +1)%)

Mg =

1. convergence et somme de
k

[PRODUIT DE CAUCHY |

ANA 140
Pour n > 0 on pose ¢, =

n 4k
o = k!
1. Montrer que la série de terme général ¢, converge

00 g 00 00
2. Déterminer 2 réels a et b tels que > ¢, = ( > ) . (Z b"') et en déduire ) ¢,

n=0 n!

n=0 n=0 =0
ANA 141 S
Convergence et calcul de Y
n=0 3”
ANA 142
Soient a et b deux complexes de modules strictement inférieur a un.
1 00 alH»l _ bk+1

Mont . =
ontrer que ;——.-—— P

[PETITS PROBLEMES

ANA 143

Soit (t,)n>1 la suite définie par ¢; €]0,7[ et Vn € N* ¢4 = sint,
1. Montrer que Yn € N*,0 <t, <7
2. Montrer que la suite (¢,) converge vers 0

tTL .
3. Montrer que Y In ( tﬂ) diverge

n

4. En déduire la nature de Y ¢2 et enfin celle de > ¢,

22



ANA 144 (série et mtegrtilel))n ANA 148
On consideére la série de Y Nous allons montrer la convergence de la série de terme général

n>0 3n + 1

On note Sy la somme partielle d’indice N \/ﬁ

1. Montrer que cette série est convergente Up = avec n > 1

g L (3N I+ VD)1 +v2)...(1+vn)
2. Montrer que Sy =1 — Jy avec [ = / 5 et Iy = / 73dt
o 1+t o 1+t et en calculer la somme. Pour cela, on pose Vn > 1,v, = \/nu,
) 1 a bX + ¢
3. Trouver 3 réels a,b,c tels que Trxe =¥ 1 + XX+l 1. Aprés avoir justifié que u, = v,_1 — v, pour n > 2, montrer que Z up=1—v,
_ k=1
1) L .
4. En déduire la somme de la série > é Jr)l 2. En déduire que )" u, converge.
n>0 ON n 1
3. Montrer que Inv, = — ) In (1 + —)
3. In2 n
(On trowvera % 1 —) k= vk .
4. En déduire que limInv, = —oco. Donner >~ u,
ANA 145 (série et intégrale) 1 n=1
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. On pose a, = / " f(t)dt
0
. séri e o [0
1. Montrer que la série ) (—1)".a, converge vers [ = [ -—=d
n>0 o 1+1
. =) (71)71
2. En déduire la valeur de )
n=0 1 + 1
ANA 146 (série et intégrale)
Soit a > 0.
1 n
1. Justifier que pour tout entier n > 1 et tout ¢ > 0 on a PR ST (=1)k. k| L tnthea
k=0

1 oo
s ( "
2. En déd E
n deduire que A 1+f‘1 a

n=|

ANA 147
1. préliminaire: Montrer que si la série de terme général x, > 0 converge alors la série de terme
général z2 converge aussi
Ug = 1
2. Dans les questions suivantes, on considére la suite (u,,) définie par Up
Upy1 = —— Yn =0
chu,
Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.
U
3. On pose pour tout n élément de N: v, = il
Un
(a) Montrer que la suite (v,) est strictement négative

(b) Montrer que (v,) est convergente de limite nulle
n—1
(c) En utilisant Y In(1 + vy) , montrer que la série de terme général v, est divergente
k=0
"2
n

4. (a) Montrer que v, ~ — o)

(b) En déduire que la série de terme général u? est divergente
(c) Conclure quant a la nature de la série de terme général u,
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5 |Equations différentielles \

[PREMIER ORDRE |

ANA 149
On s’intéresse 'équation différentielle (E) v + a(z).y = b(z) ot a et b € C°(I,K), et I un intervalle de
R.
Soit zg € I et yp € K fixés.

1. On note A : z — f; a(t)dt.

Que pouvez-vous dire de cette fonction?
2. On pose y : z — K(z).e4® avec K fonction dérivable sur I.
(a) Montrer que y est solution de E ssi il existe une constante C' telle
que Vo e I,K(x)=C+ [ b(t).eA® qdt
(b) En déduire la forme de la solution générale de (E)

v +alx)y=>

posséde une unique solution que
y(2o) = Yo

(c¢) En déduire que le probléme de Cauchy {

I’on déterminera

ANA 150
Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles que Vo € R, f(x) — foz ft)dt = e”

ANA 151
y(z)

Résoudre sur [ =] — 7/2,7/2[ I'équation différentielle y’ + ==~ =0
cos?z

ANA 152 (on pourra chercher une solution particuliérf évidente)
Résoudre sur I =0, + oo[ 'équation différentielle 2z.y' +y = —.
x

Quelle est la solution générale sur I =] — 00,0[

ANA 153 (avec recollement)
On considére I'équation (E) : y'. cos(x) + 2.sin(x).y = 1 + sin® .
1. résoudre (E) sur | — /2, + 7/2].
2. résoudre (F) sur l'intervalle du type |7 /2,37 /2|
3. résoudre (E) sur | — m/2,37/2][, pour cela
On pose |y:|—7/237/2 — R

sinz + K.cos’z  siz <m/2
z — L =siz=m/2

sinz + M.cos?z siz>m/2

(a) Déterminer la cns sur (K,L,M) pour que y soit continue en /2
(b) Déterminer la cns sur (K,L,M) pour que y soit dérivable en /2
Montrer que si cette cns est vérifiée alors la fonction trouvée est bien solution sur | —7 /2,37 /2|

ANA 154

Résoudre sur Rt* Péquation différentielle 22.y/ — y = e~ /%

ANA 155 (on pourra chercher une solution particuliére d’une forme. .. particuliére)

Résoudre ' +y = sin®x

ANA 156
Résoudre y' — y = 22.(e® + ¢7%)
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ANA 157
résoudre sur 0,7/2[, tan(z).y’ +y = sinx

Yy +ay =2x

y(0) =1

ANA 158
Donner le plus rapidement possible la solution du probléme de Cauchy {

ANA 159 (avec recollement)
On considére 'équation (E) : z.(z —1).y' — (x —2).y =0
1. On note I un intervalle ne contenant ni 0, ni 1.
Résoudre [ sur un tel intervalle
2. On souhaite résoudre (E) sur R.

Pour cela on pose |y : R — R
22 .
K2 siz<0
L siz=0
z— {MZL sio<a<]
N siz=1
P% sixz>1

(a) Déterminer une CNS pour que y soit continue en 0
(b)
(©)

(d) En déduire 'ensemble des solutions sur R

Déterminer une CNS pour que y soit dérivable en 0

Mémes questions en 1

ANA 160
On considére I'équation (E): (1 — a2y +ay =1
1. Résoudre (E) sur tout intervalle ne contenant ni 1, ni —1.
2. On souhaite résoudre (E) sur | — 1, + oo].
(a) Montrer que la fonction z — +/z? — 1 n’est pas dérivable en 1*
(b) Montrer que z — x est la seule solution de (E) sur | — 1, 4+ o0]

ANA 161
Résoudre les équations ci-dessous sur l'intervalle indiqué
1. (2 — 1)y + 2y = 22 sur | — 1, + 1] (et sur R pour les plus fous!)
Lxy' +y=e" surR

shax

Yy =2 y=chzsur R

chz
Czly + (= 1)y =23 sur R
(pour cette derniére équation, on pourra résoudre sur |0, + oco| et sur | — 00,0[ puis étudier le
recollement

ANA 162
1. Résoudre I'équation différentielle zy’ +y = Inz sur |0, 4 oo

2
3. x(x+ 1)y’ +y = arctan(z) sur tout intervalle ne contenant ni 0, ni —1.
4
5

2. Tracer la courbe intégrale qui passe par le point (1, — 1) puis celle qui passe par le point (1,0).
Donner lallure générale de la famille de toutes les courbes intégrales.

3. Déterminer ’ensemble des points qui sont a tangente horizontale sur les courbes intégrales. Tracer
le graphe de cet ensemble.
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ANA 163
Soit E=C*R,C)et »: E — E
fo— gt fi(t) +f()
1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ®
2. On souhaite trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ®2.
(a) Déterminer ®? et en déduire que sp(®?) = C et que tout sep de ®? est de dimension deux
(b) Soit A un complexe non nul.
On note x un complexe tel que p? = \.
Déterminer une base de Ey(®?) en fonction de u (on pensera a utiliser la question 1)
(c) Déterminer Ey(®?)
3. résoudre l'équation : y” + 2xy’ + (22 — 1)y =0

ANA 164 (changement de fonction inconnue)
Résoudre sur tout intervalle I ne contenant pas 0 'équation zy’ — (1 + )y = (1 + z?).
(on pourra poser y = €*.z)

ANA 165 (un bel exo...de géométrie!)
Soit équation (E) : ¥ = a(x)y+b(x) ot a et b sont deux fonctions continues sur un certain intervalle I de R
1. On considére la courbe intégrale passant par le point (zg,y0) € I X R.
Donner ’équation de la tangente en ce point.
2. On considére les tangentes aux courbes intégrales au point d’abscisse z.
Montrer qu’elles sont toutes paralléles ou concourantes!

ANA 166 (fonctions périodiques)
On considére I'équation (E) : ' + a(x)y = b(x) ou a et b sont des fonctions définies, continues sur R et
T'— périodiques.
1. Montrer que si y est solution de (E) alors z — y(z + T') est aussi solution.
En déduire que I'ensemble des courbes intégrales est invariant par une transformation géométrique
que l'on indiquera.
2. Montrer que si y est solution de (E) et si y(0) = y(T) alors y est T—périodique.
(on pourra considérer la fonction z : ¢ — y(t + 7))

ANA 167 (on pourra procéder par Analyse-Synthése)
Déterminer les fonctions f € C°(R,R) telles que Yz € R, f(x) — [ t.f(t)dt =0

ANA 168

Soit E = C°[0,1],R) et ¢: E — E avec Vx € [0,1],g(x) = fol
[—

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢

min(t,x) f(t)dt

ANA 169
On considére 'équation différentielle (E) (22 — 1)y’ + 2y = 2° — 2
1. Montrer que si (E) posséde une solution polynomiale alors forcément c¢’est un polynome de degré
2, puis déterminer une solution polynomiale P
2. Résoudre (E) sur | — oo, — 1,] — 1,1[ et |1, 4+ oo
3. Montrer que P est la seule solution de (E) sur R
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SECOND ORDRE

ANA 170 (structure)

On considére 'équation différentielle (E), 224" + 4.2y + 2y = 1 sur R™*
1. Déterminer toutes les solutions de I’équation homogéne de la forme x — z
2. En déduire la solution générale de (E) sur R™
3. Déterminer la solution telle que y(1) = ¢/(1) =1

ANA 171
Résoudre " —y = e* — 2.€3*

ANA 172
Résoudre sur R** 22y — 2/ +y=1
On pourra chercher une solution de I’équation homogeéne de la forme x — x®

ANA 173 (gros calculs!)

2xe”
Résoudre sur R, y" — 2y +y = re

22 +1

ANA 174
1. résoudre sur R I'équation y” + 6y’ + 9y = e™* avec m € R fixé.

2. résoudre sur R I'équation y” + 6y’ + 9y = cos(r)

—3x

3. Résoudre sur R 1'équation y” + 6y’ + 9y = 2
2+ 1

ANA 175
résoudre sur ]0, 4+ oof 'équation 2%y” — 3zy’ + 4y = 2® sachant qu’il existe une solution polynomiale &
I’équation homogeéne associée.

(On pourra montrer qu’une solution polynomiale non nulle de ’équation homogéne est forcément de degre

ANA 176
Déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que Vo € R, f'(z) = f(z) + foﬂ f(t)dt

ANA 177
1. Résoudre (E) :y" —2y' +y=1

T
2. Soit f une fonction continue sur R vérifiant Vo € R, f(z) =1+ 2 / cos(z —t) f(t)dt
0

(a) Montrer que la fonction f est de classe C!, puis C?, puis qu'elle est solution de (E)
(b) Que peut-on conclure?

ANA 178

Soit E = C°(R,R) et F = R[X]

Soit 'application ¢ définie sur E par o(f)(z) = f(2z) — f(0) — §(x — ) f(2t)dt
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E et que F' est stable par ¢
2. Si f € ker(p), montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2
3. Résoudre cette équation différentielle. En déduire le noyau de la restriction de ¢ a F

ANA 179

On s’intéresse a I'ensemble E = {y € C3(R,R)/Vx € Ry"(z) + y(z) = y(0) cos(z)}
1. Montrer que F est un espace vectoriel
2. Déterminer tous les éléments de E
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ANA 180
Résoudre sur |0, + oof Péquation 22y” + z3’ + 4y = 0 a 'aide du changement de variable x = ¢'.
(écrire les solutions & valeurs réelles)

ANA 181
Déterminer toutes les solutions polynomiales de (E) : (1 + 22)y”"(x) + xy'(x) — 4y(z) =0

ANA 182
Déterminer la solution générale sur R de I'équation différentielle (1 + 2%)%y" — 2z(1 + 22)y’ + 2(2* — 1)y = 0
sachant qu’elle posséde une solution polynomiale.

ANA 183

On donne Péquation différentielle: (E) : y” 4+ 2y +y = f ot y est la fonction inconnue.

et f est la fonction définie sur R par: f(z) = 0 B S? z<0

l—e™ siz>0

1. Résoudre (E) sur chacun des intervalles | — 00,0[ et ]0, + oo

2. Soit m € R. Démontrer que (E) a , sur R, une solution y,, et une seule telle que y,,(0) = 0 et
yr,(0) = m. Puis déterminer y,,.

3. Montrer que y,, admet un développement limité a ’ordre 2, au voisinage de z = 0, suivant les
puissances de x. Ecrire ce développement. Existe-t-il un développement limité de y,, (toujours au
voisinage de z = 0 et suivant les puissances de ) a un ordre supérieur a 27

ANA 184

Déterminer les fonctions réelles d’une variable réelle, de classe C' sur R, vérifiant, pour tout z réel,
f(z)+ f(—x) = ze”

(on commencera par montrer qu’une solution est nécessairement de classe C? et qu’elle vérifie 'équation
différentielle f”(z) + f(z) = €* + ze* — xze™™)

ANA 185
Déterminer les fonctions f définies et dérivables sur R telles que Va € R, f/(z) + f(—x) = €*
indication:
On va raisonner par analyse-synthese
Montrer que si f est solution sur R alors f est nécessairement deux fois dérivable sur R.
Montrer que si f est solution sur R alors on a f”(x) 4+ f(z) = 2chz pour tout z réel.
Résoudre I'équation différentielle ci-dessus.
Répondre enfin & la question posée!

ANA 186 1
Determiner les fonctions f € C*(R%R) telles que Vo > 0, f'(=) = f(z)
x

ANA 187
Déterminer les applications f dérivables de R dans R et telles que Vo € R, f'(z) = f(2 — )

ANA 188 (suites numériques VS équations différentielles)
1. Déterminer l'expression réelle de u,, sachant que Vn > 0, uy42 + 4u,, =0
2. Déterminer 1'expression réelle de la solution générale de 'équation différentielle y” + 4y = 0
3. Soit w € R.
Déterminer Pexpression réelle de la solution générale de I'équation différentielle y” + 4y = cos(w.z)

ANA 189
Résoudre 'équation différenticlle (1 + ¢®)2y” — 2e%(1 +¢®)y — (3¢" + 1)y = 0 en introduisant z(z) = 42
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ANA 190 A
Soit A > 0 et y une solution de y” + (1 4+ —)y = 0.
On souhaite montrer que pour tout a € Rx, y ’annulle au moins une fois dans l'intervalle Ja; a + .
Pour cela on considére a € R fixé et la fonction ¢ définie sur R par ¢(z) = sin(z —a)...).
On note également z = y'¢ — y¢'.
1. Vérifier que z(a + ) — z(a) = y(a + 1) + y(a)
2. Montrer que z est strictement monotone sur l'intervalle [a,a + 7]
3. En distinguant les cas strictement croissant et strictement décroissant et en utilisant la question 1,
aboutir & une contradiction.

4. Le résultat montré dans cet exercice reste-t-il valable sous 'hypothése A < 07

ANA 191

Résoudre y” + Y

(1+2?)

Qy' + 3= 0 en posant ¢ = arctanx

1+
ANA 192
Soit g une fonction continue sur R.
On considére 'équation différentielle (E) : f"+ f=g
1. montrer que la solution générale (a valeurs dans R) de cette équation est

fiax— / g(t)sin(z — t)dt + Acosz + psinz avec(\,pu) € R?
0

2. en déduire que si g est positive alors Vo € R, f(x +7) + f(z) = 0

ANA 193
Déterminer les solutions sur R et a valeurs réelles de 4zy” 4+ 2y’ — y = 0 avec le changement ¢ = /||

ANA 194
On souhaite résoudre (1 + x)y” — 2y + (1 —2)y =0 (1) sur un intervalle I ne contenant pas —1.
1. Montrer qu'’il existe une solution de la forme f(z) = e** avec @ € R
2. Donner toutes les solutions de (1) sur [
3. (pour les plus courageux) Vérifier que I'ensemble des solutions sur R est un sev de dimension trois.

ANA 195
Résoudre sur R 'équation (E): (22 + 1)y” + (4o — 2)y’ — 8y = 0, sachant qu’elle admet une solution de
la forme x — e®*. avec a € R

ANA 196 (Equations linéaires d’ordre 2 & coefficients constants)
Résoudre :
1. y" — 2y’ 4+ 2y = xze® (on pourra chercher une sol part de la forme z — (az + b).e%)

2.y +3y +2y = I;ze’r
x
3. y" +y = P(z) ou P est un polynoéme

4. y" — 4y’ + 13y = 10 cos 2z + 25sin 2z

ANA 197
On considére 'équation différentielle (E) (2z 4+ 1)y” + (4o — 2)y’ — 8y =0
1. Déterminer les solutions polynomiales de (E) sur R

2. Déterminer les solutions de la forme z — ¢* de (E) sur R

1
3. Résoudre (E) sur tout intervalle ne contenant pas >
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ANA 198 .

—x

Résoudre sur |0, 4 oo les équations différentielles: y” + 2y’ +y = € et v +2y +y= e—(**)
€2t et T r

On devra trouver x +— xe ™ fIT Tdt - —

T

ANA 199
k désigne un paramétre réel. Soit I'équation différentielle: (Ey)x2y” + zy’ + k%y = O avec z €0, + oo.
1. Intégrer E(k) pour k =0
2. Intégrer E(k) pour k # 0. On utilisera le changement de variable défini par ¢t = Inz.
3. Montrer qu’il existe des valeurs du parameétre k pour lesquelles 'équation E(k) admet des solutions
y, différentes de la solution nulle, telles que y(1) = y(2) = 0 . Donner Pexpression générale de ces
solutions.
4. Soient y; et ys deux solutions du type précédent, correspondant respectivement a des valeurs k; et

f2 y1(2)y2(2) da

ks distinctes du paramétre k. Calculer l'intégrale

ANA 200

Soit v un réel fixé. A 'aide d’un changement de variable bien choisi,
résoudre sur )0, + oo 'équation différentielle 2%y” + zy’ +y = sin(aInx)
ANA 201

Résoudre :

3.)y" +y = sin? %

[|

Ly +y=lz| . 2)y -y=e
(On commencera par justifier que 'ensemble des solutions sur R est un espace . ..de dimension deux)

ANA 202
Soit f la solution de I'équation différentielle y” + zy’ + y = 0 avec les conditions de Cauchy y(0) = 0 et
y'(0) =1

1. montrer que f est de classe C* sur R et que 'on a

Vi > 2, [0+ o f0D 4 (n—1)f02 = 0

2. montrer que f admet un développement limité en zéro a tout ordre, et donner celui a I'ordre 2n + 2
3. f est-elle une fonction impaire? justifier votre réponse.

ANA 203 (équations d’Euler)
Soit (a,b) € C2.
On considére 'équation différentielle 2%y” + axy’ + by = 0 sur ]0, + oo
1. montrer que le changement de variable z = e’ nous raméne & la résolution d'une équation différen-

tielle & coefficients constants.

2. application: résoudre 2%y” + xy’ + 4y = 0 (on cherche les sol. a val. réelles)

ANA 204
résoudre les équations suivantes en effectuant le changement de fonction indiqué

1. zy”"+ (2+2)y +y =0 (poser y = %)

2 @ty +day — (@* — 2y = 1 (poser y = )
1
3.y =(y— ey —a—y) (posery =1+ -)

4. 2y —x =y* — 2® (poser y = x + z puis u = 1/2)
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ANA 205

On considére I'équation différentielle (E) : z%y"(x) + 4y’ (z) + (2 — 2?)y(x) = 1
1. Résoudre (E) sur R™ et R™*. (On pourra utiliser le changement de fonction v = 22y.)
2. Résoudre (E) sur R.

ANA 206
1. trouver un polynéme solution de x2y" — 3zy’ + 4y = 0
2. résoudre x%y" — 3zy’ + 4y = 23
3. résoudre x%y" — 3zy +4y =1

ANA 207 (une équation hors programme)
On souhaite résoudre le probléme de Cauchy suivant :

y" + |yl = 0 avec y(0) = a et y'(0) = 0.

On admettra qu’il posséde une unique solution définie sur R que 'on notera y.
1. Montrer que Vz € R,y(z) < a.
2. Déterminez y lorsque a < 0.
Pour la suite, on suppose que a > 0.
3. Déterminer au voisinage de 0 I'expression de y et montrer que y s’annule en deux points b < 0 et
by > 0 que 'on déterminera.
4. Achever la résolution de l'exercice.

y(wo) = y'(x0) =0

_y puis (1 + 22)y" — 2zy’ +2y =0
2. Résoudre sur R I'équation (z +1)y" — ¢ —azy=e"

1. Résoudre sur R déja

ANA 209
On se donne une fonction ¢ définie, décroissante et de classe C'! sur I'intervalle I = [1, 4 ool.
On considére également une fonction z de classe C? sur I et solution sur I de 1’équation différentielle
() + q(z)z(z) = 0

1. On note u : ¥ = q(x)22(z) + ('(z))%

Démontrer que la fonction u est décroissante sur I.
2. En déduire que s'il existe un réel go > 0 tel que Va € I,g(z) = qo alors z est bornée sur I.
3. Soit f une fonction définie et de classe C? sur I vérifiant Va € I, 2y"(z) + v/ (z) + zy(x) =0
(a) Soit z la fonction définie sur I par z(z) = /zy(z).
Déterminer une fonction g telle que Vo € I,2"(z) + q(x)z(z) =0

(b) En déduire qu’il existe un réel M > 0 tel que Vz € I,|f(z)| <

=B

ANA 210
1. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R — R

de fonction réciproque z +— In(z + Va2 + 1)
2. Résoudre (E) : (z2+1)y" +ay’ —¢*y = 0, ot ¢ > 0, a Paide d’un changement de variable judicieux

ANA 211
résoudre sur RY. puis sur R* , Uéquation 22y” —3zy’ +4y = x+4 avec le changement de variable ¢ = In(|z|)
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ANA 212
résoudre sur | — 1,1[ 'équation (1 — x2)y” — zy/ +y = 0 avec le changement de variable z = cost

ANA 213

On consideére 'équation différentielle (E) a%y" + 4zy' + (2 —2?)y =1
1. Résoudre (E) sur R* et sur R% en posant z = 22y
2. Etudier le recollement en 0

ANA 214
On s’intéresse a I'équation différentielle (E) : (1 + 22)%y” + 2x(1 + 2%)y’' + 4y = 0.
On se propose de la résoudre sur R de différentes maniéres. . .
1. Cela ne servira pas! montrer que si y est solution de (E) alors z — y(—x) et z — —y(—=z) le sont
aussi.
2. Un coup pour rien! Déterminer les polynomes solutions de (E). Que peut-on conclure?
az’+ bz +c

3. Un coup de bol! Chercher les solutions de la forme z +— .2
x

ou a,b,c sont trois constantes
réelles. Conclure ! .
4. Méthode classique! sachant que z +— ﬁ est solution de (E), résoudre complétement (E).
x
5. Changement de variable! Soit ¢ une fonction bijective de R sur ¢(R) de classe C2.
On considére la fonction z définie sur p(R) par z(t) = z(p(z)) = y(z)

(a) montrer que
(1+2%)%.9%(x).2" (p(2)) + (1 +2%) (1 + 2%)¢" () + 20¢ () #'(p(2)) + 42(o()) = 0

(b) déterminer une fonction ¢ telle que 'équation ci-dessus soit a coefficients constants.
(¢) résoudre alors (F) .

ANA 215 (exemple trés riche en calculs!) 4
On veut résoudre sur |1/e,00[, I'équation z(1 — 2Inz)y” + (1 + 2Inz)y’ — —y = (1 — 2Inx)?
x

5—6X b
1. déterminer les réel t b tel =
(a) déterminer les réels a e els que T a+1_2X
. , . R . o 15—6nz
(b) al’aide d’un changement de variable judicieux, déterminer une primitive de x 1 9ma
rl—2Inz
1-21 1-21
(c) déterminer une primitive de z — 3 BT ot de 3 ne
x x

2. chercher une solution de I'équation homogene sous la forme y(z) = z®

3. poser y = 22z et déterminer I'équation différentielle satisfaite par 2’
1—2Inzx 1—2Inzx

22 23
5. en déduire que y : z — x(1 + 2Inx) + Alnx + Ba?

4. montrer que 2’ : x —

ANA 216 (pour 3, on pourra poser z = e')
Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :
1. E=R,[X] et ¢,: P X?P"(X)+ XP'(X)
2. E=R[X]et p: P— X?P"(X) + XP'(X)
3. E=0C>(0,+c[,R) et ¢ : f > g avec Vz € R, g(x) = 22f"(x) + x.f'(z)

33

ANA 217

Déterminer les solutions dse des équations suivantes
1.y +azy +y=0avec y(0) =1et y'(0)=0
2. (14 2%y +2zy —2y =2

ANA 218

Soit (E) : (1+2%)%)" — 22(1 + 2)y' + 2(2” = 1)y = 0
1. Déterminer les solutions développables en série entiére
2. En déduire la solution générale de (FE)

ANA 219
On note £ = Ry[X].
On considére f 'endomorphisme de E défini par f(P) = (2X + 1)P(X) — (X? — 1)P'(X)
1. (a) Ecrire la matrice de f dans la base B = (1,X,X?). On la note A
(b) Déterminer les éléments propres de A
(c) En déduire les éléments propres de f
2. Dans cette question, pour tout A € R, on note (E)) I'équation différentielle

(22 +1 = Ny() = (2* = 1)y'(2) = 0

20+ 1— X\ a b
Dét iner d éel t b tel A R—{-1,+1}, =
(a) Déterminer deux réels a e els que Vz € {-1,+1}, pra— x—l+x+1

(b) Déterminer, pour tout A € R, Pensemble des solutions de 1'équation différentielle (E)) sur
chacun des intervalles: | — oo, — 1[,] — 1,1[ et |1, 4+ o0]

(¢) Pour quelles valeurs de A toutes les solutions de (E)) sont-elles polynomiales sur chacun des
intervalles ci-dessus? Peut-on retrouver ainsi les résultats de la question 1(c)?

ANA 220
Soit a € R.
On consideére sur I =] — 1,1] I'équation différentielle

(1—a2®)y" —azy +ay=0 (E,)

1. On suppose dans cette question que o = 2.
Déterminer les solutions de (Ey) développables en séries entiéres.
Apreés avoir calculé leur rayon de convergence, exprimer ces solutions a l’aide de fonctions élémen-
taires. A-t-on toues les solutions?
2. On suppose dans cette question que av = 3.
Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Pour tout P € R,[X], on pose p(P) = (1 — X?)P" —3X P’
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]
(b) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X]
(¢) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable?
En déduire toutes les solutions polynomiales de I’équation (Ej)

3. On suppose dans cette question o = 1.
Résoudre 'équation (E;) a l'aide du changement de variable z = sint

34



ANA 221
On considére I'équation différentielle (E) : zy” + (z — 4)y’ — 3y =0

1. Montrer par récurrence que toute solution de (E) sur R est de classe C* sur R,

2. Justifier sans calcul U'existence et I'unicité d’une solution ¢ de (E) sur R}
telle que p(1) =2 et /(1) = —2

3. Pour tout n € N on pose u,, = ©™(1).

En dérivant n fois la relation z¢” () + (z — 4)¢'(x) — 3¢(z) = 0,
montrer que pour tout n € N on a 42 + (n — 3)(Up1 + un) =0

4. Justifier que ¢ admet un développement limité & tout ordre au voisinage de 1.

Déterminer (a,b,c,d) € R* tel que p(z) = a+b(z — 1) + c(z — 1)* + d(z — 1)> + o((z — 1)3)

5. Soit I' la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé. Déterminer une équation de la
tangente a I" au point de coordonnées (1,2) et la position relative de la courbe par rapport a cette
tangente.

ANA 222

On s’intéresse a I'équation différentielle (E) :  zy”" + (z — 1)y —y =0

1.

2.

Déterminer les solutions de (E) développable en série entiére (on reconnaitra des séries que 1'on
sait exprimer & l'aide de fonction usuelles)

Sans autre calcul, donner la solution générale de (E) sur |0, + oo

ANA 223
On s’intéresse a Péquation différentielle (E) : 2%y — x(z + 6)y’ + 3(x +4)y =0

1.

2.

Déterminer les solutions de (E) développable en série entiére (on reconnaitra des séries que 1'on
sait exprimer & l'aide de fonction usuelles)

Sans autre calcul, donner la solution générale de (E) sur |0, + oo|

ANA 224
On s'intéresse a 'équation différentielle (E) :  2?(1+2)y" —z(z 4+ 2)y' + (z +2)y =0

1.

2.

Montrer que y(z) = > a,a™ est solution de (F) sur un intervalle | — R, + R[ ave R # 0
. ) Qo =0
ssi
Vn>1,(n—2)(n—1)a,+ (n—2)%,_1 =0

En déduire une expression simple de y(z) (lorsqu’elle est dse) a l'aide des fonctions usuelles

ANA 225
Résoudre les équation différentielles suivantes (m est un parameétre réel)

1.
Y =2y = ae™

Yy =2my + (m? + 1)y = e“sinz
.y’ =3y + 2y = sh(2x)

.y =3y + 2y = sh(ma)

T o= W N

D

Sy Ay Ay =

Y Ay + 4y =

y// _ 2y’+y — ema

6—2z

241

—mx
€

22 +1
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6 |Intégrales généralisées\

ANA 226 =, b B
a,b et ¢ sont trois réels. Déterminer la nature de I = / - —— 4+ ——dt

1t t+1 0t 42
ANA 227

Déterminer la nature de intégrales suivantes:

/ 7/00 dt 7/3 / P dt
U, tme P ) 3= \/tf 7 J. t(nt)(Inlnt)
/2 1 00
15:/ tan(t)dt 16:/ arctan(v'1 — ¢)dt 17:/ e 'sin(t)dt
0 0 0

ANA 228
Prouver la convergence des intégrales ci-dessous, et déterminer leur valeur.
9dt 13 27 too Int
= —ln2— —dt =1
=5 PETOEL) 20 0| B
In2
f <7 — arctan 7) dt = -1+ % + nT D= ffm tetsintdt = =
Int dt 1
= =—In2 F= —_— ==
= e 1+02 " S saiesiei 2
ANA 229
convergence et valeur de:
—] 22+ 1 t7377r B:fW/Q dt _ T+ 3In(3/2) C— [ dt. :Zi
O (12 +1)2 4 O 3tant+2 13 0 2+smt V3

(1 2) /2 oo 2t2dt Q 1
D:foT:qlnz E = [ Vtantdt = [ TG F= mdt—g
o0 2 Int dt
G=[CWm(l+%)dt=ar | H=[> 1it2dt:0(u:1/t) =

1+ V2

ANA 230 00
Pour tout n € N on pose I,, = / t". e~ dt.
0
On souhaite prouver la convergence de I, et donner sa valeur.
1. Montrer que Iy converge et donner sa valeur.
2. Montrer par récurrence que I,, converge et que I, = n!

ANA 231
Soit 0 < a < 7.
dt

On s’intéresse & Dintégrale I, = [T° ————
& = t2 —2tcosa+1

1
1. préambule: justifier que Vz # 0, arctan — + arctan z = sg(z).
x

N

1 7T cosa
2. Montrer que I, converge et vaut —— (— + arctan — )
sina \2 sina
T—a
3. Justifier que I, =

sina

37

ANA 232
Déterminer ensemble des complexes = tels que la fonction ¢ — e .e !l appartienne a LY(R,C)

ANA 233

Soit f une fonction continue et positive sur I'intervalle [0, + ool.

On note pour tout x réel positif F(z / f(t) et pour tout entier n, S, = / f(t)dt
0

1. Quel est le sens de variation de la fonction F'? de la suite (S,)?
2. Montrer I’équivalence

la suite (S,,) converge ssi la fonction F posséde une limite finie en 400

3. Ce résultat reste-t-il vrai si on retire 'hypothése "f positive" ?

4. On suppose f seulement continue sur [0, + oo.
Montrer les implications vraies et donner un contre-exemple pour les fausses!

(a) (F fonction bornée = (S,,) est une suite bornée) (c). lim F(x) existe = lim Sy, existe

(b) ((Sh) est une suite bornée= F' fonction bornée )  (d). hm Sy, existe = hm F ( ) existe

ANA 234
En utilisant la régle des équivalents, déterminer la nature de intégrales suivantes (o paramétre réel):

oo - 1 oo /4 dt 4 dt
I = sin?(S)dt I = VL4 +1 Ve 4t —1dt I3 = — I, =
1 v 1 0 1

arcsin(tant) (Int)e

2t 1 /4 | 3 42
15:/ e-c-elnt, [6:/ _Vr-4 17:/ £+3
1 (t—1) o 2cost—+/2 1 (3=t
ANA 235

Pour tout ¢ > 0 on note f(t) = In(th(¢))
1. Montrer que f ~ —2.e et f ~ Int
oo 0

1 00
2. En déduire la nature des intégrales / f(t)dt et / f(t)dt
0 1

Préciser alors la nature de / f(t)dt
0

ANA 236
Etudier la convergence des intégrales suivantes:

1o <142
A= B = 1 dt
/ t2e~t /U n1+t3 ¢= /1 Vit

=)

slnf 1 dt g t 2
D— / F:/ 24 (t+3)In 2 ) ar
1 o arccost 0 t+4
et dt o dt ! ’
= UVt
¢= 1 t2cht /52 t(Int)(Inlnt) /0 sin 3 d(n € N)

38



ANA 237

Soit f € C°([0, + oo[,R) tel que [;° f(t)dt converge
n+1

1. Pour tout n € N on note J,, = f(t)dt

Montrer que lim J, =0
2. En déduire l'existence d'une suite (a,)ns0 d’éléments de [0, + oo[ telle que lim a, = +o00 et

n—+4o00
m (an)

ANA 238

Nous allons montrer que l'intégrale / —‘ dt est divergente.

T

T
Pour tout z > 7, on note F(z) = / ——dt

n km

1. Simplifier pour n > 2, Z
k=2J(k—1)7

sint
t

km

2. (a) Montrer que pour tout entier k on a / | sint|dt = 2
(k—1)m

221

b) Montrer que Vn > -
(b) Montrer que Vn I

2,F(nm) >

@

En déduire que l'intégrale / sm? dt est divergente.

™

mnt

o~

. Montrer que lim / dt =
T—+00 .

ANA 239
« et 5 désignant des paramétres réels, étudier la convergence des intégrales :

o (E+1)> =t Inarctan ¢ o _
A=, 7/5 = C= [t (1 —e Ve
[Int? ~ tlnt
= dt E= et
f() (1 ) f() (1 +t2)0‘ f(]
_y arctant H— [T

ANA 240
1. déterminer la nature des intégrales suivantes:

lnt
t)de | 1= [Ttetdt

_/1 dt
Jo In(1+10)

o [t i t ! dt
! /0 VBT 1 /0 VE+1 ’ /0 V(L +1)

2. détermmer les limites su1vanteb

lim et lim

z—y00 / \/7 z—0t / \/m

3. On considére la fonction g : t —» —— .
f2 +1 ot
dt

A /f?

Montrer que g est intégrable sur [1, + oo[, puis en déduire hm f

. . 1 1
4. On considére la fonction h: t — ———— — —.
In(l+¢) ¢
dt
Montrer que fo t)dt est une intégrale convergente, puis en déduire hin fz m

39

ANA 241 (intégrales de Bertrand (HP))
1. Déterminer la nature de

0 2020 t o 1t At
IO = / n ) ( )dt ]1 / ¢ [2 = / ¢
9 t 5 t3.Int 5 t.nt

2. « et 8 étant deux réels fixés. Nous allons établir que

a>1 et f quelconque
L’intégrale 1,3 = converge <= { ou

o dt
)2 te(Int)?
a=1 et f>1

i) Etudier le cas ot o =1
il) Montrer si o« < 1 alors I, 5 est divergente.(on pourra mq pourt assez grand

iii) Montrer si o > 1 alors I, g est convergente.

ANA 242 sint smt 0o 1 —cost

1. Justifier que f oo - dt est une intégrale convergente et que f oo —m

(on pourra réaliser une intégration par parties)
) ) . oo Sint sint\?

2. A l’aide d’un changement de variables ¢ = 26, montrer que fo —dt = - dt
ANA 243
Soit A € R.

Ush(#?) + A.sint
Déterminer la nature de l'intégrale / ———dt
0 tVt
ANA 244 1
On consideére f: ¢t — nt
Vit
1

1. Déterminer les valeurs de « pour lesquelles, au voisinage de 0, on a f(t) = o(t—a)

1
2. En déduire la nature de / f(t)dt
0
3. Soit A < 1.
. Unt
Justifier que f—/\dt est convergente
o t

ANA 245 (vocabulaire)
Justifier que

1. la fonction f: ¢~ Int.e™ est intégrable sur [1, 4+ oo]

cos(t?)

2. la fonction g : t — 2

est dans L'([1, + co|R)

5t
3. la fonction h : ¢ — % est intégrable sur [0, + oo
c
ANA 246
Pour quelles valeurs de o > 0,
it
1. la fonction f, : t — :—a est-elle intégrable sur [1, + oo[?
00 it )

2. lintégrale / %dt est-elle convergente?
J1

40

1
— >
te(Int)® =

< dt o dt
L= % =/ 2
3 /2 tm2t ! /2 Vi In®

In°t

—_

dt



ANA 247 o
On s’intéresse a l'intégrale I = / sin(t2)dt
1
s ) . o °° sin 0 R
1. A l'aide d’un changement de variable judicieux, montrer [ et J = 7 df sont de méme nature
1

cos
9372

o)
2. A laide d’une intégration par parties, montrer que J et K = / df sont de méme nature
1
3. En déduire la nature de I

ANA 248 . .
sint sint
Onnotof:tHTCtg:tHT

o) 1 00
1. Déterminer la nature de / I dc/ f puis de/ f
1 L0 0
2. (a) Déterminer la nature de / g
0

(b) A T’aide d’une intégration par parties, montrer que / g converge
1

(c¢) En déduire la nature de / %dt
0
ANA 249
Soit a > 0 et S un réel non nul.
oo itf
Nous allons montrer que / o dt est une intégrale convergente.
1
it
1. Déterminer les valeurs de («,3) pour lesquelles la fonction ¢ — m dt est intégrable sur [1, + oo]
- eitB
2. Pour tout 2 > 1, on pose Fyu(z) = [} s dt
o 1 efr i
Montr F, =—F, > - iy
(a) Montrer que F,(z) s () + B B
(b) Conclure
° sin(ft °° cos(ft
3. En déduire que |VYa > 0,Y8 # 0 les intégrales / bmf(ic‘t)dt et / %dt sont convergentes.
1 3 1
ANA 250 o s
sint
Pour = > 0, on pose f(z) = / det
s b

1. justifier I'existence de f(z)
2. montrer que f est de classe C™ sur |0, + o[, et donner f’
3. déterminer lim f
+00
4. On s’intéresse au comportement de f au voisinage de 0%
(a) Montrer que Vt € [0,7/2],sin(t) > %, puis en déduire que I(i]r+n f=+00

int
(b) Montrer que la fonction z +» le %dt — Inx posséde une limite finie lorsque z — 0"
(¢) En déduire un équivalent de f(z) en 0

s .. cos T 1
5. montrer qu’au voisinage de +o00, on a f(z) = - tol—=
T T

41

ANA 251
Soit z > 0.

*sint
1. Montrer que det converge. (On note h(z) sa valeur)
.t

2. Montrer que zglﬁx hz)=0
1

3. Montrer que h(z) = o(—;) lorsque x — +00
x

ANA 252 (intégrale de Fresnel) ,
1. Montrer que U'intégrale el
0

dt converge sans étre absolument convergente
2. En déduire que les intégrales généralisées / cos(t?)dt et / sin(¢?)dt convergent
0 0

ANA 253
Soit A > 0 et la suite (u,) définie par u,, =

(="
An+1
1. La série Y u,, est-elle absolument convergente?

pour tout n > 0

1
2. Calculer pour tout n € N, / Mt
0

o odt
3. Montrer que la série de terme général u,, converge et que > u, = / 5P
n=0 0 v

ANA 254
Soit f une fonction continue et décroissante sur [0, + oo
Soit h un réel strictement positif

On considére la fonction g : ¢ — f(t.h) et on note S(h) = i g(k) = i f(k.h)
k=1 k=1

1. Montrer que la fonction ¢ est continue et décroissante sur [0, + oo|
2. En déduire que la série de terme général g(k) est bien convergente,
00

et rappeler un encadrement de Y g(k) a l'aide de 2 intégrales.
k=1

3. En déduire a l'aide d’un changement de variable judicieux que / ftdt < h.S(h) < / f(t)de
h 0
4. Que dire de lim h.S(h)?
h—0+

ANA 255
1. Soit a > 0 et f: RT — R continue ayant une limite finie { en +o0.

(a) Montrer que pour tout z > 0, /OE ft+a)— f(t)dt = /aﬂ' ft)dt — /Ou f(t)dt

(b) i Justifier que Ve > 0,3M > 0¥t > M,|f(t) — 1| < <
a
a+x
ii. En déduire que Ve > 0,3M > 0Vz > ]V[,\/ ft)dt —al| < e
(c) En déduire que, pour tout a > 0, / (f(t+a) — f(t))dt converge (vers a.l — / f(t)dt)
0 0

2. (a) Calcul de fol arctan tdt

o]
(b) Convergence et calcul de / arctan(t + 1) — arctan tdt
0

42



ANA 256 (fonction de carré intégrable)
Montrer que F = {f € C°(R*,R) | et f(t)%dt converge} est un sev de CO(R* R)

ANA 257

1. Montrer que l'intégrale I = [ sin®

Jo

dt converge.

2. Soit f : }O,g] — R . Etudier le sens de variation de f

sint
b

- t
3. Soit 0 < a < b deux réels. On note F,;(z) = fb sin

ax

—5dt.
b

(a) En utilisant un encadrement judicieux, montrer que liHOl+ Fop(z) =In—
T a
(b) Etudier la parité de Fy

. b
(c) Montrer que ig]% Fop(z) =In "

o0 t
(d) Pour € > 0, on note I(e) = [ sin’

. dt . Montrer que I(e) = kFj 3(e) ou k est une constante

que 'on déterminera.

(e) En déduire la valeur de I

ANA 258 o Bt _ gt b gt _ Tt
On consideére I = / fdt et Iy = / fdt avec 0 < a <b
0 a

1. Montrer que I est une intégrale convergente

Ta e ~Tb e U
2. Montrer que I, = / du — / —du
sp U

3. Montrer que hm / —du =0

4. Montrer qu 11 cx1stc une fonction g bornée au voisinage de 0 telle que Ya > 0,
5. En déduire la valeur de

Ta ,—u 7 Ta
/5a %du:lnng/E)a g(u)du
ANA 259

o0
Nous allons montrer que U'intégrale / sin(sin(t))dt est divergente.
0

27
1. Justifier que / sin(sin(t))dt = 0
0

[\

a+2m
. Justifier que Va € R, / sin(sin(t))dt = 0
3. Justifier que / sin(sin(¢))dt > 0
0

4. On suppose que l'intégrale / sin(sin(t))dt est convergente.
0

T

Pour tout z € R, on note F(z) = / sin(sin(t))dt
0
(a) Que vaut F(2n7) pour n € N?

(b) Que vaut F((2n + 1)m) pour n € N?
(c) Conclure

43

7 [Séries entiéres|

ANA 260
Soit > ay,.z" une série entiére de rayon R.
Dans chacun des cas suivants, indiquer ce que 'on en déduit sur R

1. La suite (2 Jns0 converge vers 0

2. La suite (2 )ns0 ne posséde pas de limite

3. La série )y a,.(—3)" est convergente
4. La série ) a,.(2)" est divergente.

5. La série Y a,.(—1)" converge mais n’est pas absolument convergente.

ANA 261
A Taide de la définition, déterminer le rayon et I'intervalle de convergence des séries entiéres suivantes

n

2
; @ : n 3n _1\n\n -1
i) E —on i) E o i17) E B+ (-1)")".z
ANA 262

Soient « et § deux nombres réels.

= cos(na + [3)

00
1. Montrer que les séries Y M

et Y

" convergent pour tout z € C.

n=0 TI/' n=0
Qu’en déduit-on sur le rayon de ces séries entiéres?
& cos(na + > sin(na +
2. Calculer S(z) = Y Mz” et T(z) = Mz” pour z € R
n=0 n: n=0 n:

ANA 263 (reconnaitre des SE de référence)
Déterminer le rayon et la fonction somme des séries entiéres suivantes sur U'intervalle ouvert de conver-
gence

2n+1 :E/ln, xﬁn«H} (_1) 2n+1 (_1)71/"%271,
i — i) Yy ————— iv) v)

; ; (2n)! nzzo (2n + 1)! ; (2n)! ; (2n + 1)!

43 2 3nt1 2n+1 on. 77+Z 277,—1 ,E/1n+1
e 70 P 2 . n—. P T AN .
i) Z 2" ™ wid) Z 292 g viii) Z iz Z m——l Z i3
nz0 nz1 nz1 n=0
ANA 264

Soient « et 8 deux nombres réels. Calculer pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1 les sommes

S(z) = icos(na +B)z" et T(z) = i sin(na + f3)z"

n=|

ANA 265
Déterminer le rayon et faire I’étude de la convergence en +R pour les séries entiéres suivantes:

" gt . +3n-2 nn
LY o 2.2(1+ 2 3. n3 4227:14_37;+1x 5Zf 6.y —a

ANA 266
En utilisant la régle de D’Alembert pour les séries numériques, déterminer le rayon des séries entiéres

suivantes:
) (0% 4 3(=2)" + 1) i)Y ol i)y 2"

n=0 n=0 n=0

44



ANA 267

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que |z] < R la somme

S(z) = 21 sin?(n).z"

ANA 268
Soient a et b deux complexes non nuls.

1. Déterminer le rayon de > a™.2" et de Y a™.z3"
2. En déduire le rayon de Y (a™ + b").2"

3. On suppose que pour n assez grand, on a 2" < ¢, < 3".
Que dire de Rayon(_ c,.2")7

ANA 269
1. Déterminer le rayon et la somme des séries entiéres suivantes:
o) 2p <) 2p+1 <) 2p
T T T
S = —_— S. = S. = —1)P=—
1(w) ;:1 % 5(v) par W+ 1 3(2) p§:1( ) 2%

2. On s’intéresse a la série entiére S(x) = _
(@) n%:z n+ (=1)»

(a) Déterminer son rayon.
(b) A l'aide des séries précédentes, déterminer S(z)

ANA 270 -
1. On considére S(z) = Y Inn.z™. Donner 'ensemble de définition de la fonction S?
n=2
1

1
2. On considére la suite (a,) définie par a; = —1 et Vn > 2,a, = —In(1 — =) — —.
n’ n

On pose T'(z) = Z a,x". Donner 'ensemble de définition de 7.
n=1
3. Déterminer une égalité liant S et T'7

ANA 271 (classique)
1. Soit n € N*.
A Daide de factorielles, exprimer 2 x4 x --- x (2n) et 1 x 3 X5 x .-+ x (2n+1)

2. Vérifier que Vo €]—1,+1] L _ i (=1)" (20 " etV1l4+ax= 1+Z (-
’ ' ’ \% 1+ n=0 4n

ANA 272

. nm
On pose pour tout n entier a, = tan =

Montrer que la suite (a,), est bien définie.
Montrer que la suite (a,), est bornée. (on pourra considérer a,.s)
Montrer que a; = —ay et ay = —ags

L

On considére la série entiére Y a,z".
(a) Déterminer son rayon

(b) Etudier la convergence pour z = R et pour = —R

(c) Calculer S(z) = i a,.2" pour tout €] — 1, + 1]
n=0
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4r(2n —1)

ANA 273 0 e n+1
Mont In(1 — %) E
ontrer que [1 n 2 n 3n 1)
ANA 274
Rayon et fonction somme de
n+ 1 n?+3n—4 n?
! | |
n=0 n n=0 (71/ + 1) n=0 (71 + 1)

ANA 275

Exprimer les fonctions suivantes au voisinage de 0 comme des sommes de séries entiéres, et préciser

I'intervalle de validité

fi i o= In(1+ 32%) fo iz = In(2 + 327 f3:2z = cos’z fi:z = cosn
ANA 276 (produit de Cauchy) n 1
On considére la suite (¢,) définie par ¥n > 0,¢, = 5
j=0J"
Déterminer le rayon et la fonction somme de Y ¢, 2"
n=0

ANA 277 o
Déterminer le rayon des séries entiéres du type Y — avec a € C
n

ANA 278

2 n
Déterminer le rayon et la somme de la série entiere Y g 2t
n>0 2n + 1

ANA 279 i Sl S P
Montrer que la fonction g définie par g(z) = z?
siz=0

DO =

est de classe C* sur R et donner £ (0).

ANA 280

. . . e . 208 six >0
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = cosvr o

chy/—z siz <0

Montrer que f est de classe O sur R et donner £ (0).

ANA 281 (une justification de I’existence d’un DSE)

On note f(x) = ch(z). cos(z)
1. Montrer que f est DSE. Quel est le rayon de sa série entiére?
2. Déterminer le DSE de f en utilisant les complexes.

ANA 282 1 1
1. Que vaut lim (1 —+ 3 + 4 7) ? Pourquoi?
o) n

n—

2. Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout réel x tel que |z| < R

la somme S(z) = Y (—1)"1 1+§+..,+, 2
n=1 n
(On pourra calculer d’abord le produit (1 + z)S(x))

3. Etudier la convergence de la série entiére en £R
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ANA 283 (une fonction C* mais non DSE!)

. six <0
Nous allons montrer que la fonction f: z — =

exp(—1) siz>
développable en série entiére au voisinage de 0.
1. Montrer que f est C* sur R*

est de classe C*° sur R mais n’est pas

1
2. Montrer par récurrence sur n qu'il existe un polynéme P, tel que Yz > 0, f®)(z) = P,(=)e /",
x
(on pourra établir une formule de récurrence entre Pnyy et Py,)
3. En déduire que f est infiniment dérivable en 0 et que f(™(0) = 0 pour tout entier n

4. Montrer que f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0

ANA 284 (équation différentielle)
On consideére la fonction f définie sur R par f(z) =

In(z + V14 2?)
V14 a?

1. Vérifier que f est solution de 'équation différentielle (E) : (1 +2%)y +ay =1
2. Soit Y a,a™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S

Montrer que S vérifie (E) sur | — R, + R[ssia; =1 et Vn > 1,a,41 = Z J0n-1
n
. . (27.n!)?
3. Démontrer que si f est DSE alors ¥n > 0, a2, = 0 et ag41 = (—1)"m
n !

4. Conclure que f est DSE.
5. f est-elle une fonction impaire?

ANA 285

Soit p € N. On note f(z) = i <n ;p) am
n=0

1. Déterminer le rayon de cette série entiére.
2. Justifier que f vérifie sur | — 1, + 1[ 'équation différentielle (1 — z)y’ — (p+ 1)y =0
3. En déduire une expression simple de f

ANA 286

1
Soit la suite (an)n>0 définie par ag = 1,a; = az =0 et Vn > 2, (n + 1)apt1 = nap, + =

2

aAp—2.

o0
On s’intéresse a la série entiére Y a,z™ et on note S(z) = Y a,z™ sa somme.
n=0
. Montrer que pour tout entier n, on a a, € [0,1]
. Montrer la suite (na,),>o est croissante

. Déterminer le rayon R

= W N

. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre satisfaite par S.
Puis en déduire S.

ANA 287 (DSE de z — (1+2)* (démo de cours))
Pour tout a € R et tout x réel on note fo(x) = (14 z)*
1. Lorsque a € N, donner le DSE de f, et son rayon.
Dans la suite on supposera que o ¢ N
2. Déterminer la série de Taylor de f. Quel est le rayon de cette série entiére?
3. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre satisfaite par f, et montrer que sa
série de Taylor vérifie la méme équation différentielle. (on précisera sur quel intervalle)
4. Justifier que f, est DSE et retrouver le résultat de cours
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ANA 288

« et B étant deux réels, trouver le rayon de convergence de la série entiére Y a,2" avec:

nomn n!

1 n
loap=— 2. a, = — 3.a, = <1 + 7) 4. a, = cosn
n! nn n
1 7T . n— N
5. a, = arccos(l — —) 6. a, = 5 arcsin( ) T.oa, =eV" 8. a, = n""
n n
n+a\” n?
9. = arcte & 10. 11.
a, = arctan(n®) <n - ﬁ) i
2
1\ -1\" shn s2n
13— 14.( 2 15. 28 16, =0
1++n n ch®n n

ANA 289
On suppose que les séries entieres Y ag,2*" et > agp412
Montrez que R est aussi le rayon de convergence de Y a,,2"

2n 2n+1

ANA 290

(0 € R) Déterminer rayon, intervalle de convergence et fonction somme(sur 'intervalle ouvert de conver-

gence) des séries entiéres suivantes:
n

x
1. n2z" 2. — 3. ch(n)z™ 4. sh(n)z"
b P e T MR Sl )
1 3 .
5. Y cos(nf)z™ 6. Y sin(nd)z" 7> nED 8. Z( 1)t
n>0 n>0 ns02n+1 n>0
n2 +1 " xn TL2 —n—1
. " 10 11. —_——  12. —
son+1 ,;J(Qrwrl) g)(n+1)(2n+1)) Eo (n+1)!
. 1 i1
13. nign 14. 15. —g 16.
2 S 250+ 2)] Han 1
" chn n®.a"
17. _ 18. —z" 19. n?+1)z" 20.
T = Y PN
(=" n+n+1 n?+n+1 onm
21. ——x*" 22. —2"  23. —_—2" 24. cos(——)x"
7; 4n %:0 n ,gb n+1 né:o (3)
ANA 291 di
On souhaite développer en série entiére la fonction f: z +— fol Tl
1. Montrer que pour tout = €] — 00,4, f(z) est bien définie.
2. On note J, 4 = fol tP(1 —t)9dt. Calculer J,, pour (p,q) € N2
1 I,n+1(t f2)n+1 n ( )2
3. On note [, = mdt Montrer que l'on a f(z) = ;0 S aF + 1,
4. Montrer que pour |z| < 4, on a lim ,, = 0. Conclure.
ANA 292 -
On conisidére la série entiére ), ———
,; n(n+1)

1. Déterminer son rayon et sa fonction somme sur l'intervalle ouvert de convergence.
2. La série est-elle convergente pour v =1 et x = —17
Dans ce cas, donner la valeur des sommes de ces séries
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12 . cos(mv/n? + n+1)

ont le méme rayon de convergence noté R.

+1
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ANA 293 4o o
1. Calculer ; m pour z dans l'intervalle ouvert de convergence.
+00
2. Calculer , de deux maniéres différentes, Z -
nn+1)(2n+1) "

on rappelle le développement asymptotique T,, = >, =Inn + v+ o(1) o y désigne une constante
k=1
réelle, la constante d’Euler.

ANA 294
Développement en série entiére de la fonction f définie par
) CSin g 2 —a?
1. f(z) = coresin 2. f(a) = % 3. f(x) = arctan <2 . ;)
22 op 2 1
4. flz)=e7 [Je zdt 5f(x):1+17+12 6. f(z) =cos®z
. 1+ 322 . .\
7. flz) = =y 8. f(z) = (arcsinz) 9. f(z) = cos(xz + 1)
—x
In(z +v1+2?)

10.f(z) = (z+ 1) In(z+1) 11.f(z) = Wi 12.f(z) = (arctan(z))?
13. f(z) = arctan (%) 14. f(z) = [ cos(t?)dt 15. f(x) = sh(z) cos(x)
16. f(z) =1n (32:7;2) 17. f(z) =1n (11:];) 18. f(z) =In (1 + 1f$>

ANA 295 sing
Soit 0 €]0,7[. Développer en série entiére la fonction f : 2 — m

ANA 296 o

= oo 2
On considére la SE f(z) = Y apa® ™! =Y ————g2nFL,
f@) =% 2 2n+ 1)

1. Vérifier que V n>1, (2n+ 1)a, — Qnan,l =0.
2. En déduire une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par f et une expression de
f alaide de fonctions usuelles. (on trouvera (1 — z%)y' — 2y =1)

ANA 297
Soit (ay) la suite de réels définie par ap = a; = 1 et la relation a,+1 = ay,
1. Prouver que pour tout n > 1, 1 < <n?
2. En déduire le rayon de convergence de > aga™
n=0
3. Prouver que Y a,z" vérifie une équation différentielle du premier ordre a déterminer.

n=0

(on trouwvera (1 — z)S'(z) — (22 +1)S(z) =0)

4. En déduire la valeur de la somme de cette série entiére.

, . - 2(=2)"P (p+2 1

5. A partir de Pexpression de S ainsi trouvée, démontrer que a, = Y E ) I ~(p + )2(]) +1)
o (n—p)!

ANA 298

1. Déterminer les solutions de y” + zy’ + y = 0 qui sont développables en série entiére.
a2
2. Reconnaitre parmi ces solutions la fonction x +— ez~

3. Toutes les solutions de I’équation différentielle sont-elles développables en série entiére?
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ANA 299

N . P ap =
On consideére la suite (a,)n>0 définie par

vn € N, ayy1 = 2a, +n
On consideére la série entiere . a,z™, et on note S(z) sa fonction somme.
n=0

préliminaire: donner le DSE de z — ainsi que son rayon.

1
=z
1. Montrer que 0 < a,, < 3" pour tout entier n.

2. En déduire que la série entiére a un rayon non nul (que l'on appellera R). Peut-on donner un

minorant de R?

3. Montrer que Vr €] — R, + R[, S(z) = 225(z) + 2% Y (n + 1)a™
n=0
X2 a b ¢
= + +
1-X)P1-2X) 1-2X 1-X (1-X)
5. En déduire 'expression explicite de a,, en fonction de n.

4. Déterminer les trois réels a, b et ¢ tels que

ANA 300 /2
On pose f(x) = > up.z™ avec u, = / cos™(t)dt
n=0 0

1. Etablir la relation 2(n + 1)u,1 = (2n + 1)u,

2. Déterminer le rayon de convergence de Y u,z"
3. Montrer que f est solution de 2(1 —z)y' —y =0
4. En déduire f(z) et u,

ANA 301

Soit — —_—
oit 1w / T+t
1. Montrer que f est définie et C1 sur R, et donner f/(z)

2. Factoriser 1 — X3, En déduire que f est dse et donner son dse

ANA 302 nto

Soit (a,) définie pe =letVneN a1 =14+ -——a,
oit (a,) définie par ag et Vn (i1 +2(”+1)m

1. Montrer que Vn € N, 1 < a, <4
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére | a,a™

3. Calcule sa somme S(z)en exprimant S’(z) en fonction de z et de S(z), puis en résolvant I'équation
différentielle
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8 |Intégrales & paramétres| ANA 308 sin(tz)
On pose g(z) = 3
[0,00[ 14+t
ANA 303 ) o0 dt 1. Montrer que g est définie sur R tout entier
Pour tout z réel, on pose g(z) = /0 2121+ a2 2. Montrer que g est continue sur R
1. Montrer que la fonction g est bien définie sur R tout entier, 3. La fonction g est-elle paire? impaire?
o dt
c’est a dire que l'intégrale fo FERG T g est convergente pour tout réel x. ANA 309 S
2. Etudier la parité de la fonction g. Pour z > 0 on pose g(z) = / T Idt
3. On souhaite, de deux manicres différentes, prouver la continuité de g 1. (a) Sans utiliser le théoréme de dérivation sous le signe intégral, montrer que la fonction g est
(a) En calculant g(z), montrer que g est une fonction continue sur R. définie et croissante sur |0, 4 ool.
(b) En utilisant le théoréme ad hoc, montrer que g est une fonction continue sur R. (b) Déterminer les limites de g en 07 et en 00
it 00 ili Int Int
4. On souhaite montrer que g est de classe C* sur R, en utilisant le calcul de 3(a). 2. (a) Les fonctions ¢ —s e of £ s = sont intégrables sur 0,1]7

(a) Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R*.
(b) Montrer que g est de classe C' sur tout segment [a,b] CJ0, + oo

)
(b; Déterminer le développement en série entiére de la fonction arctan. g estoelle de classe C'1 sur |0, + oo,

(c) En déduire que g est aussi développable en série enticre.

. . In®z .
(d) Justifier que g est C*™ sur R, et donner g™ (0) pour tout entier n. (¢) Que peut-on dire de la fonction z +— 5 +g(z) +g(1/x)?
ANA 304 (tres classique, a savoir refaire) 1 2241 ANA 310 (extrait de la banque PT 2007)
ot B exp(—z?(t* + 1)) > cos(zt)
On note pour tout z € R, F(z) = [ e dt et G(z) = S dt On note f: R x [0,+00[ — R ot g(z) = N
( . o ch
1. Justifier que F est définie et C* sur R. Donner F'. (z,t) cos}(it)
. o ch
2. Justifier que G est définie et C* sur R. Donner G'. 1. La fonction f est-clle continue sur R x [0, + co[?
3. Montrer que la fonction F2 + G est une fonction constante sur R. Déterminer cette constante. 2
2. Montrer que pour tout (z,t) € R x [0, + oo[,| f(,t)| < =
4. Aprés avoir montré que lim G(z) = 0, en déduire que f > et = ﬁ et
z-+oo ’ 0 2 3. g est-elle continue sur R? (on énoncera le théoréme utilisé)
ANA 305 dt ANA 311 ,
On pose g : x — / EOESY] On pose g(z) = / e " cos(tz)dt.
tr(t+1) o (0,409
1. Déterminer 'ensemble de définition de g 1. montrer que g est définie sur R et qu’elle est paire
2. Montrer que g est continue sur |0,1[. (indication: on pourra montrer que g est continue sur tout 2. montrer que g est de classe C! sur R
segment [a,p] inclus dans ]0,1]) 3. montrer que g vérifie ’équation différentielle 2y'(z) + zy(z) = 0 sur R
12
ANA 306 4. en admettant que g(0) = ﬁ, montrer que g(z) = ﬁe’T
On note pour tout z réel g(x fo arctan(xt)dt. 2 2
1. Montrer que g est une fonctlon définie et de classe C* sur R. ANA 312 (cas d’une intégrale non généralisée)
2. Montrer que g vérifie 'équation différentielle (E) 2y’ + y = arctan(z) sur R. On consideére la fonction g : z +— cos(x sin(0))d
3. Déterminer la solution générale de (E) sur R et sur R*. (0.7]

1. Montrer que g est définie et de classe C? sur R
2. Justifier que Vo € R, 2y (z) + ¢/ (z) + zy(x) = 0

ANA 307 3. En déduire que g est développable en série entiére: donner ce développement et le rayon
On pose g(x f e/t

1. Montrer que g est définie sur [0, 4+ oo

4. Montrer que g est la seule solution de (E) sur R

ANA 313
—a On considére la fonction g : x +— / dt
1+

2. Montrer que g est C? sur ]0, + oo et vérifier que Vz > 0, ¢"(z) = 1. Montrer que g est définie sur ]0, + oo et justifier que lim g(z) =0
. = b - b N = ” Z‘}+m ! 2 —

2. Montrer que g est de classe C? sur tout segment inclus dans ]0, + ool.

3. Montrer que Vz > 0, ¢"(x) + g(x) = —
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ANA 314 oo ANA 318
On considére la fonction g : z — / exp(—z.t). arctan(t).dt On pose g : x — /

)e_tdt

Montrer que g est continue sur tout segment [a,b] inclus dans |0, + ocof.
En déduire que g est continue sur ]0, + oof.

ANA 315

1. Montrer que g est définie sur R
2. Montrer que g est C! sur R, et donner g’ sous forme intégrale

3. Vérifier que Vz € R, ¢'(z) =

i) Montrer que g : z / sur un intervalle que 'on précisera. 1+a2
4. En déduire une expression trés simple de g
* sht
ii) Montrer que h : z — / q—olt est continue sur R ANA 319
o 1t Onposeg:]—1,+00f — R
1

t—1
ANA 316 T — / t* dt
On pose, lorsque cela est possible o Int

t—1
. Etudier les limites de la fonction ¢ — en 0 et en 1~

0= [ e n
) ) , it 1 - 2. Vérifier que g est une fonction bien définie sur | — 1, + oo
L Detf%rm.lner ! enseml.ole de définition ]_Si f. d 3. Montrer que g est de classe C* sur tout segment inclus dans | — 1, + oo|
2. En justifiant son existence, calculer -2 . P 1o PP . ’ s
o 0 e'te 4. En déduire que g est C'! sur son ensemble de définition, et donner une expression de ¢’ sans intégrale
3. Calculer ¢(1). On pourra utiliser Uapplication ¢ : u > 0+ ch(u). 1 . . e R
n(o) 5. En déduire une expression de g & une constante additive prés
4. Calculer ¢(2). On pourra remarquer que la dérivée de x — Sh<z) est égale a © +— }2 t—1
. o\ e eh(@)” 6. Montrer que V¢ €]0,1[,0 < —— <1
5. Vérifier que g est positive sur 1. ' Int
6. Montrer que g est décroissante sur /. 7. En déduire que Yz > —1,0 < g(z) < 1
7. Prouver que g est de classe C! sur I et préciser I'expression de ¢'(x). Retrouver alors le résultat de P . r+1
e . 8. En déduire I'expression de ¢
la question précédente.
8. Soit x € I. Démontrer la relation ANA 320
cos(at) .
glz+2) = pr 1g( ) 1. Montrer que la fonction g : « +— / 2 dt est continue sur R.
On pourra effectuer, en la justifiant, une intégmtwn par parties. 9 En déduire I Un o cost J
9. Soit p € N*. Donner 'expression de g(2p) a l'aide de factorielles. - Bndedure Himl Uy avee Uy = o 1+n22 t
10. Pour tout réel z > 0,
our tout réel , O1 pose 50— ro(rale+ 1) ANA 321 -
) = 2L On note g(x) = / ———dt
Prouver que ¢(z + 1) = ¢(z). Calculer ¢(n) pour tout n € N*. o 1+¢
11. En utilisant la question précédente, déterminer un équivalent de g(z) quand z — 0%, 1. Montrer que g(z) existe pour tout = > 0
12. Verifier que ¥n € N*, g(n)g(n + 1) = £. En déduire que 2. Montrer que g est continue sur |0, + oo[ (on majorera sur tout segment inclus dans |0, 4+ oo )
" 3. Calculer g(z) + g(x + 1) pour z > 0
g(n) ~ 21 4. Donner un équivalent de g en 0% et préciser sa limite +o00
’n~>+gc n
. _ N e ANA 322
13. En utilisant des parties entiéres, prouver que On considéres les intégrales impropres suivantes
I
glz) ~ votdt Lot

I 1
oo \| 2 I = — , L= — | L= .
! /g V-2 T Vi T Viee

14. Déduire des questions précédentes le tableau des variations de g sur I et tracer sa courbe représen- = . .
1. Justifier 'existence des intégrales I; et I et les calculer

tative dans un repére orthonormé.

15. Prouver que la fonction ¢ est constante sur R*+* 2. Justifier 'existence de I3 et la calculer en introduisant la fonction ¢ : u +— sinu

cos(xt)

V1—1t2

(a) Démontrer que g est définie sur R

ANA 317 1 3. On considére la fonction g : z — / dt

On consideére la fonction g : x — e dt

0

1. Montrer que g est continue sur tout segment de R. (b) Démontrer que g est de classe C? sur R

2. Justifier que g est continue sur R. (c) Démontrer que

3. g est-elle bornée? Vo € R,zg"(2) + ¢'(x) + zg(x) = 0
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ANA 323 ¢ ANA 329 (Transformée de Laplace)

o)
e
On note  g(z) = / r t:rdt On appelle transformée de Laplace d’une fonction f en p l'intégrale, lorsqu’elle converge:
0

1. Montrer que g(x) est bien défini pour z > 0 oo .

_ —pt
2. Montrer que g est de classe C* sur [0, 4+ oo - / I dt
3. Justifier que Vn > 0, g™ (0) = (=1)".(n!)?

1. On note H l'ensemble des fonctions f continues sur R*T, prolongeables par continuité a droite en
y P p

ANA 324 0 et telles que pour tout réel A > 0, tligl e Mf(t)=0
—+00

oo 1 — cos(tx)
On pose g(z) = — e 'dt Montre e: g(z) = zxarctanx — 1/21In(1 + 22
n pose (x) = Jo 12 ‘ ntrer que: g(x) = warctanz — 1/2In(1 +27) (a) Montrer que si f € H alors pour tout réel p > 0, Uintégrale L(f)(p)

ANA 325 (b) Soit f € CHRY).
H !
Etudier et représenter graphiquement la fonction ¢ : x — fol Va + t3dt Montrer que si f € H et f' € H alors on a

ANA 326 (Transformée de Fourier) L(f)(p) =p-Lf)p) - f(0F)
3 . 3 3 3 A . —ixt
Soit f: R — C une fonction continue et intégrable sur R. On pose g : 2 — [, f(t)e™!dt. ot £(0+) désigne la limite de f a droite en 0

1. Démontrer que g est définie, continue et bornée sur R
d . 9 T . . . 2. Dans chaque cas, montrer que f € H et calculer L(f)(p):
2. Montrer que si f est une fonction paire alors g 'est aussi et que

Vo € R, g(x) = 2. f; f(t) cos(xt)dt. Quel résultat obtient-on si f est impaire? (a) f(t) =U(t), on U(t) =1sit >0 et U(t) = 0 sinon;
2 (b) f(t) =t"U(t), ot n € N;
3. On considére désormais f : ¢ — exp(fE) (c) f(t) = sin(wt + @).U(t), ou (w,p) € R} x [0,27];
(a) Montrer que g est C*° sur R (d) f(t) =t.sin(¢).U(t) (on pourra utiliser le théoréme de dérivation sous le signe [)
(b) Calculer ¢ et en déduire g. y'+4y —5y=0
On admettra que f0°° exp(—2)dt = g 3. A T'aide de la transformée de Laplace, résoudre { y(0) =0
y(0)=1
ANA 327 (fonction T, fonction trés populaire en mathématique!)
On note (z) = [°t" e "dt . ANA 330 L-e sit#0

plet gi0<t<1 Dans cet exercice, g désigne la fonction définie sur R par g(t) =

t-let sit>1

Pour 0 < a < b, on pose @q(t) = 1 sit=0

1. Etude de ¢

1. Montrer que ¢, est continue et intégrable sur |0, 4+ oo] (a) Montrer que g est continue sur R

2. En déduire que I" est définie et continue sur ]0, + oo] (b) Montrer que g admet un DL en 0 & lordre un.

oo
. Calculer la valeur de I'(1/2) sachant que / e du = ? En déduire que g est dérivable sur R et préciser ¢'(0)
0 (c) Déterminer le signe pour t € R de (1 +t)e " —1

- Montrer que Vo > 0,I'(z +1) = 2.T(z) (d) Dresser le tableau de variations de g et tracer le graphe de g

. En déduire la val le I'(n "n € N* . . . :
n déduire la valeur de T'(n) pour n € (e) i Donner le DSE au voisinage de 0 de la fonction g, préciser le rayon de convergence.

(=2 BN B V]

. M or, & lai ’ ination local > T est lasse C' s ) . .
ontrer, a I’aide d’une domination locale, que I" est de classe C' sur ]0, + oo| et que ii. Montrer que g est de classe ('™ sur R et préciser pour tout k € N, g(k)(O)

(énoncer le (ou les) théoréme(s) utilisé(s))

Yz > 0,I"(z) = / In(t).t*" et dt
0

- 1—e ™ |
2. On consideére la fonction h définie par h(x) = fooo — sin(¢)dt
ANA 328 (fonction T', fonction trés populaire en mathématique!)
On note I'(z) = foo =lo—tdt (a) Montrer que l'intégrale impropre fo du converge (on pourra utiliser une intégration par
0 : U

1. Montrer que I’ensemble de définition de la fonction I est |0, 4 oo] parties)

2. A Paide d’une intégration par parties montrer que Va > 0,I'(z + 1) = 2I'(z) sint

3. (a) Calculer I'(1) On notera alors « la valeur de cette intégrale et on pourra écrire h(z) = o — fo e o ——dt

(b) En déduire I'(n) pour n € N*

b) En dédui h est défini 0, 4 ool t h(0)7
4. Montrer que T est une fonction de classe C*, puis C?, sur tout segment inclus dans 0, + oo[ (b) En déduire que h est définie sur | ool Que vaut h(0)

) , . " . (c) Montrer que h est de classe C! sur tout segment inclus dans ]0, + o[, en déduire que pour
5. Démontrer, par récurrence, que I' est une fonction de classe C* sur tout segment inclus dans ]0,+oo[ 1

pour tout k € N tout z > 0,4/ (z) = 1122
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(d) Montrer que pour tout x > 0, h(z fo ) sin ( ) du ANA 334 ) ) _
Soit f une fonction continue et bornée sur [0, + oo.

e) En déduire que pour tout z > 0,h(z) =z + x fo g'(u) cos (E> du On pose F(x) = jom e ™ f(t)dt

* 1. Montrer que F est C* sur R** (on pourra majorer localement)
2. Montrer que F est C* sur R*"

3. Calculer F dans le cas ot f : ¢~ sin(t)

(
(

)
)

f) En déduire que pour tout z > 0,|h(z)| < 2z

g) Montrer que h est contmue sur [0, + oo[ et que pour tout = > 0, h(z) = arctan
)

(
(

h) En déduire que a = 5
ANA 335
ANA 331 (transformée de Laplace) Pour z > —1 on pose f(z) = W/Z In(1 + zsin?(t))dt
f étant une fonction déﬁnie sur [0 + oo[, on appelle transformée de Laplace de f, et on note Ly, la 1. Montrer que [ est contlnue sur | — 1, + oo
fonction définie par Ly(x) = [ f(t)e *dt 2. Montrer que f est de classe C! sur | — 1, + oo[ et exprimer f’(x) sour forme d’intégrale
1. Montrer que si f est une fonctlon continue et bornée sur [0, 4 oo, alors Ly est définie et continue 3. A Taide du changement de variable u = tan(t), déterminer explicitement f'(z) (on distinguera les
sur 10, + oof cas x =0 etz #0)
2. Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes 4. En deduire une expression explicite de f(z) pour = > —1
t — coswt (avec w # 0) t—=t  foit—t"(avecn > 1) ANA 336 flz)— f(0) .
) . Soit f: R — R de classe C* et g(x) = s1x;£0‘
3. On note F lensemble des fonctions f continues sur [0, + oo telles que £(0) sinon
JA>0,3M > 0,3a € RVt > A, |f(t)] < M.e® 1. Vérifier que g(z fo f/(tz)dt. En déduire que g est de classe C*° sur R
2. Montrer de méme que la fonction
(a) Montrer que F est un espace vectoriel
(b) Montrer que si f € E alors Ly est définie et continue sur Ja, + o[ F(z) — F(0) — 2 f'(0) — - — A FE=D(0)
4. Montrer que L : f — Ly est une application linéaire sur F Gt — ' ' ’ . (k—1)!
5. Montrer que lorsque f et f" sont dans E, on a Ly = zL; — f(0) x
6. On note F I'ensemble des fonctions f C™ sur [0, + oo] telle que se prolonge en une fonction de classe C* en 0.
JA > 0,3IM > 0,3a € RFn e NVt > A, |f(t)| < M.t".e? . .
o) M P o ANA 337 (produit de convolution)
(a) Montrer que F est un ev. Soient f et g deux fonctions continues sur R, a et b deux réels. On pose h(z f f(t)g(z —t)dt

(b) Montrer que si f € F alors t — tf(t) est encore dans F

(c) Montres que si f € F alors Ly est une fonction de classe C? sur Ja, + oo[. Donner (Ly)'.
(indic. on pourra montrer que Ly est de classe C! sur tout segment inclus dans |a, + oo[)

1. Montrer que h est continue
2. Montrer que si g est C* alors h l'est aussi
3. Montrer que si f est C! et g seulement continue alors h est C*

ANA 332 (transformée de Fourier)
A toute fonction f continue et intégrable sur R ;| on associe sa transformée de Fourier

‘f cxe fp f(t)e‘“"dt‘

1. Montrer que f est une fonction définie et continue sur R
2. Montrer quc sif cst unc fonction paire alors f Pest aussi et que
Vzr € R, f = [5 f(t) cos(at)dt. Quel résultat obtient-on si f est impaire?
3. On suppose que f est dcrlvablc sur R, et que f et f’ sont intégrables sur R
(a) Justifier que lim f = lim f =0
+00 —0o0
(b) En déduire que pour tout € R on a ;C\/(J) —izf(z)

ANA 333 (22 + 12)

On pose g(z) = [ e dt pour z > 0, montrer qu'on a g(z) = 7ln(1 + z)
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