PT* 2024-25
DS 2 du 4 novembre 2024
durée 4h
(sortie autorisée a partir de 16h30)

LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE (eztrait de rapport de jury)

Composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille a encre foncée : bleue ou noire.

L’usage de stylo & friction, stylo plume, stylo feutre, liquide de correction et dérouleur de ruban
correcteur est interdit

L’USAGE DE TOUT MATERIEL ELECTRONIQUE EST INTERDIT.

VO0S RESULTATS DOIVENT ETRE ENCADRES, A LA REGLE, DE PREFERENCE AVEC UNE
COULEUR DIFFERENTE DE CELLE D’ECRITURE.

Nous conseillons fortement aux candidats qui ne savent pas traiter une question d’indiquer qu’ils
en admettent le résultat pour la suite.
(Ecrire par exemple: 3) j’admets le résultat de cette question)

Ce devoir est composé de deux exercices et un probléme, totalement indépendants.




(EXERCICE 1)

On considére I'application f: C* — Mj3(C)
a b c+b
(a,bc) — |c+b a b
b c+b a
On note F = {f(a,b,c) | (a,b,c) € C*}

1. Justifier que f est un application linéaire et déterminer son noyau.
2. L’application f est-elle bijective? Justifier.
3. Justifier que E est un sous-espace vectoriel de dimension 3

010
4. Onnote J =10 0 1
1 00

(a) Calculer J? puis J?. La matrice J est-elle inversible?
(b) Donner J" pour tout n € N
(c) Montrer que (I3,.,J?) est une base de £

)

(d) En déduire que E est stable par le produit matriciel. ( cad montrer que le produit de 2 matrices
de E est encore une matrice qui appartient o F)

(EXERCICE 2)

—
Le plan est rapporté au repére orthonormé (0, 7 , j

)

1. Dans cette question, on s’intéresse a la courbe I' d’équation cartésienne a2 + y? + xy = 1

Y

1.1 Montrer que I' est une courbe réguliére

2.2 Montrer que 'axe (Oz) n’est pas un axe de symétrie de I'

3.3 Montrer que I' est symétrique par rapport au point O

4.4 Déterminer les points en lesquels les tangentes a I' sont soient horizontales, soient verticales
2. Soit A € R.

Dans cette question, on s’intéresse a la courbe I'y d’équation cartésienne \.z? +4.y°>+2\.2 -3\ =0

2.1 2.1.1 Combien de courbes I' passent par le point (1,0)7 Par le point (1,1)7

2.2.2 D’une maniére générale, indiquer le nombre de courbes qui passent par un point My(z,yo)
fixé

2.2 Déterminer en fonction de A\ la nature de I'y.
On précisera notamment

e les 4 sommets lorsque la conique est une ellipse
e les 2 asymptotes lorsque la conique est une hyperbole

2.3 Sur un méme dessin, tracer I'_4, 'y et 'y
On choisira judicieusement [’échelle pour avoir un joli dessin



(PROBLEME)

Les parties I, II et 11T de ce probléme sont trés largement indépendantes.

-,

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,f, 7)

PARTIE I: étude de la courbe et de sa développée‘

Dans cette partie, on considére C la courbe d’équation paramétrique

{w(t) = cos®(t) = (cost)?

y(t) = sin3(t) = (sin t)3 avec t € [—m,7].

On note M (t) le point de la courbe C associé¢ au paramétre t.

1. Etude du point M(0)
Le point M (0) est-il un point singulier? Déterminer précisément sa nature.

2. Dessin de la courbe C

2.1 Montrer que I'on peut réduire I’étude a Uintervalle [0,7]. Quelle symétrie doit-on ensuite effec-
tuer pour obtenir toute la courbe?

T T
2.2 Montrer que 'on peut réduire de nouveau I'étude a [0,5} puis a [O,Z]. On précisera a chaque
fois la symétrie associée.

]

2.3 Faire le tableau de variation conjoint de (x(t),y(t)) pour t € [0,7/4].
En déduire la représentation graphique de Cy, puis celle de C

On note Cy la restriction de C obtenue pour ¢ € [0,

w13

3. Etude de la développée
™

3.1 On se place dans cette question sur U'intervalle I =|0, 5 [
3.1.1 Déterminer le repére de Frenet au point M (t)
3.2.2 Déterminer le parameétre angulaire ainsi que la courbure

3.3.3 En déduire les coordonnées du centre de courbure
(on ne cherchera pas & donner une expression simplifiée)

3.2 Reprendre les questions précédentes avec I =] — g,O[

PARTIE II: des propriétés intéressantes‘

1. Montrer que pour tout ¢ €]0,7/2] la droite tangente a C au point M (t) a pour équation cartésienne
x.sint +y.cost = sint. cost
On note Ty cette droite.

2. Pour ¢t €]0,7/2[, déterminer les coordonnées de A;, point d’intersection de Ty avec I'axe des
abscisses et de By, point d’intersection de T)y;) avec I'axe des ordonnées.
Calculer la longueur du segment [A;B;]

3. Pour t €]0,7/2[, on définit le point C; par OC, = OA; + OB,
3.1 Indiquer la nature du quadrilatére O A,C; B,

3.2 Déterminer le projeté orthogonal du point C; sur la droite (A;B;).
Que remarque-t-on?



4. Dans cette question, on étudie un lieu particulier.
t désigne encore un réel dans l'intervalle |0,7/2]

4.1 Déterminer I’équation cartésienne de la droite A; qui passe par O et qui est perpendiculaire &
(AsBy).
4.2 Déterminer les coordonnées de P(t), le point d’intersection de A; et de la droite (A;By).

4.3 On note I; le milieu du segment [A;By]
Donner les coordonnées de I; puis vérifier que c¢’est aussi le milieu du segment [M (¢) P(t)].
Reconnaitre le lieu du point I; lorsque ¢ varie dans 0,7 /2]

costy sinty

2 )

5.1 Montrer qu’en général il passe par H;, quatre tangentes a C
(On admettra que pour tout t € R, la droite tangente a C au point M(t) est toujours donnée
par l’équation x.sint + y.cost = sint. cost)

5. On note Hy, = ( ) avec toy € R fixé.

5.2 Montrer que trois de ces tangentes font entre elles deux a deux des angles égaux

PARTIE III: des transformation géométriques‘

Dans cette partie, on considére

) = 3cos(t) + cos(3t)
) = 3sin(t) — sin(3t)
t) = 6cos(t) — 2cos(3t)
t) = 6sin(t) + 2sin(3t)

x(t
y(t

(
(

e |'arc I' de représentation paramétrique { avec t € R

X

Yy

e |'arc I'y de représentation paramétrique { avec t € R

On note
e N(t)[resp. Q(t)] le point de I'[resp. I';| de paramétre ¢.
o an(t) = AfF(N(1)) et 2q(t) = AfF(Q(Y))

1. Donner une expression trés simple de zy(t) en fonction d’exponentielles
2. Donner une expression trés simple de zg(t) en fonction d’exponentielles

— 1
3. On conidére f la composée de la rotation d’angle TW et de ’homothétie de rapport 5

Montrer que f(Q(t + m/4)) = N(t) pour tout ¢ réel.
4. En déduire une transformation géométrique qui permet de passer de I'y a T,

5. Aprés avoir linéariser cos®t et sin® ¢, expliquer le lien entre la courbe C et la courbe I'



| EXERCICE 1|
1. e Soit u=(abec) € C3o=(aVV,d)€eC>et A€ C
fAu+v) = f(ha+d o+ b N+ )

Aa+ ad Ab+ Ae+cd + b+
= Ae+d+XN+V Aa + d Ab+ b
b+ b Ac+c + X0+ Aa + d
a b c+b a v d+Y
=A|lc+b a b + 1+ d b
b c¢c+b a b d+bv d
= Af(u) + f(v)
ce qui prouve que f est une application linéaire
e On a
a b c+0 a =0 a =0
flape) =0<= |c+b «a b =0<= (b =0<<=4¢b =0
b c+b a c+b =0 c =0

Conclusion | ker(f) = {0}
2. Comme dim C? = 3 et dim M3(C) = 9, lapplication f N’est PAS bijective
3. e Le plus simple pour justifier est un sev est de reconnaitre que E = Im(f) et de rappeler que
par théoréme ’ensemble image d’une application linéaire est toujours un sev!

e On peut ensuite appliquer le théoréme du rang a f

dim C* = rg(f) + dimker(f) = rg(f) +0

et ainsi dimIm(f) =3 . Cad

e Une solution plus calculatoire est la suivante

a b c+b

E={|lc+b a b | |(abe) € C*}

b c+0
100 011 001

={a. |0 1 0)+b |1 0 1]+c |1 0 0] |(abe)ecC}}
00 1 110 010
100 01 1 001

=vect([0 1 0,1 0 1 100
001 110/ \0o10/

I —K )

ce qui prouve que E est un sev de M3(C) dont une famille génératrice est F = (I5,K,L).
On vérifie que cette famille est libre.

Soit (a,b,c) € C? tel que a.I3 +b.K +c.L =0

a b c+b a =0
Cela donne | c+b a b =0 et donc ¢ b =0 cequidonnea=b=c=0
b c+b a c+b =0

Conclusion: | (I3,K,L) est une base de E, et donc dim F = 3

5



(a) Le calcul donne J? =

o = O

01
0 0 et J3:I3.
10

Comme J.J? = J?.J = I3, on en déduit que | J est inversible et que J~! = J?
(b) Soit n € N.

On fait une discussion suivant la congruence de n modulo 3
e sin=0[3].
Il existe alors p € N tel que n = 3p.

J'=(PY==1I

e sin=1[3].
Il existe alors p € N tel que n = 3p + 1.

J'=(PYJ=1}J=1J

e sin=2[3.
Il existe alors p € N tel que n = 3p + 2.

IV = (JBPJE =1 =

(c) Notons F = (I3,J,J?)

e F est une famille génératrice de E.
En effet:

Y(a,b,c) € C*, flab,c) = a.dz +b.J + (b+c).J?
e card(F)=3=dimFE

Donc par théoreme \.7-" est une base de £ \

(d) Soit M; et My deux matrices de E.
Comme (I3,J,J?) est une base de E, on sait que I'on peut écrire

M, = oy s+ Bi.J + v.J? My = as.d5 + Bo.J + v5.J?
On a ainsi
My My = cyaz I3 + (1 fa + aafr).J + (ry2 + BifBa + o). J? + (Biyz + Bon)-J> + 1172
or J3 =1I; et J* = J donc
My My = (arag + Bryz + Bon)-Is + (a1 Bz + afy + 1132)-J + (12 + Bufe + agm).J?

ce qui prouve que Mi.M, € vect F = E. cqfd



| PROBLEME |

PARTIE I
1. e x ety sont de classes C* sur R.

R —3sin(t) cos?(t)
Vie R, M'(t) = ( 3 cos(t) sin®(t) )

\

Comme M’(O§ =0, |le point M(0) est un point singulier

e Pour déterminer la nature du point on va effectuer un DL

2 2
y(t) = (t+ o(t*)* = £ + o(t?)

= (315 - 0) o () ()0

x(t) = <1 £ - 0(t3)>3 -y o(t?)

=~

Il s’agit d’'un point de rebroussement de premiére espéce

2. 2.1 La fonction x est paire et la fonction y est impaire; les points M (t) et M(—t) sont donc
symétriques par rapport a 'axe (Ox) et I'on peut réduire U'intervalle d’étude a [0,7]
z(r —t) = (—cost)® = —x(t)
y(m —t) = (sint)® = y(t)
Ainsi les points M (7 —t) et M(t) sont symétriques par rapport a ’axe (Oy).
On peut restreindre l'intervalle d’étude a [0,7/2]
x(m/2 —1t) = (sint)® = y(t)
y(n/2 —t) = (cost)® = z(t)
Ainsi les points M(7w/2 —t) et M(t) sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x.(la premiére bissectrice)
On peut restreindre l'intervalle d’étude a [0,7/4]

22 e Vte|0m],

e Vt € [0,7/2],



3. 3.1 On se place sur I =]0,

ll\>|>l

dM . —cost
3.1.1 e On avu que %(t) = 3sin(t). cos(t). ( sint )
alnsl
—
ds dM . ) .
pri W( )|| = 3.|sint|.| cost|.v/ cos?t +sin“t = 3.sint. cost

car sur  on acost > 0etsint >0

.?: —fzost etﬁ: —sint
sin t —cost



3.2.2 e ilestclairquea=m—1

da da 1 -1
[ ] ==
" ds dt @ 3sintcost
dt

1 3 2, -
3.3.3 C:M+§ﬁ: <cos t + 3 cos tsmt)

sin®t + 3sin’t cost

3.2 On se place sur I =] — g,O[, et on reprend les points précédents
e Comme sur [ on a cost > 0 et sint <0, on a
d
d—j = —3.sint.cost
. ?: < co?,t ) ot Nz: (smt)
—sint cost
b ot doo  da 1 1
o ¥ — — = — = ——— = —
" ds dt @ 3sintcost
dt
1 cos®t + 3cos®tsint
o =M+ ;ﬁ o (singt + 3sin®tcost
PARTIE 11 .
dM . —cost ~
1. e Pourt€]0,m/2], on a W(t) = 3sin(t). cos(t). ( sint > # 0.

et ainsi M (t) est un point régulier
) . : ) —cost
o T est la droite qui passe par le point M(t) et de vecteur directeur ( SiCI(l)i ),
r —cos’t —cost
y—sin®t  sint
cad sint.w + cost.y — cost.sin(cos?t + sin?t) = 0
Conclusion : | T a pour bien pour équation sint.x + cost.y = sint. cost

elle a donc pour équation cartésienne =0,

2. Soit t €]0,7/2]

e L’intersection de Ty avec I'axe (0z) est caractérisée par le systéme

{sint.:c + cost.y = sint.cost {az = cost
0
y =

y =0

e L’intersection de Ty avec I'axe (0y) est caractérisée par le systéme

=0

sint.x + cost.y = sint. cost z =0
= .
y =sint

e Conclusion: | A;(cost,0) et B.(0,sint)

e Pour tout t, | A,B, = ||A.B;|| = Vicos?t +sin*t = 1




3. 3.1 On a Cy(cost,sint). Le quadrilatére est un rectangle.

3.2 Notons K le projeté orthogonal de C; sur (A;By).
En utilisant par exemple la formule du projeté orthogonal

—

< Atift,AtBt > ——

s AB
|[AeB[?

< 0 ) (— cos t)
<( .7 ), (.
cost sint sint —cost

Kt:At+

1 sint

5
() e ()
(

(@

1 — sin? t cost
sin® t

cos® t
sin®t

On remarque que c’est le point M(t)

—> —
4. 4.1 A est la droite qui passe par le point O(0,0) et de vecteur normal A;B; = ( cos t),

sint

) . L. xz—0 —cost

son équation cartésienne est . . =0
y—20 sint

cad‘x.cost—y.sint = O‘

x.cost —y.sint =0

4.2 les coordonnées de P(t) sont caractérisées par le systéme ) i
z.sint +y.cost =sint.cost

On trouve | P(t) = (sin?¢. cost, cos® t.sin t

T4+ TR cost
_ _ 2

43 [ ] It = Ya % YB = sint
2 2

e Notons I] = Mil[M(t)P(t)]

Ty +Tp cos® t + sin?t. cost (cos?t +sin®t). cost cost
1l Ym e yp sin®t + cos? t.sint (sin?t + cos?t).sint sin ¢ L
2 2 2 2

e |Lorsque ¢ varie dans ]0,%[, I, décrit un quart de cercle(ouvert) de centre O et de rayon 3

10



5. 5.1 Soit ty € R fixé.
Le nombre de tangentes qui passent par H;, correspond au nombre de droites Ty qui passent
par H;,, cad le nombre de réels ¢ tels que

cost sint
O.Sint + 0

.cost =sint.cost
<= costg.sint + sinty. cost = 2sint. cost
<= sin(t + o) = sin(2t)

On résout cette équation

26 =t+ t() [277']
sin(t + tg) = sin(2t) <= ¢ ou
2t =7 — (t+to) [27]

t =ty [27]

(3t =7 —to[27]

t =to[27]
= { ou
T —ty 27
t = (=]
\ 3 3
On trouve bien qu’en général il y a 4 solutions
; T — 1o T—1y 27 T—1y 4w
° 3 ’ 3 3 ’ 3 3
S—— — —

=t =tg =t3

Le "en général" provient du fait qu’il est possible que ¢y soit égal a ¢ ou t5 ou t3 dans certains

rares cas

—cost

5.2 On rappelle que la droite tangente Ty ;) a pour vecteur directeur < sint ) , c’est a dire qu’elle

fait un angle de m — ¢ avec 1’axe horizontal.

2
On a donc les droite Ty, Tarts) €t Tarey) qui font chacune entre elles un angle de g car a

T
chaque fois on ajoute 5 a I’angle avec I'horizontale

11



PARTIE III

1. zn(t) = 3.(cos(t) + .sin(t)) + cos(3t) — i.sin(3t) = 3.e + 3

2. 2g(t) = 6.(cost +i.sint) — 2.(cos(3t) — isin(3t)) = 6.e" — 273"
1 .

3. e f estassocié a la transformation complexe z — 5.6_”/ 4z

e Soit t € R.

AfF(FQt+7/4)) = —.e ™ 2 (t + 7/4)

.e—iﬂ'/4. (6.6i<t+7r/4) . 26—3i(t+7r/4))

it 673zt' 73m/4'€71ﬂ'/4

e

.
&

. 673it.67i7r
o €—3it'(_1)

FFIN())

)
.
&+

®

I
A A A A
[

ce qui prouve bien la propriété demandée

4. e On commence par remarquer que
Iy = {Q(t) |t € R} = {Q(t +7/4) |t € R}
e ct ainsi

fT) ={fQEt+7/4) |t eR} = {N(¥) [t e R} =T

Conclusion: ‘F est I'image de I'y par 'application f ‘

5. e Les calcules classiques donnent

1 3
cos’ t = 1 cos(3t) + 1 cost

1
sint = % sint — 3 sin(3t)

e On remarque que pour tout ¢
yn(t) = 4yu(t)

On en déduit que |I" est 'image de C par I’homothétie de centre O et de rapport 4

12



1. (a) Notons F : (z,y) — 22 +¢y* + oy — 1
(22 +y
OnaVF = (23/—1—2:)'
Ainsi

VF =0+ Ty —zr=y=0
2y+x =0

Comme le point O(O 0) n’appartient pas aI", on en déduit que ’ I' est bien une courbe réguliere ‘

1
I mais A'(—
(c) Il s’agit de montrer que si Mo(zo,y0) €
Soit M(](.To7y0).
On a donc

(b) Le point A( —) ¢ I" donc ‘ (Ox) n’est pas axe de symétrie‘

V3
T

alors M{(—xzo, — yo) € T.

x5+ Yo + woyo = 1
cad
(=20)” + (=90)* + (—20)(—y0) = 1
ce qui signifie que M{(—zg, —yo) € T
(d) e Comme la courbe est réguliére, les points de I' & tangente horizontale sont les points en
lesquels le gradient est colinéaire a j, cad qui a sa premiére composante nulle

1
< 3
20 +y =0

2 4 .2 2 2 2
¢+ Yyt + oy z? + (—22)* + x(—2) T
y=—2z y =-2z

2) (—1 2 )
V33 VBB
e Comme la courbe est réguliére, les points de I' a tangente verticale sont les points en

lesquels le gradient est colinéaire a 2, cad qui a sa seconde composante nulle

Les points de I' en lesquels la tangente est horizontale sont (

2 4 .2 =1 22+ 2+ (=29 =1 2 =
* 4y’ 4 xy (—2y)* +y* + (—2y).y Y
2+ =0 r=—2y r =—2y

Les points de I' en lesquels la tangente est verticale sont (

2 1.
N L

2. 2.1 2.1.1 e Toutes les courbes I') passent par (1,0)
car VAE R, N12 +4.024+2\.1-3X1=0

e Aucune courbe I'y ne passe par (1,1)
car VAE R, AN12+ 412 +201 -3\ =4 #0
2.2.2 Soit My(xg,yo) un point du plan.
Le nombre de courbes I'y qui passent par Mj est le nombre de réels A\ qui vérifient
I’équation
Azg +4yg + 230 — 3X = 0 <= A ((wp + 1)* — 4) = —4y5
une distinction de cas s’impose:
i) si(zo+1)* # 4.
Il existe une seule solution a I’équation
i) si (zo+1)>=4etyy#0
Il n’y a pas de solution

13



iii) si (zo+1)2 =4 et yp=0
Il y a une infinité de solutions
i) si xg # —3 et x¢ # 1: une seule courbe
ii) si (xg = —3 ouxy=1) et yp # 0: aucune courbe
iii) si (zg = —3 ou xg = 1) et yo = 0: toutes les courbes

2.2 C’est une question classique de réduction de conique.
Soit A € R.

L’équation devient par mise sous forme canonique
Mz + 1)% 4 4y = 4\

On envisage donc 2 cas

i) [si A= 0]

L’équation devient y = 0, c’est \l’axe des abscisses\
i

L’équation s’écrit

(z+1)?

2
)
_:1
TR

On distingue alors de nouveau 3 cas:

e si A = 4: c’est |le cercle de centre (—1,0) et de rayon 2

e si A >0 (et #4): c’est

Les sommets sont (1,0),(—3,0),(=1,v/A),(=1, — VA)
e si A < 0: clest ‘une hyperbole.‘

VX
2

(x+1)

Les asymptotes ont pour équations y = +

rd
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