DS 5 du 5 février 2024

e LA PRESENTATION, LA LISIBILITE, L’ORTHOGRAPHE, LA QUALITE DE LA REDACTION,
LA CLARTE ET LA PRECISION DES RAISONNEMENTS ENTRERONT POUR UNE PART IM-
PORTANTE DANS L’APPRECIATION DES COPIES. EN PARTICULIER, LES RESULTATS NON
JUSTIFIES NE SERONT PAS PRIS EN COMPTE.

e L’USAGE DE TOUT MATERIEL ELECTRONIQUE EST INTERDIT.

e VOS RESULTATS DOIVENT ETRE ENCADRES, A LA REGLE, DE PREFERENCE AVEC UNE
COULEUR DIFFERENTE DE CELLE D’ECRITURE.

o CONSIGNES:
— Composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille & encre foncée: bleue ou noire

L’usage de stylo a friction, stylo plume, stylo feutre, liquide de correction et dérouleur de
ruban correcteur est interdit

— Dans cette épreuve, les candidats sont invités a illuster, s'ils le jugent nécessaire, leurs réponses
avec un dessin.

— Le sujet est composé de 2 exercices et 2 problémes, complétement indépendants.

EXERCICE 1:

Dans cet exercice, on note O3(R) ensemble des matrices orthogonales d’ordre 3.
-2 2 b
On considére la matrice A=k. [ 2 a —2] ou (a,b,k) sont trois réels.
-1 -2 -2
1. Déterminer tous les triplets (a,b,k) pour que A € O3(R

)
2. Dans cette question on suppose que (a,b,k) = (1, — 1%).
On note f l’endomorphisme canoniquement associé a A

(a) Justifier que f est une rotation de R?

(b) Déterminer l'axe et 'angle de cette rotation

(¢) Dans la base canonique (4,5,k) de R?, on considére le plan P d’équation cartésienne x +y = 0.
i. Déterminer une équation cartésienne de P’, I'image de P par la rotation f.
ii. Indiquer 'angle entre les deux plans P et P’

PROBLEME 1

R3 est rapporté au repére orthonormé direct (OE}E)
a désigne un réel strictement positif fixé
On consideére les droites D et D’ définies respectivement par les équations
D{:I:y =0 D,{:I;+y =0
z+a =0 z—a =0
On note S la surface définie comme 1’ensemble des points de R? équidistants de D et D’
Préliminaire:
Démontrer que la distance entre le point M et la droite A (droite @nic comme passant par le point
A et de vecteur directeur ?) est donnée par la formule d(M,A) = HAZ‘L'/[{)/] l?H

Etude de la surface S
1. Vérifier qu’” une équation cartésienne de S est zy — 2az = 0

2. Montrer que l'axe (Oz) est un axe de symétrie de S.
Déterminer 3 autres symétries évidentes qui laissent globalement invariante S

3. Etudier l'intersection de S avec le plan d’équation y = h ou h € R.
Représenter les cas h=0et h =a

4. Etudier l'intersection de S avec le plan d’équation z = h ot h € R.

Représenter les cas h=0et h = —
a

ot

. Etudier la régularité de la surface S.
En un point régulier My(xo,y0,20) de S, écrire I'équation cartésienne du plan tangent Py, & S.

6. (a) Montrer que S admet pour représentation paramétrique (R f) avec

f: R? — R?
(u,w) — (u,2.a.v,u.0)

(b) Justifier que la surface S est une surface réglée.

(c) Existe-t-il deux points d’une méme génératrice en lesquels le plan tangent est identique?
Le plan tangent est-il le méme le long d’'une méme génératrice?



PROBLEME 2

Les 3 parties de ce probléme sont largement indépendantes entre elles

Partie I: étude d’un exemple
Soit n > 3 un entier.

On note E = R,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1

Pour tout (P,Q) € E?, on note < P,Q >= / P(t)Q(t)dt.

-1

On considére également ’endomorphisme f par|f: EF — FE
P(X) s 2X.P'(X)+ (X2~ 1).PO(X)

ou P® désigne la dérivée seconde de P

1. Montrer que < , > définit un produit scalaire sur E.
On considérera dorénavant Uespace euclidien (E, <, >) et on notera ||.|| la norme associée.

2. (a) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, < f(P),Q >=< P,f(Q) >

(b) En déduire que si Py et P, sont deux vecteurs propres de f associés a des valeurs propres
distinctes \; # Ag alors Py et P, sont orthogonaux

3. (a) Déterminer le projeté orthogonal de X3 sur Ry[X]
. 3
(b) Justifier que pour tout P € Ry[X] on a || X — P|| > [|X® — —X]| >0
5

4. f est-il une isométrie vectorielle?

Partie II

Soit (E, <, >) un espace euclidien de dimension n > 2, et f un endomorphisme de E.

1. On suppose qu'il existe deux endomorphismes g et h tels que V(z,y) € E2, < z,9(y) >=< x,h(y) >.
Montrer que g = h

2. Soit B une base orthonormée de E.
On note A = Matg(f), et f* l'endomorphisme défini par AT = Matgs(f*).

Montrer que ‘V(:L‘,y) € B2 < f(x)y >=<ux,f*(y) >‘

3. Montrer que ker(f*) = (Im(f))*
4. Montrer que A”.A est une matrice diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles positives.

5. En déduire qu'il existe une base orthonormée (eq,...,e,) de E , constituée de vecteurs propres de
f*o f, telle que (f(ey),...,f(en)) soit une famille orthogonale

Partie III: seule la Q2 de la partie II sera utilisée
Soit (E, <, >) un espace euclidien, et f un endomorphisme de E.
Soit n # 0 un vecteur de E. On note D = vect(n) et H = D*.
On souhaite montrer I’équivalence suivante:
H est un sev stable par f <= n est vecteur propre de f*

1. Donner dim H et dim D

2. On suppose dans cette question que H est stable par f, c’est a dire que Vz € H, f(z) € H
(a) Justifier qu'il existe un unique (A,z) € R x H tel que f*(n) = An+z
(b) En considérant < z,f*(n) > montrer que z = 0

(c) Conclure

3. On suppose dans cette question que n est un vecteur propre de f*. On note A la valeur propre associée.
(a) Montrer que pour tout z € H, on a < z,f*(n) >= 0.
(b) Conclure

4. Application:

On considére f I’endomorphisme canoniquement associé & A =

—_ = =
—_ = =

Déterminer les plans stables par f

Exercice 2

Dans le repére orthonormé (O,i,7), on considére la conique I' d’équation cartésienne

42 + 4 + 8zy — V2.(5z + 3y) = 0

Déterminer la nature de I', et la représenter.
(On précisera sommet et axe de symétrie de la conique dans le repére initial)



1.

2.

[CORRECTION DE L’EXERCICE 1]

On sait que A € O3(R) & AT A= 1.
Ce qui donne le systéme

9k? =1
k*(a*>+8) = o =1
k2(b* +8 =1
(b +8) — b =-1
22 =0 o L
—2b—-2 =0 9

2b—2a+4 =0

1 _
Conclusion: |il y a deux triplets solutions (1, — l,g) et (1,—1,—

(a) Comme la base canonique de R? est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique
sur R3, on sait déja que f est une isométrie vectorielle (car sa matrice dans une bon est une
matrice orthogonale.

Pour justifier que f est une rotation, on peut au choix
i) soit calculer det(f) = det(A) et vérifier que det(f) =1
ii) soit déterminer 'ensemble des vecteurs invariants, et vérifier qu'il s’agit d’une droite
vectorielle
iii) soit vérifier que la famille des vecteurs colonnes de A est une famille orthonormée directe,
cad vérifier que C3 = Cy A Cy (car on sait déja que c’est une famille orthonormée)
Ici, je suggére la deuxiéme méthode car on nous demande dans la suite I'axe.
1
On trouve que l'ensemble des vecteurs invariants est vect(| 2 |) = vect(i + 25 — k).

-1
Comume il s’agit d'une droite, | f est une rotation

(b) e l'axe de la rotation est D = vect(i + 2j — k)
e Notons 6 I'angle de la rotation.
Onal+2cosf =tr(f)=tr(A) =—1, cad cosf = —1.
Ainsi 0 = £
On se rend compte ici avec joie que nous avons complétement déterminé angle et qu'il
n'y a pas a développer I'étape suivante de la méthode! (En effet, la rotation d’angle —m,
c’est aussi la rotation d’angle !)

Conclusion: ‘f est la rotation d’axe D = vect(i + 2j — k) et d’angle 7r‘

(¢) 1) Le plus simple est de caractériser les plans par leur vecteur normal.
‘P a pour vecteur normal n =i+ j
P" = f(P) est le plan qui aura pour vecteur normal f(n).

1 0
Comme A|1| =1 ], onaf(n)=j—*F
0 -1

"P’ est le plan d’équation y — z = 0‘

(d) L’angle(non orienté) entre les 2 plans est ’angle entre les 2 vecteurs normaux.
Notons « cet angle.

L 7['
Ainsi |a = =
3

<n,f(n)> 1

Il fm)l ~ 2

cos =

[CORRECTION DE L’EXERCICE 2]

Exercice classique de réduction d’une conique avec un terme en xy.
(Rédaction succincte ici)
4 4
oA:(4 4) xa=X2-8X=X(X-38) sp(A) = {0,8}
e Comme det(A) = 0 la conique est du genre parabole, cad que si la conique n’est pas dégénérée
alors c’est une parabole.

-,

- - - 1 - -1, -
e On trouve par exemple Fg = vect I et Ey = vect J avec I = —2(2 +j)et J= ﬁ(fz +7)

RAPPEL: on N’oublie PAS de PRENDRE DES VECTEURS UNITAIRES
e Notons (X,Y) les coordonnées dans (O,1,.J).

x X 1 /1 -1
Ona(y):P(Y> avocP:E<1 1)

On trouve
8X2 +0Y?2-8X +2Y =0 cad Y = —4X? +4X

Y étant une fonction du second degré de X, on en déduit que ‘ I" est une parabole‘

e Pour connaitre les éléments, on procéde par mise sous forme canonique
1 1

Y = —4X? 44X = —4(X* - X) = —4 {(ng)tﬂ :—4(Xf§)2+1

e Dans (O,1,J),
1
— le sommet de la parabole est S (5,1)

1
— l'axe de symétrie de la parabole est a pour équation X = 3

e Dans (0,i,)),
V2

— S a pour coordonnées P. (1{2> =

— l'axe de symétrie a pour équation z 4+ y =

V2
2




[CORRECTION DU PROBLEME 1]

préliminaire: voir la démonstration dans le RDM !

1.

1
e La droite D passe par le point A = (0,0, — a) et de vecteur directeur 7 =11
0
1
e La droite D’ passe par le point A’ = (0,0,a) et de vecteur directeur 7 =1-1
0
o Soit M = (z,y,z)
T 1 —z—a
—_— 2 2 T — 2
~ OnaAMAd = y |Al1l] =] z+a | etdoncd(M,D)*= (z+a) ;_(1 )
z+a 0 T—y
T 1 z—a
—_ 2 _ 2 2
OnaA'MAd = y |Al-1) = z—a |etdoncd(M.D')? = (z=9) ;_ (+y)
Z—a 0 —z—y

— On en déduit I'équivalence

M(zy,2) € S ==2(z—a)’+ (z+y)?* =2(z +a)* + (v — y)? = 2y = 220

I’équation cartésienne de S est bien zy — 2az = 0‘

Conclusion:

Soit M (z,y,z) € S. (on a donc zy — 2az = 0)
Notons M'(z,y',2') = s5(0:)(M) = (=, — y,2)
On a
'y — 202 = (—x)(~y) — 202 = vy — 2a2 =0
et donc M’ € S
On a montré que (Oz) est un axe de symétrie de S, cad que S est globalement
invariante par la symétrie d’axe (Oz)
On montre de méme que (Ox) et (Oy) sont des axes de symétries de S.

Rappels 50m)(@,9,2) = (2, — 4, — 2) et si0p)(@:9,2) = (—0,9, — 2)

On montre aussi que le plan P d’équation z — y = 0 est un plan de symétrie.
Soit M(z,y,z) € S. (on a donc zy — 2az = 0)
Notons M'(z'y,2") = sp(M) = (y,z,2)
On a
2y — 202 =yxr — 20z = vy — 2a2 =0

et donc M’ € S
On a montré que P est un plan de symétrie de 5, cad que S est globalement
invariante par la symétrie par rapport au plan P

3. L’intersection de S avec le plan d’équation y = h est caractérisé par le systéme

ry—2az =0 hr —2az =0
<
y =h Yy =h

On reconnait 'intersection de deux plans non paralléles, l'intersection est une droite.

e cas h =0.

z =0
Le systéme donne { 0 On reconnait 'axe (0x)
y =

Plan y =0

e cas h =a.

Le systéme donne

Plan Y = @




4. L’intersection de S avec le plan d’équation z = h est caractérisé par le systéme 5. Soit My(xo,y0,20) un point de S

xy —2az =0 ry =2ah e Notons F: R® — R
z =h z =h (z,y,2) — zy—2az
Yo .
e cas h =0. OnaVy,F=| 20 | #0cara #0
Le systéme s’écrit —2a
xy =0 x =0 y =0 Ainsi My est un point régulier de S.
= ou - -
s =0 P s =0 Conclusion: la surface S est reguhere‘

On reconnait la réunion de deux droites: I'axe (Oz) et I'axe (Oy) e Le plan tangent Py, est le plan qui passe par le point My et de vecteur normal Vy, F, il a

donc pour équation cartésienne
y
Plan z = 0
Yo T — o
zo |- | y—v | = v+ x0.y —2a.2 — 220yo + 2029 =0
—2a Z— 2
! L Comme M, € S on a zgyy = 2azy, et donc
° " on trouve comme équation simplifiée ‘ Pty : Yox + 2oy — 2az — 2azy =0
6. (a) e On va procéder par double inclusion.
Notons S’ le support de la nappe (R2, f)
1 i) Montrons que S’ C S
o cas h = —. Soit M = (z,y,z) € 5’
a
Le systéme s’écrit T =u
2y 9 y = 2 1l existe donc (u,0) € R? tel que { y = 2av
- 1= T z =uw
T = On a alors zy — 2az = u.(2av) — 2a(uv) = 0,
a
1l s’agit donc d’une hyperbole ce qui prouve que M € 5
y Plah 2 = 1 ii) Montrons que S C 5’
an = =14 Soit M = (z,y,z) € S
On sait que l'on a zy = 2az c¢’est & dire z = Q—y
a
Posons u =z et v = 4
2a
T =u
1
~ On a alors ¥y = 2av
- P
z =—2=w
2a
(o] 1 2 x ce qui prouve que M = (z,y,z) € 5’
e Remarque: ici il était tout a fait possible de raisonner par équivalence comme suit:
z r =u u Ty
y| €S+ I(uw) eR? {y =2aw <= I(uw) €RZ, (V = 5 > 20z=uy
z z = uv z = ii
Y 2a



(b)

On remarque que 'on peut écrire

U 0
Y(uw) € R? fluw)= [0 ]| +v | 2a
0 U
U
A w fixé, on reconnait la paramétrisation de la droite passant par le point | 0 | et de vecteur
0
0
directeur | 2a
U

S est donc bien une surface réglée, car ses lignes coordonnées a u fixé sont des
droites

Comme par théoréme, on sait que le plan tangent en point M (up,v9) d’'une surface réglée
contient la génératrice qui passe par ce point, le plan tangent est le méme le long d’une géné-
ratrice ssi la direction de son vecteur normal est constante, c’est a dire ici, si la direction du

17) 9]
vecteur 8—f(uo,’z)0) A a—f(uo,vo) est indépendant de vy.
u v

Le calcul donne

1 0 —2av,
0 0 0
—f(uo,vo) A —f(uo,vo) =10 | A2 =] —u
du v

Vo Ug 2a

On peut constater que cette direction n’est jamais la méme pour deux valeurs distinctes de vy
En effet, soit v; # vy, on a

—2avg —2av; 0 .
—ug | A —ug | =(wo—v1).| 4a® | #0
2a 2a T 2aug
#0

Conclusion: en deux points d’une méme génératrice les plans tangents sont tou-
jours distincts: a fortiori, le plan tangent n’est pas le méme le long d’une méme
génératrice!

remarque: on pouvait aussi déterminer I’équation du plan tangent. . . mais il ne suffisait pas de
dire que son équation dépendait de v pour en déduire ce qui était demandé!
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[CORRECTION DU PROBLEME 2]

Partie I

1.

(ultra-classique)

e linéarité a gauche, symétrie et donc bilinéarité (je ne vous fais pas I'injure d’écrire la correction)
e positivité
Soit P € E.
La fonction ¢ — P2(t) est continue et positive sur [—1, + 1], on en déduit par positivité de
1
l’intégrale que < P,P >= / P2(t)dt > 0
-1
o défini
Soit P € E tel que < P,P >=0.
La fonction ¢ + P?(t) est continue, positive et d’intégrale nulle sur [—1, 4+ 1], on en déduit
par le théoréme de la nullité de I’intégrale que

vt e [-1,+1],PXt) =0

cad
Vie|-1,+1],P(t)=0

insi le polynome osséde une infinité de racines, ce qui permet d’affirmer que P =
A le poly Pp 1 finité d ,ce quip t d’affi que P =Og

e Conclusion: ‘on a bien montré que < , > est un produit scalaire sur £

(a) Soit (P,Q) € E%

On pouvait remarquer que f(P) = ((X2?—1).P") ou bien faire des ipp un peu plus longues. . ..
En posant u(t) = (t — 1).P'(t) et v(t) = Q(t), on obtient

el

< f(P),Q >:/ o' (t).o(t)dt = [u(t).o()]", f/ u(t).v' (t)dt

-1

Il
—
—
~
S}
I
—
—
T
—~
~
—
ie)
—~
N
=
-
—
|
—
~
o
|
—
—
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—~
—
<
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~
~
I
S
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I
—
+
AN
—
~
o
I
—_
—
il
—~
-
—
<
—~
=
U
=

(On remarque que cette derniére intégrale est symétrique en P et Q)
La relation montrée ci-dessus permet d’écrire que
+1
<f@Qup>=- [ (#-nQorow

-1

et comme ces 2 intégrales sont égales, on a montré que < f(P),Q >=< f(Q),P >, ce qui par
symétrie du produit scalaire donne bien < f(P),Q >=< P,f(Q) >

12



(b) Soient P; et P, deux vecteurs propres de f associés a A\; # A,.
On a donc f(P;) = \;. P avec P; # 0.
D’aprés la question précédente, on a

< f(P1)7P2 >=< th(Pg) > cad < )\1P17P2 >=< P17)\2P2 >=0
Par bilinéairité du produit scalaire on obtient

)\1<P]7P2>:)\2<P1,P2> Céd()\]*)\z).<P],P2>:0

Comme A; — Ay # 0, on en déduit bien que < P;,P, >=0
3. (a) On pouvait déterminer une base orthogonale de F' = Ry[X] (on trouvait (1,X,X2 — 1/3) puis
appliquer la formule du projeté orthogonal.

< X31> < X3 X > <X3.X?2-1/3>

X3) = 1 X -1
Pr) = = R Y T K YY)
2/5 3
= X+0=2X
0+2/3 +0

(b) 'y a deux megahtes a prouver

e Comme X3—7X7£Oona HX3—7X|| >0

3
e On sait par théoréme que la distance entre X® et F' est obtenue pour pp(X3) = —X et
uniquement pour ce vecteur.
On a donc pour tout P € F,d(X3 P) > d(X3pr(X?)) = d(X3,F)
. 3
Ad VP € F[|X° ~ Pl > |[X* = pr(X7)| = ||X? = 3]
4. L’application f n’est pas bijective( en effet son noyau n’est pas réduit au vecteur nul car f(1) = 0).
Comme une isométrie vectorielle est nécessairement bijective(cours), on en déduit que f N’est PAS
une isométrie vectorielle

Partie I1

1. Soient g et h deux endomorphismes tels que V(z,y) € E?, < z,9(y) >=< z,h(y) >
Soient y € Fetz e £
On a donc
<zg(y) >—<zh(y) >=0

et par linéarité a droite du produit scalaire

<zg(y) —hly) >=0 (¥

Comme ceci est vrai pour tout z € E, c’est en particulier vrai pour z = g(y) — h(y), ce qui donne

< g(y) — hy).9(y) — My) >

Le caractére défini du prodult scalalrc donne g(y) — h(y) = 0.

On a montré que Yy € E, g(y) , cad -

rem: A partir de (x) on peut aussi conclme différemment.

On a montré que pour tout v € E, < x,g9(y) — h(y) >= 0, cad que g(y) — h(y) est un vecteur
orthogonal a tout vecteur de E. Or on sait que SEUL le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur
de E: d’ou g(y) — h(y) =0
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2. On utilise 'expression matricielle du produit scalaire maintes fois utilisée en classe!
Soient (z,y) € E?
Notons X = Matg(z) et Y = Matg(y).
On a alors AX = Matg(f(z)) et ATY = Matg(f*(y))
Comme B est une bon, on a donc en identifiant R et M;(R)
o <zy>=XTY
o < flz)y >= (AX)T.Y = XTATY
o <ua,f*(y) >= XT(ATY) = XTATY
On a donc bien ‘ pour tout (z,y) € E?, < f(x)y >=< 2,f*(y) >‘
3. Je propose deux solutions

i) Sans passer par un argument de dimension, en procédant par équivalence.
Nous allons montrer ce qui est demandé en commengant par caractériser le vecteur nul comme
le SEULI vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E. Ce qui permet d’écrire les équivalences
suivantes

y € ker(f*) <= f*(y) =0
<~ VereFE, <zf'(y) >=0
= VrekFE < f(x)y>=0
= Vzelm(f), <zy>=0
=y e (Im(f))*

On a ainsi montré que ‘ker(f*) = (Im(f))* ‘

ii) Avec une inclusion, et un argument de dimension
e Soit x € Im(f) et y € ker(f*).
On a donc f*(y) =0et 3t € E,z = f(¢).
On a alors
<zy>=< f(t),y >=<t,f"(y) >=<t,0>=0

On a prouvé que Im(f) et ker(f*) sont orthogonaux, cad que ‘ker(f*) C (Im(f))L‘

e Le théoréme du rang appliqué a f* donne
dim(ker(f*)) = n —1g(f*) = n — rg(A”)

On sait aussi que
dim(Im(f)*) = n — dim(Im(f)) = n — rg(A)

Comme rg(A”) = rg(A), on a bien ‘dim(ker(f*)) = dim(Im(f)") ‘
e On en déduit que ‘ ker(f*) = (Im(f))L‘

4. o Ona (ATA)T = AT(AT)T =t AA. La matrice ATA est ainsi une matrice symétrique a
coefficients réels, on sait d’aprés le théoréme spectral que A”A est diagonalisable
(a l’aide d’une matrice de passage orthogonale) et que les valeurs propres sont
toutes réelles.

e Soit A une valeur propre de AT A et X un vecteur propre associé.

On a donc ATAX = )X,
En multipliant & gauche par X7 cela donne X7 (ATAX) = AXT.X = )| X]]?,
Or XT(ATAX) = XTATAX = (AX)T(AX) = ||[AX||?

AX|?
Comme X # 0, on a donc || X|| # 0 dou A = [1AX]]

> 0 (démo déja faite en classe!)
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5. e Ona Matg(f* o f) = ATA. Comme AT A est diagonalisable, on peut affirmer que f* o f est
diagonalisable.
Comme de plus ATA est diagonalisable & 'aide d’une matrice de passage orthogonale, on
peut affirmer que ‘ f* o f est diagonalisable dans une bon ‘, c’est a dire qu’il existe une base
orthonormée (ey, ... ,e,) de E formée de vecteurs propres de f* o f
e Soit i # j et notons A; la valeur propre associée a e;.
On a
< f(ci),f(cj) >=< ei,f*(f(ej)) >=< 61’7(]"* o f)(ej) >=< ci,)\jej >= )‘j < e,e5 >= 0
ce qui prouve bien que ‘ (f(e1),...,f(en)) est une famille orthogonale.
Partie ITI

1. dimD =1etdimH =dim D+ =dimF —dimD = dimFE — 1

2.

(a) Comme E est un espace euclidien, on sait que D & H = E.

(c’est a dire que tout vecteur de E peut s’écrire de maniére unique comme la somme d’un
vecteur de D et d’un vecteur de E) Comme f*(n) € E, on peut donc affirmer qu’il existe un
unique (d,z) € D x H tel que f*(n) =d+ 2.
Comme (n) est une base de D, il existe un unique A € R tel que d = A.n
Au final, on a montré ‘ A(Az) e Rx H, f*(n) =An+ z‘
rem: on pourrait méme préciser que z est le projeté orthogonal de f*(n) sur H, et que A\.n est
< f*(n),n > <n,f(n) >

lInf[> [Inl]?

le projeté orthogonal de f*(n) sur D. Ainsi Aon =

(b) On a

e d’une part, comme z et n sont orthogonaux, on a

<z ff(n) >=<An+tzz>=A<zn >+ <zz>=0+|]2] = |]2]
=0

car n et z sont orthogonaux
e d’autre part, < z,f*(n) >=< f(z),n > par définition de f*
Comme z € H et que H est stable par f, on a f(z) € H.
Ainsi f(2) € H= Dt et n € D sont orthogonaux, c’est a dire < f(z),n >= 0.
On a donc aussi < z,f*(n) >=0

On a justifié que ||z||> = 0 c’est a dire que z =0

(¢) Comme z =0 on a donc montré que f*(n) = An.

Comme 7 # 0 on peut bien affirmer que n est vecteur propre de f*

(a) On a f*(n) = An

Soit z € H.
On a

<zf'(n) >=<zAn>=A<zn>=0 car z€ Hetne D
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(b) Soit z € H.
Comme < z,f*(n) >= 0, on en déduit que < f(z),n >= 0 cad que f(z) € D* = H

On vient de montrer que Si z € H alors fz) € H, cad que H est stable par f
On a montré que si n est vecteur propre de f* alors H est stable par f.

On a ainsi montré au final ’équivalence

‘H est un sev stable par f <= n est vecteur propre de f*

4. On a € L(R3).
Ainsi chercher les plans stables par f revient a chercher les hyperplans de R? stables par f
Au niveau des calculs cela donne:
o xar(X) =X(X -1)(X -2)
sp(f*) = sp(AT) ={0,1,2}
e La recherche des sep de A” donne

1

Eo(AT) = vect(| -1
0

0 -1
Ey(AT) = vect([ 1 Ey(AT) = vect([ 1
1 1

Il y a donc 3 plans stables par f, & savoir

1
Hy = vect(| =1 |)* = {(2,9,2) € R}z —y = 0}
0
0
Hy = veet(| 1 ])* = {(2,9,2) € R¥|y + 2 =0}

1

-1

Hy=vect(| 1 Dt ={(zy,2) eR} —z+y+2=0}
1
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