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premiéres propriétés des matrices

ALG 1 (pivot) 123 a
Soit la matrice A= (2 3 4] et B=|b|.On s'intéresse au systéme linéaire AX = B
345 c
1. Montrer que la matrice A n’est pas inversible. Qu’en déduit-t-on sur ’ensemble des solutions du

systéme?
2. Montrer que systéme posséde des solutions si et seulement si les coefficients de B sont en progression
arithmétique.

3
3. Résoudre AX = | 5
7

ALG 2 (puissance de matrice) 10 0
On donne la matrice 3 X 3 a coefficients réels A= [ 6 —5 6
3 -3 4
1 0 0
1. Prouver que pour tout entier naturel n il existe un réel a, tel que A" = | 2a,, 1—2a, 2a,
an —-a, l+a,

et justifier la relation de récurrence a,+1 = 3 — 2a,,.
2. Quelle est la nature de la suite (a,)? Déterminer a,, par la méthode au programme et en déduire
Pexpression de A™.

. 1t ¢

ALG 3 (inverse) 2
Pour tout ¢ réel, on pose U; = 0 L 26 3t
PORPOSET =g 0 1 3t

00 0 1

1. Soit (s,t) € R?, calculer U, x U,.
2. En déduire que pour tout t réel, U, est inversible et exprimer (U;)~!

3. Soit D =

Calculer D? et D3, puis exprimer U, comme combinaison linéaire de D,D? D3 et I.

ALG4 /2 1 3
Soit A=(0 2 2
00 2
Calculer la puissance n—iéme de A

ALG 5
Soit A € M,(R) telle que A* — 442+ 2A — 31, = O.
A est-elle inversible? si oui, donner son inverse

ALG 6
Soit A € M,(R) telle que A — A=0et A*#£ 1,
A est-elle inversible?



ALG 7 011 111
Soient les matrices A= |1 0 1]JetJ=]1 11
110 111

1. Déterminer 2 réels a et 3 tels que A = a.l3 + 5.J.

2. Calculer J" pour tout n € N
3. En déduire A™ pour tout n € N

Tptl = Ynt+ 2n
4. Soient (x,), (yn) et (z,) trois suites réelles telles que (zo,y0,20) = (1,1,0) et V. = 0, { Ypr1 = Tn + 25

Znyl = Tp + Yn
Calculer z,,y, et z, en fonction de n

ALG 8 (matrice inversible)

Soient A et B deux éléments de M,,(K) tels que AB = A+ B.
1. Montrer que A — I, est inversible et déterminer (A — I,,)~L.
2. A-t-on AB = BA?

ALG 9 (inconnue matricielle, inconnue scalaire)

Soit A et B # 0 deux matrices données de M,,(K).

On consideére I'équation (E) : M + tr(M).B = A ou M est une matrice inconnue de M,,(K).
Résoudre cette équation!

ALG 10 (formule du produit matriciel)
Soit M = (my,) la matrice complexe d’ordre n définie par my,, = a® D@V ot @ = exp(iZX)
Déterminer M?

ALG 11 (matrice inversible et rang) 0 -1 -1
Soient A € M35(R) et B € My3(R) telles que AB= | -1 0 -1

1 1 2
Calculer (AB)? puis montrer que BA = I,

ALG 12 (i verf'bilité a ciite)
Soient A = 4 et B= -1
31 -3 4
1. Calculer A.B

2. Peut-on alors affirmer que A est inversible et que A™' = B?

ALG 13
Soit A une matrice carrée pour laquelle In € N* tel que A" = I,
A-t-on pour tout k € [0,n], A* inversible? et si oui, que vaut (A¥)~!

ALG 14 (calc bd? la puissance n-iéme d’une matrice)
1. Soit A = ]<1 0). Calculer A%, puis en déduire A™ pour n € N

010
2. Soit A= [0 0 1]. Calculer A? et A3, puis en déduire A" pour n € N
100

ALG 15

On se place dans E = R;3[X].

On considére les bases B = (X?, X2 X,1) et B = (X + 1)*,(X + 1)2,X + 1,1).
Ecrire PB*}B/ et PB/HB

1. On note P(X) = X2 — X — 2. Calculer P(A)
2. Déterminer les racines du polynéme P
3. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par P(X) pour n € N fixé.
2m — (=1)" 2"+ 2(—1)"
4 A
3 * 3
. Pourriez-vous proposer une autre méthode de calcul de A™?

. En déduire que A™ = I3 pour n € N

ot

ALG 17 (propriétés conservées par la multiplication avec une matrice inversible)
On consideére les matrices:

21 1 1 23 1 2 -1
A=[8 1 5] , B=[-120)etc=[2 -1 -1
4 3 -3 111 -5 0 3

1. Déterminer le rang et le déterminant des matrices A, B et C.
2. Sans calcul: existe-t-il une matrice carrée X telle XB = A?

3. Sans calcul: existe-t-il une matrice carrée Y telle que YA = B?
4. Existe-t-il une matrice carrée Z telle que ZC = A?

ALG 18 (matrice nilpotente)
Soit A € M,,(K) telle que Ik € N*, A* = 0 (une telle matrice A est dite nilpotente.)
Plus précisément, si A est une matrice nilpotente non nulle, on appelle indice de nilpotence de A le plus
petit entier p € N tel que A? = 0.
1. Donner une matrice A € M3(R) nilpotente d’indice 3.
D’une maniére générale, donner une matrice A € M,,(R) nilpotente d’indice n.
2. Montrer que si A et B sont deux matrices de M,,(K) nilpotentes alors en général A + B n’est pas
nilpotente
3. Montrer que si A et B sont deux matrices de M,,(K) nilpotentes et qui commutent alors A+ B et
AB sont également nilpotentes
4. Montrer qu'une matrice nilpotente n’est jamais inversible.
5. Montrer que si A est nilpotente alors I, — A est inversible.(on pourra considérer ker(I,, — A)
1 -1 1
6. On va déterminer 'inverse de I,, — A dans un cas particulier. On pose A= 1 0 1
-1 1 -1
(a) Calculer A2 et A3, ainsi que I3 + A + A?
(b) Déterminer, par la méthode de votre choix, (I3 — A)~!
(¢) Que constate-t-on?
7. On retourne au cas général. A partir de 'exemple ci-dessus, quelle formule de (I, — A)~! peut-on
conjecturer? Le vérifier!

ALG 19 (calcul de la puissance n-iéme d’une matrice)

31 =2 1 01
Soit A=|0 2 0 |etonnoteP=|1 2 0
11 0 1 11

1. Montrer que P est inversible et donner son inverse.
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2. Caleuler successivement P~1.A.P, (P71 A.P)" et A" pour n € N ALG 26
Soit £ un R-ev de dimension finie n. On considére une base B de E et v € L(E) de rang un

ALG 20 (puissance de matricejl 1 1 1. Montrer qu’il existe deux matrices unicolonnes X et Y telles que Matgu = X.Y'7
On considére la matrice A=11 00 2. En déduire que u? = tr(u).u
100
1. Calculer A2 et A%, puis vérifier que A3 = A2 + 24 ‘Familles de vecteurs, combinaisons linéaires ‘

2. Montrer que la famille (4,A?) est une famille libre de M3(R)

3. Montrer que pour tout entier n > 1, il existe un unique couple (an,b,) de nombres réels tel que
A" = a, A + b, A% et exprimer a,; et b, en fonction de a, et b,

ALG 27
Soient @ = (1,1,0,0),7 = (—2,1,3,2) et @ = (1,0, — 1,1).
Le vecteur £ = (—1,2,2,0) est-il combinaison lin¢aire des vecteurs (#,7,)?

4. (a) Montrer que pour tout entier n > 1 on a a, 19 = apy1 + 2a,
(b) En déduire a, et b, en fonction de n, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 ALG 28
(¢) Donner l'expression de A™ en fonction de A, A2 et n pour tout entier n > 1 Soit £ = R3. Déterminer I'ensemble des m € R telles que u = (m,1,m) appartient & vect(v,w) avec
v=(11,1) et w=(1,m, — 1)
ALG 21 50 3 101
Soient les matrices A= [0 2 0l etB=|0 0 0 ALG 29 (dans un espace de polynomes)
305 10 1 Soit a € R et n € N.
1. (a) Calculer B" en fonction de B pour n € N* On consideére la famille F = (1,X — a,(X —a)?,... (X —a)").
(b) Exprimer A en fonction de B et de I3. En déduire A" en fonction de n € N Montrer que vect(F) = Rn[X]
2. (a) Exprimer A% en fonction de A et 3. En déduire que A est inversible et donner A~ ALG 30 (dans un espace de fonctions)
(b) Montrer que pour tout n € N il existe 2 réels a,, et b, tels que A" = a,. A+ b,.I3 Pour tout n € N on note f,, : © € R = cos(nz).
(c¢) Déterminer ay,b, puis A" en fonction de n € N Soit g : & € R~ cos’ .
Montrer que g € vect(fo,f2,f1)
‘Application trace ‘ . L .
ALG 31 (Familles génératrices)
ALG 22 Indiquer si les familles suivantes sont génératrices de 'e.v. E
Soit f € L{M,(K))K telle que V(A,B) € M, (K), f(AB) = f(BA). 1. E=R3et F ={(1,2,3),(1,0,1)}
On note E I'ensemble de ces applications f. 2. E=Ry[X] et F={X?+ X, X2+ 3X — 1}
On souhaite déterminer E. 3. E=R[X] et F ={1,X}
1. Montrer que E est un espace vectoriel B (1 0 0 1 1 92
2. (a) A quoi est égal E;;.E? (produit de deux matrices élémentaires) 4 E=M(R)et 7 = {(0 —2) ’ <—1 1) ’ (—3 1)}

ot

(b) En déduire que si f appartient a F alors il existe A € K, f = A. tr . E=R3[X] et F={1,X,X2 X3}

3. Conclure 6. E=R3[X] et F={X3-2X X?-2X, -2X,1}
ALG 23 , 1 1 1
Déterminer la matrice de 'endomorphisme f : Ro[X] — Ry[X] dans la base (1,X,X?). TE=Ret F={|0], (1], {-1[}
P — (X+1).P 1 0 0
En déduire tr(f) 8. E=F(RR) et F = {sin,cos,exp}
ALG 24 1 9 ALG 32 (Familles libres, rang)
On considére 'endomorphisme f: My(R) — My(R) avec A = (O 1) Indiquer si les famille suivantes sont des familles libres de I'e.v. E
M — AM 0 1 0 1
1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de My (R) 1 9 0 1
edui : 1. E=R*et F={ 3
2. En déduire la trace de f 2113 ol | 2
ALG 25 0/ N0/ AU/ A8
Soit B = M, (K). 2. E=Ry[X] et F = {X?—2X2X? —4X}
Donner un supplémentaire de ker(tr) dans F 3. E=R3[X] et F={X?-2X,X -2}

4. E=Ry[X] et F={X3 X?—-4X,2}
5. E=Ry[X] et F={X?+2X,X?+ X, X% -1}



6. E=R3et F={
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ALG 33

On note £ =R* et uy = et us = avec a € R

O ==
|
—_
|
w

|
S o
— W N =

-1 0 1
1. Déterminer une base et la dimension de Fy = vect(uy,uz)

S|

2. A-t-on uz € F1 7 Donner le rang de la famille (@, us,is)

3. Déterminer a tel que uy € Fi.
A partir de maintenant a prendra cette valeur.

4. Justifier que Fy = vect(ug,uy) = Fy

ALG 34 (Familles libres)
1. Soit E = C°([0,1],R) et n > 1 un entier
Pour tout entier k on note f; : [0,1]] — R .
t tF
Montrer que la famille (f;)o<k<n est libre

2. Soit E = C°([0,7/2],R) et n > 1 un entier
Pour tout entier k on note f; : [0,7/2] — R

t — costt
Montrer que la famille ( fi)o<k<n est libre

3. Montrer que la famille (P})o<j<, 00 Pj = 1:[ (X — 1) est une famille libre de R[X].
pe
ALG 35

Montrer que 'ensemble de suites qui vérifient la relation Vn € N w0 — tpy1 + 2.u, = 0 est un ev de
dimension 2

ALG 36

On consideére E = F([-1,1],R).

Montrer que la famille (arccos, arcsin, 1) est une famille liée.
rem: ci-dessus le '1” désigne la fonction constante égale & un

ALG 37
On considére les trois suites complexes définies par:

VneNu, =1, v,=74" w,=7j ou j = exp(2ir/3)

1. Montrer que la famille ((ty)nen,(Vn)nen;(Wn)nen)) est une famille libre de CN.
On note F le sous espace vectoriel engendré par ces trois suites.

2. Montrer que la suite (ay,)nen définie par Vn € N, a,, = cos(2n7/3) est une suite appartenant a F'

ALG 38
Déterminer le rang de la famille F = {f1,fo,f3,f1,f5} ol

fi:x— cosx fo x> cos’x f3 1 @ cos(2x) fi: x> sin’a fsix—1
ALG 39
Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n, et f un endomorphisme de E tel que f? = —id.

1. soit @ # 0. Montrer que (@,f (@)) est une famille libre. Que dire dans le cas n = 27

2. on suppose n > 2. Soit (@,f(@),b) une famille libre , montrer que (,f(@).b,f(b)) est une famille
libre.

3. dans le cas n = 4, en déduire une matrice associée a f.

4. que dire dans le cas n = 57

ALG 40 (Famille libre)
On considére une matrice N € M,,(R) nilpotente d’indice p. (cad que NP =0 et NP~ =£0)
Montrer que (I,,,N,N2, ... ,NP~1) est une famille libre

ALG 41
Soit n = 1. On note F = R, [X]
Pour tout i € N, on note f;: £ — R

P — P(3)
1. Montrer que f; est une application linéaire
2. Montrer que (fo, f1, .-, fa, fur1) est une famille liée.
3. Montrer que (fo, f1, - -, fn) est une famille libre

4. Justifier que Vg € £(F K),3! (ap,...,a,) € R* g = i ;. f;
i=0
ALG 42 (interpolation et polynémes de Lagrange)
1. Soit z1, 29 et z3 trois réels distincts. Donner g polynéme de degré 2 vérifiant g(z;) = g(z2 = 0 et
g(wz) =1
2. Soient xy,xg, ..., Ty, n réels distincts, et (fi1,f2,...,f,) une famille de n polynéomes de degré n — 1
vérifiant fi(x;) = 1 et f;(z;) = 0 pour j #1
(a) Expliciter les f; et reconnaitre f; + -+ f,
(b) Montrer que (fi, f2,..., fs) est une base de R,,_;[X]

(¢) Soit (y1,92,-.-,Yn) € R% Montrer quil existe un unique polynéme f de degré strictement
inférieur a n tel que

fle) =y fl)=p ... flz)=un

On écrira f comme combinaison linéaire des f;

‘Sous-espaces vectoriels ‘

ALG 43
Soit @ € K[X] un polynéme non nul fixé.
On note Fy = {Q.P| P € K,[X]}.

Montrer que Fy est un sev de dimension finie de K[X] et donner sa dimension

ALG 44
On note F = {M € My(R) | MT = M + tr(M).L,}.
Montrer que F' est un sev de Ms(R), et en donner une base
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ALG 45

Soient A = {(z,y,2,t) € R*z + 2y —t = 0} et B = {(z,y,2,t) € R¥z —t = 0}.

On considére C'= AN B.

. Justifier de deux maniéres différentes que A est un sev de R%, et en donner une base.
. Donner la dimension de B (on admet que c¢’est un sev)

A et B sont-ils supplémentaires dans R*?

. Donner une base de C. A-t-on A+ B = R*?

. On note D = vect((1,1,1,0),(0,1,0,1)). Définir D a l'aide d’un systéme d’équations.

G W N =

ALG 46

Soit @ € K[X] un polynéme non nul fixé.
On note Fy = {Q.P| P € K[X]}.
Montrer que Fy est un sev de K[X]

ALG 47
On note F' = {P € R[X],2.P(X +1) = X.P'}
1. Montrer que si P est un polynéme NON nul de F alors deg(F) = 2
2. Montrer que F' est un sev de dimension finie de R[X] et en donner une base

ALG 48
1. Montrer que F' = {aX?+ (a+b)X +2b|(a,b) € R?} est un espace vectoriel et en donner une base.

2. Montrer que F = {(a1,...,a,) € R"| Y i.a; = 0} est un espace vectoriel
i=1

r—y=0

r+z+t=0

4. Montrer que F' = {P € R[X]| P(1) = 0} est un sev de R[X]

3. Montrer que F = {(z,y,2,t) € R*| { } est un espace vectoriel

1
5. Montrer que F = {f € F(RR) | f(1) = / f(t).dt} est un espace vectoriel
0

6. Montrer que I'ensemble des fonctions de classe C? sur R vérifiant I'égalité y” + y = y(0) est un
espace vectoriel

3 -1
71
Montrer que F est un sev de Ms(R), en donner une base et sa dimension

ALG 49
Soit A = (

et F' Pensemble des matrices de M3y(R) qui commutent avec A.

ALG 50
On se place dans 'espace vectoriel £ = F(R,R

N9

Ee

Pour tout couple de réels (A,u) on note | fi, : et|gu: R — R

b4t t — At+p

’}

~ @

—
[

Al >

On note F' = {fr,.| (\p) € R*} et G = {gs, |
1. Montrer que F' n’est pas un sev de F

—

A ) €

2. (a) Montrer que G est un sev de £
(b) On considére e; = g1 et e2 = go1
i. Justifier que (eq,es) est une base de G
ii. Donner dim G
iii. Montrer que G est la stable o

ALG 51
Soit A une matrice de M,,(K).
On note C4 = {M € M,(K)|AM = MA} (on Uappelle le commutant de A (HP))

1. Montrer que C4 est un espace vectoriel, stable par le produit interne.
C 4 peut-il étre réduit au vecteur nul?
2. Que vaut Cy,?
3. Que peut-on dire de C4 lorsque A est une matrice diagonale de M,,(K)?
4. Etude d’un cas particulier.

A0 0
Soit (A,u) €R%. Onnote A= [0 u 0
001

Déterminer le commutant de A

ALG 52
Montrer que les ensembles suivants sont des sev et donner leur dimension

a b a a+b 0
F:{( )\(mb)eRz} G={[b a+b c| |(abc)c R}
—b a
0 a—b ¢
ALG 53
Soit F un ev de dimension finie.

On considére H un hyperplan de F et F' un sev de E de dimension p.
Montrer que F'N H est un sev de dimension p — 1 ou p

Somme de sev

ALG 54

On note E l'ensemble des matrices 2 x 2 symétriques a coefficients réels, et F' 'ensemble des matrices
diagonales.

On considére également G = vect( (} }) ).

Montrer que E=F @& G

ALG 55
Soit £ =R? et m € R.
On note F' = {(z,y,2) € E|x+y+ z =0} et D, = vect((1,m,1)).
Montrer que si m # —2 alors F' et D,, sont supplémentaires dans E.
Que se passe-t-il lorsque m = —27?
ALG 56
Soit E =Ry[X] et F={P € E|P(0) = P'(0) = P'(1) =0}.
1. Montrer que F' est un sev de F, et déterminer une base de F’
2. Montrer que G = vect(1,X,1+ X + X?2) est un supplémentaire de F' dans £

ALG 57

Soit £ = Rs[X].

On note
o F1={P€E,|P(l)=P(1) =0}
o F, =R,[X]

1. Déterminer une base de F; et une base de F,
2. Fy et F, sont-ils supplémentaires dans E?
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ALG 58
Soit E = Ry[X].
On note
e ={Y€ L |P()=P(l)=0}
e F,={PEF,|3QeRIX],P = X.Q}

1. Déterminer une base de F} et une base de F),
2. Fj et F, sont-ils supplémentaires dans E?

ALG 59

Soit F =R, [X] avec n > 2

On note
o Fy={PcE,|P()=P(1)=0}
o F, =R,[X]

1. Montrer que dim F} =n —1
2. Fj et F, sont-ils supplémentaires dans E?

ALG 60

Soit £ = R[X]

On note
e F1={P€E,|P(1)=P(1) =0}
o Fy =R;[X]

1. Rappeler le théoréme de la division euclidienne et en déduire que E = F} + F;

2. Fj et F, sont-ils supplémentaires dans E?

ALG 61 (par Analyse-Synthése)

Soit E = R[X]

On note
e 1 ={PeE,|P(1)=P(1)=0}
o Iy =R[X]

Montrer par analyse-synthése que Fy et Fy sont supplémentaires dans £7

ALG 62
Soit n > 2 et E =R, [X].
On note FF={P € E|P(2) = P(3) =0} et G = vect(1,X)

1. Rappeler la dimension de E et donner celle de G
2. Déterminer une base et la dimension de F'
3. Montrer que F et G sont supplémentaires dans F

Soit A = 1 9

Pour tout n € N, on note F;, = vect(A%, AL, ... A™) = vect((A¥)ocren)
1. Justifier que dim F,, < 4 pour tout n

ALG 63( 1 1)

2. Justifier qu'il existe deux réels a et b tels que A% = a.A+b.1,
3. Montrer par récurrence que Vk € N, AF € Fy
4. En déduire que Vn > 1, F,, = F}

11

ALG 64

On considére F' = {(z,y,2,t) ER* |z —y+2—t =0} et G = {(2,y,2,t) ER* |z —y =0}
1. Montrer que F,G et F'N G sont des sev de R%. En donner une base et la dimension
2. Trouver deux sev F} et G tels que R* = (FNG) & F, & G,

ALG 65 1
On note F' lensemble des fonctions constantes sur [0,1] et G = {f € C([0,1],R | / f(t)dt = 0}.
0

Montrer que F et G sont supplémentaires dans C([0,1],R)
ALG 66

On note:
e £=CYRR)

o v :R — R |et|py:R —
t — 1 t —
o G ={a.p +b.p(ab) € R?}

1. Montrer que G est un espace vectoriel et donner sa dimension. G est-il un ensemble stable par la
loi de composition o?

2. En procédant par analyse-synthése, justifier que FF & G = F

3. Donner alors la décomposition de sin .

ALG 67 (somme de n sev)

Soit @ un polynome non nul de R[X] et p € N*.
Pour tout k € [1,p] on pose Fy = vect(X*.Q).
Montrer que F,F;, ... ,F, sont en somme directe
Ces espaces sont-ils supplémentaires dans E?

ALG 68 (somme de n sev)

Soit £ =K,[X] et a € R.

On pose pour tout k € [O,n] on pose Fj, = vect((X — a)*)
Montrer que F1 @ Fo&--- @ F, = F

ALG 69 (somme de n sev) 13 -3
Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice A= |0 2 —2
0 4 —4

On note Fy = ker(f —id), Fy = ker(f + 2id) et F3 = ker f.
1. Sans déterminer Fy, Fy et F3, montrer qu’ils sont en somme directe.
2. Déterminer F, Fy et Fy puis justifier que F} © F, ® Fy = R?

ALG 70
Soit £ un ev de dimension finie n, et H un hyperplan de E.
Montrer que si @ ¢ H alors H @ vect(a) = E

ALG 71
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, H; et Hs deux sous-espaces vectoriels distincts de E de
dimension n — 1.

1. Montrer que n > 2

2. Montrer que Hy + Hy = E et donner dim(H; N Hy)
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ALG 72
On pose F = vect((1,0,0,1)), G = vect((1,1,1,1)) et

H ={(zy2t) eR |z =2,y =t} Hy ={(z,y,2t) ER' |z = —t ,y = —2}
1. At-on R*=F @GP H,?
2. At-on R*=F G ® Hy?
ALG 73
On considére F' = {f € F(RR)| f(0) = f(n/2) =0}

1. Montrer que F est un sev de F(R,R)
2. Montrer que F(R,R) = F & vect(cos) @ vect(sin)

Déterminants

ALG 74 ( matrice antisymétrique et déterminant)
Soit A une matrice carrée antisymétrique d’ordre n a coefficients dans C.
Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

ALG 75 (signe en damier)
Soient A et B deux matrices de M,(C) telles que: V(i,j) € [1,n]? b; = (—1)"ay;
Comparer det A et det B

ALG 76

Soient (a,b,c) € K et u 'endomorphisme de K,,[X] défini par u : P +— a.P(X +2)+b.P(X +1)+c.P(X).

Montrer que u est un automorphisme de K,,[X] ssia +b+c¢ # 0

0 e 0 A1p
ALG 77 (classique) .
Calculer le déterminant d’ordre n suivant : 4
0 v
Apl vvo oo Qpp

ALG 78 (classique)
Calculer le déterminant d’ordre n de terme général min(z,5) et celui de terme général max(s,).

ALG 79 (déterminant de Vandermonde)
Soit n > 2, et (ay,...,a,) € R"

1 a a3 ... a7
2 n—1
1 ay a5 ... aj
On note V,, (a1, ... a,) = |.
2 n—1
1 ay, a, ... a)

1. Calculer Va(aq,as) et Vs(ay,aq,a3) sous forme factorisée
2. On considére dans cette question le polynéme V,,(ay, ... ,a,—1,X)

(a) Que dire du degré de ce polynome?
(b) Que vaut le coefficient en facteur de X"~ 1?7

(c) En déduire que Vi (a1, ... ,a,) = Vaoi(ar, -« san-1). [] (an — ax)

3. Montrer que Vy(ay,...,a,) = [ (a; —a)

1<i<j<n
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ALG 80 (est-ce vraiment un exercice sur les déterminants?)
Soit A € M,,,(K) et B € M,,,(K)

Nous allons montrer que (n # p = det(AB).det(BA) = 0).

On suppose que n < p

1. A-t-on det(AB) = det(A). det(B)?
2. Donner les tailles respectives des matrices AB et BA
3. Donner un majorant du rang des matrices AB et BA
4. Conclure!
ALG 81
Soit A = (a;;) € M,(R). On note A(X) la matrice d’ordre n et de coefficient général a;; + X.
1. Montrer que det(A(X)) € R;[X]
2. Application:

c a ... a

On note A = b : avec (a,b,c) € R
S T a
b ... b ¢

n

(a) Dans le cas ou a # b, calculer det(A(—a)) et det(A(—b)), puis en déduire det(A)
(b) Dans le cas ot a = b, calculer det(A) par le moyen de votre choix

a 0 b
ALG 82 (classique) v
Calculer le déterminant d’ordre 2n suivant: D,, = |0 0
N ..
b 0 a
ALG 83 Z Z f
Calculer le déterminant
c a b
b b a
ALG 84
Soit £ un R-ev de dimension n et B = (eq, ... ,e,) une base de £

n
1. Montrer que (e1,e1 + e2,e1 + €3+ €3,..., Y ) est une base de F
k=1
2. Soient xy,...,zr, des réels.
On note x = x1e1 + - - + xne,

Montrer que (e; + x,ea + T, ..., + ) est une base de F ssi Y xp # —1
k=1

ALG 85
On note D, (K) I'ensemble des matrices diagonales d’ordre n.
Soient (Mg, ..., \,) € K™
Pour tout ¢ € [1,n] on note D; = diag(1,\;,A2, ... A"
1. Rappeler une base de D, (K)
2. Déterminer une cns pour que (Dy,Ds,...,D,) soit une base de D, (K)

14



ALG 86
Soit A € M,,(K).
On considére 'endomorphisme f : M, (K) — M,,(K)
M s M+ tr(M).A
Calculer det(f)

(x+1)2 1 22 32
w422 22 3 a2
Tz +3)% 3% 42 52
(z+4)2 42 5 6
1. La fonction P est-elle une fonction polynomiale? si oui, que dire de son degré?

ALG 87
Pour € R on pose P(x)

2. Y at il des racines évidentes de P?
3. Déterminer P(z) pour tout € R

ALG 88
Soit (20,21, - - - ,2n) des complexes deux a deux distincts.
Montrer que ((X + zx)™")og<k<n €st une base de C,[X]

ALG 89
On note E = R3[X], et a un réel.

On considére la famille de polynéme F = (X° + X2+ X + 1,aX?+ X +12X%2+2X +a,X +1)

Donner une cns sur a pour que F soit une base de F

ALG 90 (Polynémes de Bernstein)
Soit n > 1 fixé.
n

On note P, = (k) XE (1= X))k,
Montrer que (P, P, ...,P,) est une base de R, [X]

ALG 91
Soit A une matrice de Ms(RR) non nulle.
On définit les deux endomorphismes d4 et g4 comme suit

VM € My(R),ds(M) =AM et ga(M)=MA

1. Donner une cns sur A pour que dj et g4 soient des automorphismes de Mz (R)
2. Calculer le déterminant de d4 — ga

ALG 92 (déterminants tridiagonaux)
Pour tout entier n > 1 on note

1 -1 0 0
1 -1 (0)
D, = 0
: 0
(0) 2 1 -1
0 0 2 1 "

1. Montrer que pour tout n > 1 on a D19 = D,41 + 2D,
2. En déduire 'expression de D,, en fonction de n

15

Applications linéaires

ALG 93
Pour chacune des applications suivantes, vérifier qu’elles sont linéaires et déterminer image et noya.
Indiquer celles qui sont injectives et/ou surjectives

fl(xay) = (4I + Y,T — y/2.’[ + 3y) f2($7y72) = (‘E + y,O,z,x + 2y)

ALG 94
Soit (e1,e2,e3) une base de R? et A € R.
Justifier que la donnée de

fler)=e1+ e flea) =e1— e fler) + Aees

définit un endomorphisme de R3. Comment choisir A pour que f soit injective? surjective? pour que f
soit un automorphisme?

1

4 8
1. Montrer que f € L(M2(R))

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de Ms(R)

ALG 95
Soit A = (

). Pour tout M € M5(R), on pose f(M) =AM

3. Déterminer le noyau, I'image et le rang de f

ALG 96
Soit f: R®  — M,y(R)
(abe) —> (afb bfc)
c —a
1. Montrer que f est une application linéaire
2. f peut-elle étre bijective? surjective?
3. Déterminer le noyau et I'image de f.

ALG 97
1. Etude d’un cas particulier.
Soit ¢ : Ry[X] — R?
P— (P(1),P(2),P(3))
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme
(b) En déduire qu’il existe un unique polynome de P € Ry[X] tel que P(1) = 4,P(2) = 5 et
P(3)=6
(¢) Montrer qu’il existe un unique polynéme @ € Ry[X] tel que Q(1) =1 et Q(2) = Q(3) = 0.
Pouvez-vous facilement le calculer?

2. Cas général.

Soient ay,as, . . . ,any1 (n+1) véels distincts deux a deux. Soit | : R,[X] — R™™
P+~ (P(wm),P(ag),...,Plany

(a) Montrer que ¢ est une application linéaire surjective(!).

(b) En déduire qu’il existe une famille unique de polynémes (L, ...,L,.1) de degré < n tels que
1 sii=j
Li(a;) = L
0 sii#j
16



ALG 98
Soit n = 1et p:R,[X] — R,[X]
P(X) — P(X+1)-P(X)
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]
2. (a) Donner le degré de p(P) pour tout P € R,[X]
(b) Déterminer Im(yp) et ker(p)
3. Soit P un polynome de degré n.
Montrer que (P, ¢(P), p*(P),...,¢"(P)) est une base de R, [X]
4. (a) Soient Q € R,,_1[X]
Combien existe t-il de polynomes P € R,,[X] qui vérifient P(X +1)—P(X) = Q(X)? Combien
en existe t-il qui vérifie en plus la condition P(0) = 07
(b) Déterminer un tel polyndéme P pour @ = X (X + 1)(X + 2) et en déduire un expression

simplifiée de i k(k+1)(k+2)
k=0

ALG 99
Pour tout P € R,[X], on note f(P) = ;(H P(t)dt

1. Montrer que f est une application linéaire
. Pour tout k € [0,n] calculer f(X*). f est-il un endomorphisme de R, [X]?
. Ecrire la matrice de f dans la base R, [X].
. Prouver que VQ € R,,[X],3! P € R, [X], f(P) = Q. A-t-on deg P = deg Q?
. Onnote g: P € R, [X] — P

Montrer que go f = fog

T o= W N

ALG 100

n est un entier supérieur ou égal a un.

Soit f: R,[X] = R[X] définie par f(P)=Q ou Q(X)=P(X +1)+ P(X —1) — 2P(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
2. Déterminer le degré de f(X*).
3. En déduire ker f, Im f et rg f.

ALG 101

Soit n > 2. On note E = M,,(K).

On pose pour tout M € E,u(M) =M + tr(M).I,
1. Montrer que u est un automorphisme de F
2. Montrer que u? — (n+ 2)u+ (n + 1).idg = 0
3. En déduire u~! en fonction de u, idg et n

ALG 102
Soit u € L(R?) tel que u? = 0.
1. Etude d’un cas particulier
On considére 'application v : R* — R
(Z‘,y,Z) — (Z 7y7070)

3

(a) Veérifier que u? =0
(b) Trouver une application linéaire f: R? — R et @ € R? tels que: VZ € R3u(%) = f(Z).d
2. Etude du cas général
(a) Montrer que dimImu < 2.
(b) Montrer qu’il existe une app. linéaire f : R* — R et @ € R3 tels que: VZ € R3u(%) = f(Z).d
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ALG 103

Soit ¢ 'application suivante: My(R) — L(M3(R),R) ol ¢x est Iapplication qui a toute matrice
X — ox

M associe tr(MX)

- 10 L. .
1. Dans le cas particulier ot M = ( ) donner ¢, ainsi que son image et son noyau.

1 2
2. Montrer que 'application ¢ est une application linéaire
3. Montrer I'équivalence ¢y =0 <= M =0

(On pourra s’intéresser & ¢ (M7T))
4. Justifier que ¢ est un isomorphisme
5. On considére la forme linéaire f : My(R) — R

c d
Déterminer 'antécédent de f par ¢

a b) — a+2b+ 3c

ALG 104

Soit a € R*.
1

On pose Py =1 et Vk € [1,n],P; = WX(X —a)...(X —(k—1)a)
la

1. Montrer que (P, ...,P,) est une base de R, [X]
2. On consideére f: R,[X] — R,[X] .
P +— f(P)=P(X+a)—P(X)
(a) Déterminer f(P) pour tout k
(b) Ecrire la matrice de f dans la base (P, ...,P,)

(c) Déterminer pour tout k € N*, Im f* et ker f*

ALG 105 (interpolation et polynémes de Lagrange)
1. Soit x1, 2 et z3 trois réels distincts. Donner g polynome de degré 2 vérifiant g(z;) = g(z2 = 0 et
g(xs) =1
2. Soient zy, Ta, . . ., Xy, n réels distincts, et (fi,f2,...,f,) une famille de n polynémes de degré n — 1
vérifiant fi(x;) =1 et fi(x;) = 0 pour j #1i
(a) Expliciter les f; et reconnaitre fi; +--- + f,
(b) Montrer que (fi, f2,..., fs) est une base de R,,_;[X]

(¢) Soit (y1,¥2,---,Yn) € R% Montrer qu’il existe un unique polynéme f de degré strictement
inférieur a n tel que

J@)=y  f(v)=u J(@0) = Yn

On écrira f comme combinaison linéaire des f;

‘Noyau et Image (abstrait) ‘

ALG 106
Soit £ un K-ev et f un endomorphisme de E tel que f? — 3f + 2idg = 0.
1. Montrer que f est un automorphisme
2. Montrer que E = ker(f —idg) ® ker(f — 2idg).
3. On suppose que E est de dimension finie. Ecrire une matrice simple associée a f.
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ALG 107

Soient f et g deux endomorphismes de FE.
1. Montrer que ker(g o f) = ker(f) <= ker(g) N Im(f) = {0}
2. Montrer que Im(f?) = Im(f) <= E = ker(f) & Im(f)

ALG 108

Soit f et g deux applications linéaires de £ — G
1. Comparer Im(f) + Im(g) et Im(f + g)
2. En déduire que rg(f + g) < rg(f) +rg(g)

ALG 109
Soit £ un K ev de dimension finie et f € L(E) vérifiant f? = idp
1. Montrer que Im(f —idg) C ker(f%+ f + idg)
2. En déduire que ker(f — idg) et Im(f — idg) sont supplémentaires dans F

ALG 110 (noyaux et images itérés)
Soit f un endomorphisme de E.
1. Montrer que ker(f) C ker(f?)
2. En déduire que Vk € N, ker(f*) C ker(f*+1)
3. Montrer que Im(f?) C Im(f)
4. En déduire que Vk € N, Im(f*+1) C Im(f*¥)

ALG 111 (noyaux et images itérés)
Soient f et g deux endomorphismes de E, un espace vectoriel de dimension finie.

1. Prouver une inclusion entre ker(g) et ker(f o g), ainsi qu'une inclusion entre Im(g) et Im(g o f)
2. Justifier que pour tout k € N, ker(f*) C ker(f**!) et Im(f**+!) C Im(f*)
3. Justifier qu’il existe un plus petit entier p tel que rg(f?) = rg(f**)
Dans la suite de Iexercice, p gardera cette définition
. Montrer que Im(f?) = Im(fP*!). A-t-on ker(f?) = ker(fP+1)?
. Montrer par récurrence sur k que Vk € N, Im(fP*) = Im(fP+++1)
. Montrer que Vk € N, Im(fP*) = Im(fP+++1)
. Montrer que ker(f?) @ Im(f?) = FE

~N O Ut =

ALG 112

Soit £ une espace vectoriel de dimension n.

Soient f et g deux endomorphismes de F tels que fog=0et f+ g € GL(E).
Montrer que rg f +1gg =n

ALG 113

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog=go f.
Montrer que ker(f) et Im(f) sont stables par g

(c’est a dire que g(ker(f)) C ker(f) et g(Im(f)) C Im(f))

ALG 114 (Forme linéaire)

Soit E un K-ev de dimension finie n.

Soit f une forme linéaire sur F, cad une application linéaire de £ — K
1. Que valent ker(f) et Im(f) si f est I'application nulle?

2. On suppose que f n’est pas I'application nulle.
Montrer que f est surjective et que ker(f) est un hyperplan de F
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‘Application et matrice ‘

ALG 115

On définit ¢ sur C;[X] x C;[X] & valeurs dans Cs[X] par ¢(P,Q) = (X*+3).P + (4X — 1).Q
1. Montrer que ¢ est une application linéaire
2. Montrer que B = ((1,0,(0,1),(X,0),(0,X)) est une base de C;[X] x C;[X]
3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base B au départ et la base canonique a l'arrivée

ALG 116 (automorphisme)
On définit I'application ¢ de Ry[X] dans R[X] par VP € Ry[X],¢(P) = X(X —1)P'(X)—(2X +1)P(X).
1. Prouver que ¢ est un automorphisme de Ro[X].
2. Justifier que (X2,X% — X, X2 — 2X + 1) est une base de Ry[X], et donner la matrice D de ¢ dans
cette base.
3. Donner des matrices semblables a D

ALG 117
Soit E un ev de dimension 4, F' un ev de dimension 3, et u € L(E,F) une application linéaire de rang 2.
1000
Montrer qu'il existe B base de E et C base de F telles que Matgc(u)= (0 1 0 0
0000
ALG 118 1 1 1
On note f 'endomorphisme canoniquement associée a la matrice A= 0 0 0
-1 -1 -1

1. Donner l'expression de f(z,y,2) avec (z,y,2) € R?
2. Déterminer Im(f) et vérifier que ((1,1, — 2), (1, — 1,0)) est une base de ker(f)

3. On souhaite montrer qu'il existe une base B = (e1,2,¢3) de R? telle que Matg(f) =

o O O
(el el en)
S = O

(a) Est-il possible de choisir e; = (1,1, — 2) ou ey = (1, — 1,0)?
(b) On pose e; = (1,0, — 1).
Déterminer des vecteurs e; et e3 qui répondent au probléme posé.

ALG 119

Soit un entier n > 3, et A l'application définie sur R, [X] par A(P) = P(X + 1) — P(X)
1. Montrer que P € L(R,[X]). Déterminer son image et son noyau
2. Soit @ € R,_1[X] et A € R. Montrer qu’il existe un unique P € R,[X] tel que

P(X+1)—P(X)=Q(X) et  P0)=A
3. Soit P de degré n. Montrer que (P,A(P),...,A*(P),...,A"(P)) est une base de R(X]

ALG 120

Soit [u: R*® — R?

(xy,2) — (y+2z—1x).(1,0,1)

On note B = (;,;,E) la base canonique de R3 et B = (i + E,f— E,Z+;+ E)
1. Ecrire la matrice de u dans la base B

2. Calculer 'image de la base B’ par u et en déduire Matp (u)
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001 -1 11
3. Justifier qu’il existe une matrice inversible P telleque {0 0 0] =P~L. | 0 0 0|.P
000 -1 11
Donner P.
ALG 121

Dans le R espace vetoriel C*(R,R), on considére la famille B = (sin, cos, ch,sh) et F = vect B
1. (a) Montrer que B est une base de F
(b) Montrer que F est un sev stable par la dérivation
2. (a) On note f 'endomorphisme de F' induit par la dérivation et M la matrice de f dans la base
B
i. Déterminer la matrice de f dans la base B
ii. Montrer que f est un automorphisme de F et calculer la matrice de f~! dans la base B

ALG 122

Soit | f: Ro[X] — Ro[X]

P(X) — P(-1).X.(X-2)+P(0).(X —2).(X+1)+P(2).X.(X +1)
1. f est-il un endomorphisme de Ro[X]?

2. On note A la matrice de f dans la base B = (1,X,X?).
Donner A

3. On note A; la matrice de f dans la base B; = (3X2,2X,1).
(a) Donner A;
(b) Donner la matrice de passage P de la base B a la base Bi.
(¢) Quelle relation existe-t-il entre A, A; et P?

4. On note P (X) = X? — 2X, Py(X) = X2 + X et P3(X) = X? — X — 2
(a) Montrer que B’ = (P1(X),P2(X),P5(X)) est une base de Ro[X]
(b) Ecrire la matrice de passage P’ de B a B’
(c
(d

Ecrire la matrice de f dans la base B’
On considére le polynéme Q(X) = 3X2% — 6
i. Quelles sont les coordonnées de Q(X) dans la base B'?

il. Calculer f230((Q(X)))!

z - 2 =

ALG 123 (classique - homothétie)
Soit £ un K—ev et f € L(E).
1. On suppose que VZ € E,(Z,f(£)) est lice.
(a) Montrer que I’hypothése revient & supposer que pour tout vecteur & # 0 il existe un unique
scalaire Az (scalaire qui dépend de T a priori) tel que f(T) = \z7.

(b) Soit (Z,y) une famille libre. En considérant le vecteur Z + ¢ montrer que Az = Ay
(c) Soit (£,7) une famille liée de vecteurs non nuls. Montrer que Az = Ay
d) Montrer que f est une homothétie

(
2. On suppose que E est de dimension finie et que f n’est pas une homothétie.
0?7 ...7
17 ?

Montrer qu'il existe une base B de E telle que Matgf = | 0
07 ..
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ALG 124 (représentation matricielle d’un endomorphisme nilpotent d’indice n — 1)
Soit E un K-ev de dimension n et, f € L(E) tel que f* =0 et f*~! #£0.

01 0 ...0
Nous allons montrer qu’ il existe une base B de E telle que Matg(f) = | : .00
: 1
0 0

1. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies?
i. pour tout vecteur # de E, on a f™(Z) =0
ii. pour tout vecteur Z de E, on a f(Z) =0
iii. pour tout vecteur Z de E, on a f(~D (&) £ 0
iv. il existe un vecteur , de E tel que f"~ (%) # 0
2. On va étudier le cas n = 3. .
On note ) un vecteur tel que f2(7y) # 0
(a) Montrer que la famille (Zo, (%), (o)) est une famille libre de E
(b) Justifier que cette famille est une base de £
(c) Ecrire la matrice de f dans la base (Zo, f(Zo),/?(Z5)). A-t-on le résultat souhaité? Sinon donner
une autre base.

ALG 125 ( endomorphisme nilpotent d’ordre 2)
Soit £ un K—ev de dimension n.
1. Soit f un endomorphisme de E vérifiant Im f = ker f .
(a) montrer que n est un entier pair
(b) déterminer le rang de f en fonction de n.
(¢) montrer que pour tout vecteur Z de E on a (f o f)(&) =0
2. Soit f un endomorphisme de F vérifiant fo f =0et n =2rg f
(a) montrer que Im f C ker f
(b) en déduire que ker f = Im f

(¢) montrer qu’il existe une base B de E telle que Matgf = (]0 8) oup= g
P

(on pourra commencer par traiter le cas n = 4)

ALG 126/ 1 1 -1
Soit A=[-3 =3 3 | et f€ L(R?) I'endomorphisme canoniquement associé¢ a A
-2 -2 2
1. Déterminer le rang de A et une base de Im(A)
2. Vérifier que f(i) € ker(A) puis déterminer une base de ker(A) contenant f (i)
3. A-t-on Im(A) @ ker(A) = R3?
001

4. Montrer que [0 0 0 | est la matrice de f dans une certaine base
000

. Calculer (I + A)" pour n € N

wt
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ALG 127
Soit £ un ev de dimension n, @ un vecteur non nul de E et g € L(E K).
On définit Papplication f: E — FE
T — T—g(@)u
1. Montrer que f € L(E)
2. Ecrire la matrice de f dans une base judicieuse, et en déduire rg(f)

ALG 128

Soit £ un K-ev et u € L(E).

On dit que u est nilpotent lorsqu’il existe k& € N tel que u* = 0.

On appelle dans ce cas INDICE DE NILPOTENCE 'entier p > 1 tel que u?~! # 0 et u? = 0

1. Soit u un endomorphisme nilpotent et p son indice de nilpotence

(a) Montrer que idg — u est inversible d’inverse idg +u + - - - + uP~!

(b) Justifier qu'il existe a € E tel que u?~1(a) # 0
(¢) Montrer que (a,u(a), ... uP~*(a)) est une famille libre
(d) On note F le sev de E engendré par cette famille. Montrer que F' est stable par u
(e) On note v 'endomorphisme induit par u sur F.
01 0
1
Montrer qu’il existe B de F' dans laquelle la matrice de u est Matg(v) =
0
(f) Montrer que ker(v) C Im(v) et donner rg(v)
2. Soit f un endomorphisme de E.
On note F' 'ensemble des endomorphismes de F qui commutent avec f.
On suppose que dim £ = n et que f est nilpotent d’indice n — 1
(a) Justifier existence d’un vecteur a tel que (a,f(a),...,f" *(a)) soit une base de F

b
¢

d

Montrer que (idg,f, . ..,f" ) est une famille libre

)
) f.
)
)

—

Montrer que F' contient vect(idg, f,...,/" ')
Soit g € F.

—

n—1

Montrer qu’il existe Ao, ..., \,_1 tels que g(a) = 3 \p.f*(a).
k=0

n—1
En déduire que g = > Ay f*
k=0
(e) En déduire que F' est un espace vectoriel de dimension n

ALG 129
Pour k € N, on définit les fonctions f;, : z +— e*®
On consideére le R—ev Ey = vect(fo, f1,/f2)

1. Déterminer la dimension de E5
2. On considére Papplication linéaire ¢ : f — f’. Montrer que ¢ € L(E)
3. On note A = Mats, 1,.1,)(¢)

(a) Montrer que (I3,4,A%,A%) est une famille liée et donner une relation entre ces matrices

(b) En déduire que Vf € By, f&) = 3. — 2 f/
(c) Montrer que Vg € Ep, 31 f € By, fO + f/+f=g
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‘ Endomorphismes remarquables

ALG 130
Soit f: Ru[X] — Ry[X] avecneN.
P=PX) — P(-X)
1. Justifier que f est une symétrie et donner ses éléments
2. Déterminer la trace et le déterminant de f

ALG 131

Soit n > 1 et @ un polynéme non nul de R, [X].

On consideére 'application ¢ : R, [X] — R,[X]
P P(0).Q

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X]
2. Déterminer le noyau et I'image de ¢

3. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur () pour que ¢ soit un projecteur

ALG 132
Soit E = R?2
On note Fy = vect((1, — 1)) et F» = vect((1,0))
1. Montrer que F} @ Fr, = F
2. Donner 'expression de la projection sur F parallelement a Fy
3. Donner 'expression de la symétrie par rapport a F; parallelement a F}

ALG 133

Soit F un ev et deux projecteurs p et ¢ de F tels que po g = 0.
On définit endomorphisme r =p+¢—qop

. Justifier une inclusion entre Im(q) et ker(p)

. Montrer que r est un projecteur

. Montrer que ker(r) = ker(p) N ker(q)

. Montrer que Im(p) ® Im(q)

T = W N =

. Montrer que Im(r) = Im(p) ® Im(q)
ALG 134

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, et F, E; et Fs trois de ses sev tels que E = FOFE, = F@® Es.

On note p; [p2] la projection sur F parallélement a E; |Es|
1. Justifier que dim £} = dim Es
2. On note (ey,...,e,) une base de Ej et (e}, ...,e,) une base de Fs.
On note aussi (fi,...,fy) une base de F

(a) Que peut-ton dire des familles (f1,...,fg.e1,....ep) et (fi,. .., fo,€hs .. .€)7

Vk € [1,q], 9(fx) = fx
(b) On considére g un application linéaire telle que [1.d1. 9(fs) flk
vk € [Lp], g(ex) = €
i. Justifier I'existence et 'unicité de g
ii. g est-elle bijective?

ili. Montrer que p; =g lopyog
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ALG 135 ALG 140
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit f: Mp(K) — M,(K) avecn >2
Soient f et g deux endomorphismes de E tels que f + g = idg et rg(f) +rg(g9) < n A — AT

1. Montrer que Im f = ker g 1. Dans le cas n = 2, justifier que f est une symétrie et donner ses éléments
2. Qu’en déduit-on sur go f? 2. Méme question dans le cas général.

3. Montrer que g et f sont deux projecteurs 3. Donner le déterminant et la trace de f
4. Que représente pour f le noyau de g7 ALG 141
Soit f: R,[X] — R,[X] avecneN.
P=PX) — P(—X)
1. Justifier que f est une symétrie et donner ses éléments

ALG 136
Soit F = Ry[X] muni de la base B = (X2,X + 1,X —1).

1 2 -1
On considére 'endomorphisme f dont la matrice dans la base B est A = 5 0 2 0 2. Déterminer la trace et le déterminant de f
-1 2 1 ALG 142
1. Montrer que f est un projecteur et donner son rang On note E = Ry[X].

L e i v Onso £ (€51 [P0 =0) G- w6 X
1. Montrer que F' est un sev de F, et donner une base de F’
2. Justifier que F® G =F
3. On note p la projection sur F' parallélement a G.
Donner l'expression de p(P) en fonction de P et de fol P(t)dt

ALG 137
On considere les trois triplets e; = (1,2,1),e5 = (1,0, — 1) et e3 = (—2,1,1).
On note E = K3, F = vect(e;) et G = vect(ea,e3)
1. Montrer que F @ G = K?
On note dorénavant p le projecteur sur F' parallélement a G.

2. Déterminer I'expression analytique de p. (cad p((z,y,z)) pour (z,y,2) € K?) ALG 143
3. On note s la symétrie par rapport a F' parallélement & G. On HOte.E\ = Ii&n (X } )

A Taide d’un dessin, donner sans justification une relation entre s et p ainsi que la matrice de s On consideére I'application f : Rz[X ] — RJL[X ]

dans la base canonique de K3 p— Z ap X" —s Z 4y X"
4. On considére un réel A € K et on définit ’endomorphisme v = A.idg — s. =0 et

Déterminer, pour tout n € N* 'expression de u" en fonction de p et idg. 1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]
Déterminer les entiers n pour lesquels u” est une homothétie. 2. Justifier que ker(f — idg) @ ker(f + idg) = E
ALG 138 4 92 4 3 4 4 3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de E.
Soient f et g les endomorphismes de R? canoniquement associ¢sa A= |0 2 —4]etB= -1 -1 -2 4. Donner la trace de f, et en déduire la dimension des deux sev ci-dessus
. 0 -1 2 -1 -2 -1 ALG 144
On note h = Zf On se place dans R?* muni de sa base canonique B = (i,j,k).

On considére

1. Préciser parmi f, g et h 8’'il y a des projecteurs et des symétries.
e leplan P = {(2,y,2) € R* |z +y + 2 =0}

2. Donner les éléments géométriques de g et h
r—y+z =0
r4+y+2z =0

3. Comment décrire f? e la droite D = {(z,y,2) € R?|

}

ALG 139
Dans R?® muni de sa base canonique (i,5,k) on considére le plan P d’équation x +y — 2z =0 1. Montrer que P et D sont supplémentaires dans R3
et la droite D = vect(i — j + 2k) 2. Déterminer la matrice dans la base B de la projection sur P parallélement a D
Déterminer la matrice dans la base (i,7,k) de : | P R R R
3. Faire de méme avec la symétrie par rapport & P parallélement & D
1. la projection orthogonal sur D
2. la projection orthogonal sur P ALG 145
iertinn alla 5 Soit f: R® — R? etg: R® — R?
3. la projection sur P parallélement & D Yy Y y oz
(x,y,2) —> (1‘—!—5—&-2,5—2,—1—&-5) (,y,2) — Br+4dy+4z,—ax—y—22z,—x—2

1. Montrer que f est un projecteur et g une symétrie
2. Donner des équations des espaces caractéristiques de f et de g
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ALG 146
Soit n > 1.
1. Montrer que M,,(R) = vect(I,,) ® ker(tr)
2. Soit p la projection sur vect(I,) parallélement a ker(tr).
Donner pour tout M € M,,(R), 'expression de p(M)
(

3. Que vaut la projection sur ker(tr) parallelement a vect(l,)?

ALG 147

Soit F un ev et p un projecteur de E.

On consideére 'application ¢ définie sur £(E) qui a tout endomorphisme f € £(F) associe fop—po f
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(F)
2. Montrer que si ¢(f) = 0 alors Im(p) et ker(p) sont stables par f.

(cad que f(Im(p)) C Im(p) et f(ker(p)) C ker(p))
3. On suppose que Im(p) et ker(p) sont stables par f, et 'on souhaite montrer que ¢(f) =0

(a) Soit Z un vecteur de E.
i. Ecrire # comme la somme d’un vecteur de Im(p) et d’un vecteur de ker(p)
ii. En déduire que p(f(Z)) = f(p(Z))

(b) Conclure

demo de cours

ALG 148 (démo du théo 2 sev)
Montrer I’équivalence entre

i) F) et Fy sont en somme directe (cad Vo € Fy + Fy, 3! (21,29) € Fy X Fy, 2 = x1 + Z3)
i) ¢l existe (z1,x3) € Fy X F2,6: T, + 29 alors 1y = 25 =0

i) £y N Fy = {0}

ALG 149 (démo du théo 6 sev)

Montrer que si (21, ...,k Tk+1, - - - »p) est une famille libre de E alors les sev vect(xy, ..., zx) et
vect(zk_,.l,, A 7I,L) sont en somme directe.

ALG 150 (démo du théo 8 sev)

Montrer qu'une sous-famille d’une famille libre est encore libre

ALG 151 (démo de la rem 9 sev)

Soit F = (z1,...,r,) une famille de vecteurs et z un vecteur.
On suppose que F est libre et que F U {z} est une famille lice.
Montrer que x € vect(F)

ALG 152 (démo du théo 19 sev)
Soient i = (z1,...,2;) une famille génératrice de Fy et Fo = (y1,...,Yp) une famille génératrice de Fb.
Montrer que F; U F» est une famille génératrice de Fy + F»

ALG 153 (démo de cours)
Montrer que F} @ --- @ F, ssi la décomposition du vecteur nul est unique.

ALG 154 (démo théo 4 app lin)
Soit f une application linéaire de £ — G
1. Soit F un sev de E. Montrer que f(F) est un sev de G
2. Soit H un sev de G. Montrer que f~(H) = {Z € E| f(Z) € H} est un sev de £
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ALG 155 (démo théo 13 app lin)

On considére E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € L(E,G) et F un supplémentaire de ker(u)

On note v la restriction de u & F, cad |v: F — Im(u)

Montrer que v est un isomorphisme

ALG 156 (presque une démo de cours!)

Soit f une application linéaire de £ — G et A un scalaire non nul.
1. Montrer que ker(A.f) = ker(f)
2. Montrer que Im(A. f) = Im(f)

ALG 157 (produit de deux matrices élémentaires - démo a savoir)
Montrer que ELJEM = 5jk'Eil

ALG 158 (produit de deux matrices triangulaires)
Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures d’ordre n. On note C'= AB
Montrer que C' est une matrice triangulaire supérieure et que Vi € [1,n], ¢;i = abi;

ALG 159 (théo 14, matrices)
1. Montrer que si A est inversible alors son inverse est unique
2. Montrer que le produit de 2 matrices inversibles A et B est inversible et que I'on a (AB)™! =
B71A™!
ALG 160 (théo 30, matrices)
Montrer que "étre semblable" est une relation d’équivalence sur M,,(K)

ALG 161 (on redémontre ici un résultat de cours)

Soit f un endomorphisme et Aj, Ay et Az trois de ses vp distinctes.
1. Montrer que Ey, ® E),
2. Montrer que Ey, ® Ey, ® E),

[Matrices semblables|

ALG 162 011 100 0 4 2
Montrer que les matrices [0 0 0], (1 0 1| et [0 O 0] sont semblables
001 000 001
ALG 163 (matrices semblables) 29 38 -—18 7T -8 4
Soient les deux matrices d’ordre 3 suivantes: A = [ —11 —14 7 et B=|3 -3 2

20 27 —12 -3 4 -1
1. Montrer que A et B ont méme rang, méme déterminant, méme trace.
2. Calculer (A—1I)*et (B—1)%
3. En déduire que A et B ne sont pas semblables. (si possible, de deux maniéres différentes)

ALG 164 (symeétrie) 01
Soit A € My(R) telle que A% = I, avec A # I, et A # —I,. Montrer que A est semblable & ( 1 0)

ALG 165
Soit A € M,,(R) non nulle.

M : rnNn—r ]T
Montrer que A% = 0,, ssi A est semblable & une matrice de la forme (00’ ' 0 ) avec 2r < n
n—r n—r,r
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ALG 166

Soit A € M,,(R) une matrice semblable a une matrice diagonale D qui a pour coefficients diagonaux 0,1 et 4.

Montrer que A% = 5A2 — 4A.
Si f est un endomorphisme associé¢ & la matrice A, que peut-on dire de f3?

‘ Polynéme caractéristique ‘

ALG 167
Déterminer le polynéme caractéristique de f: R®  —
(z,y,2) — (z+ 6y + 22,2z + Yy + 42,32)

R3

ALG 168 1 2
Déterminer le polynome caractéristique de | f : My(R) — My(R) |ou A = ( )
3 4
M  — AM

Une remarque?

ALG 169

Soit n > 2.

On considére A = (a;;) € M, (K) avec a;; = i.

Déterminer x4(X). (On verra plus tard un moyen moins calculatoire d’obtenir le résultat!)

ALG 170
Soit f € L(E) avec dimE =n > 2
1. Montrer que si rg(f) = 1 alors x;(X) est de la forme X" + a,_. X"
2. Montrer que si rg(f) = 2 alors x;(X) est de la forme X" + a,—1. X" + a,_». X" 2.

ALG 171 0 -1 2
Soit la matrice A= 0 0 1
-1 -1 3

1. Calculer x4
2. Vérifier que xa(A) =0
3. En déduire A™ pour tout n > 0

ALG 172
Soit E un R-ev et u € L(E) tel que u? + 3u + 4id = 0.
1. Montrer que u ne posséde pas de valeurs propres (réelles).
2. On suppose que F est de dimension finie. Montrer que dim £ est un nombre pair.

ALG 173
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
On note g = f —idg et h = 2idg — 3f
X-2

Déterminer x, en fonction de xy, et montrer que x(X) = 3".xs (—;)

‘ Eléments propres ‘

ALG 174
On note E = M, (R), et on considére |[s: E — FE |ainsique|p: E — %?
M — M? M — §(M+MT)

Déterminer les éléments propres de s et p
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ALG 175
Pour tout k& € N, on considére les fonctions
fi : R — R g R — R h,:R — R
z — cost(z) T o e x +— cos(kz)

1. Montrer que la famille de fonctions (fy)ren est une famille libre.
2. (a) Montrer que la famille de fonctions (g )ren est une famille libre.
(b) On considére ¢ : C*(R,R) — C*(R,R)
u — u’
i. Calculer pour tout k € N, ¢(gx)

ii. Retrouver le résultat de la question a) ci-dessus
3. Montrer que la famille de fonctions (hy)ren est une famille libre.
4. A-ton le méme résultat si dans la définition de hj on remplace cos par sin?

ALG 176
Soit F = R[X]
Pour tout P € E, on pose f(P) = (X +1)(X -3)P'— XP
1. Montrer que f est un endomorphisme de E
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de F.
(on pourra commencer par déterminer le degré des vecteurs propres)

ALG 177
Soit u un endomorphisme de F.
1. Montrer que si A est une valeur propre de u alors A\ est une valeur propre de u>.
A-t-on Vk € N, A* valeur propre de u*?
2. Montrer que si Z est un vecteur propre de v alors & est aussi un vecteur propre de u?.
La réciproque est-elle vraie?

ALG 178
Soit £ un Kev de dimension finie, et f et g deux endomorphismes de F.
1. Montrer que si 0 est vp de f o g alors 0 est aussi vp de go f

2. On suppose que A # 0 est vp de f o g associé au vecteur propre .
Montrer que A est aussi vp de go f

3. En déduire que fog et go f ont les mémes valeurs propres.

ALG 179
On note E = M,,(R) et A une matrice non nulle de E.
On considére | f: E — E et|lg: B — FE .
M +— tr(A).M M +— tr(M).A
Déterminer les éléments propres de f et g
q n—q

1 1 0 ... 0
ALG 180 P ) ! Lo 0 0
Soit 0 <g<p<n,et A= O .. 00 . 0

n—pl: 0  : 0 :
0O ... 00 ... 0

Déterminer les éléments propres de A.
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ALG 181
Soit f un endomorphisme de E.
Soit # un v.p de f associé & une valeur propre A.
1. (a) Monter que si A # 0 alors Z € Im(f)
(b) Montrer que si A = 0 alors & € ker(f)
2. On note g = 2.f.
Montrer que Z est .p de g. Quelle est la vp associé?
3. On suppose que de plus f est bijective (cad f est un automorphisme de E)
(a) Montrer que A # 0 et que T est #.p de f~1. Quelle est la valeur propre associée?
(b) Justifier que E\(f) = Ein(f™)

ALG 182 (sev stables)
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de F.
On rappelle que le sev F' est dit stable par f lorsque f(F) C F

1. Des résultats généraux
(a) Montrer que la droite vectorielle D = vect @ est stable par f ssi @ est un vecteur propre de f
(b) Soit P = vect(u,v).
A-t-on I’équivalence

P sev stable par f <= 4 et ¥ vecteurs propres de f

(¢) Montrer que la somme de deux droites vectorielles stables est un sev stable.

2. Etude d’un cas particulier:

11
On note f I’endomorphisme canoniquement associé & A = 11
-1 11

Déterminer des sev stables par f

ALG 183
Soit £ un ev, f un endomorphisme. On note g = f — idg
Comparer les spectres et les sous-espaces propres de f et g

ALG 184
On note E = M,,(R) et A une matrice non nulle de E.
On considére | f: £ — FE et|lg: B — FE

M —s tr(A).M M —s tr(M).A

Déterminer les éléments propres de f et g

ALG 185
Soit n > 1.
Déterminer le polynéme caractéristique puis les sep de 'endomorphisme f : R, [X]

(On pourra commencer par n = 2)

ALG 186 1 -1 0
Soit a € K et f 'endomorphisme canoniquement associ¢ 8 A= [a -1 1
0 1+a 3

Déterminer la valeur de a pour que 2 soit valeur propre de f
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ALG 187

Trouver tous les couples (a,b) € R? tels que la matrice A = (jl Z) admette (?) et (}) pour vecteurs
propres
ALG 188
Soit £ ={f € C(R",R)| f(0) =0}

@] siz=0
On considére Pendomorphisme T: E — E avecVx € RT, {1 [* .

~. (t)dt  sinon

f— g z Jo

Déterminer les éléments propres de T'.
On devra trouver sp(T) =|0,1[ et que les sep sont des droites vectorielles

ALG 189
On considére les 3 fonctions

R — R g:R — R h:
r — e° z — xz.e®

8 @
=

Il

1. Montrer que ces 3 fonctions forment une famille libre.
On note E = vect(f,g,h) et ¢ : E — C®(R,R)
u u’
2. e Montrer que ¢ est un endomorphisme de E

e Déterminer les éléments propres de ¢.

ALG 190 y
Soit la matrice A = (%)1@;4@.

A est-elle diagonalisable?
ALG 191
Soit | f: R? — R?

1
(zy) — g(—h“ + 2y, — 2z — 11y)

1. Montrer que f est trigonalisable (dans R)

2. Donner une base de R? dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure

3. Donner une base B’ de R? telle que Matg f = (703 _13)

ALG 192
L’ensemble des matrices diagonalisables d’ordre n est-il un sev de M,,(K)?

aLG 1oz (00l ()
Les matrices 000 1 et 0000 ont méme rang, méme trace, méme déterminant, méme
0000 0000
valeur propre, méme dimension du sep et pourtant ne sont pas semblables (calculer leurs carrés!)!
ALG 194 2—a a—4 a+1l
SoitaeRet Ay =|—-a—-1 a—1 a+1
5 -5 -2

Réduire la matrice A,
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ALG 195
Soit E = R3.
On définit f € L(F) par f(z,y,2) = (22 4+ 8y, —x + 8y — 2,2z — 4y + 4z) .
Les calculs donnent
o (X)) = (X -6)*(X -2)
e Fy =vecte; avec e = (—1,0,1)
e Fg = vect ey avec ey = (2,1,0)

1. f est-elle diagonalisable? triangularisable?

2. Justifier qu’il existe un vecteur ez tel que B = (ey,ez,e3) soit une base de R3
..0b

3. Justifier que T'= Matgf = |. . a| avec (a,b) € R?

4. En considérant dim ker(f — 6idg), montrer que a # 0

5. Montrer qu’il existe un vecteur e3 tel quea =1et b=0

ALG 196 (puissances d’une matrice triangulaire nilpotente(classique))

Soit T' € M,,(K) une matrice triangulaire (supérieure) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
On veut montrer que 7" = 0.

Pour cela on considére f 'endo.cano. asso. a T, B = (€}, ...,¢,) la base canonique de K"

On note pour tout k € [1,n], Fx, = vect(é1,&, . . .,é&) et Fy = {0}

1. Montrer que f(Fy) = Fy
2. Montrer que Vk € [1,n], f(Fk) = vect(f(€1),f(€3),...,f(€k))
3. Montrer Yk € [1,n], f(Fy) C Fy—1
4. En déduire f™(F,), puis que 7" =0
5. Dans le cas n = 3, en effectuant un calcul matriciel, retrouver que T° = 0
ALG 197 3 1 1
Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A= | 0 2 0
-1 -1 1
200
On souhaite montrer que f se trigonalise sous la forme T'= [0 2 1
00 2
Les calculs donnent P(X) = (X — 2)3 et E, est le plan d’équation 2 +y + z = 0
fler) =26
On sait que la question revient a déterminer une base (€1,62,63) de R? telle que { f(&y) = 26,

1. A quels espaces €, doit-il nécessairement appartenir?
Déterminer alors un vecteur €, possible

2. Déterminez un vecteur €3 possible ainsi quun vecteur €

3. Vérifiez que la famille (€},65,63) est bien une base.

4. Conclure, et écrire une égalité liant les matrices A et T

ALG 198
Soit E = R,1[X] et | f € £(E) définie par f(P) = P+ P + P" + -+ P"
Montrer que f est trigonalisable, mais n’est pas diagonalisable.
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ALG 199 01 1
Soit la matrice A= |2 1 -2

11 0
1. Montrer que A est trigonalisable et trigonaliser la matrice A
11 0
2. Montrer que les matrices Aet T= [0 1 0 | sont semblables
00 —1
ALG 200 4 -1 1 7 1100 1100
Soient les matrices A = 9 -2 -1 1 B = 0 100 et C' = 0 110
0 0 5 8 0011 0010
0 0 -2 -3 0001 0001
1. Montrer que A n’est pas diagonalisable.
2. Montrer que A et B sont semblables.
3. A et C sont-elles semblables?
ALG 201
Réduire les matrices suivantes:
3 4 -1 -4 -6 0 2 8 0 1 -9 3
A=1-11 1 B=(3 5 0 c=1-1 8 -1 D=13 -1 3
0 3 2 3 6 5 2 -4 4 0 0 8
ALG 202 (dim F = 3 et f posséde une vp simple et une double)
Soit £ un Kev de dimension 3, et f un endomorphisme de E.
On suppose que f n’est pas diagonalisable, et que f posséde deux valeurs propres distinctes.
1. Expliquer pourquoi il existe A # p tel que Pr(X) = (X — A\)(X — p)?
2. Donner la dimension de chaque sep
A0
3. Montrer qu’il existe une base (€1,62,63) dans laquelle la matrice de f est du type | 0 p
00
4. Justifier que b # 0 (on pourra considérer dimker(f — pidg) et rg(f — widg)
5. En posant &5 = xé] + yéy + 2€3,
A0 O
Montrer qu'il existe une base B de E pour laquelle Matgf =0 p 1
00 u
uw 1 0 uw 10 w0
6. Existe-t-il une base dans laquelle la matricede fest |0 p 0?7 {0 X 0?2 [0 A
00 X 00 u 00
ALG 203
Soit k € R.

6k —2 2—3k

1. Etudier la diagonalisabilité de A

2. On se place dans le cas ou A est diagonalisable
(a) Donner les matrices P et D telles que A= P.D.P~!
(b) Déterminer A™ pour n € N

On considére la matrice A = (4k - Qk;)
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ALG 204 1 00
Soit la matrice A= | -1 3 0
8 2 4
1. Justifier que A est diagonalisable
2 0 0 100
2.0nnote P=1 1 0]JetD=1|0 30
-6 -2 1 00 4

Justifier que A = P.D.P~!
3. On souhaite déterminer toutes les matrices X € M3(R) telles que X2 = A.
(a) A l'aide de la décomposition ci-dessus, donner 8 matrices X qui vérifient X2 = A
(b) Montrer que si X? = A alors forcément P~'X P est une matrice diagonale.
(on pourra remarquer que si X2 = A alors AX = X A)
(c) En déduire toutes les matrices X telles que X? = A

ALG 205
Soit n > 1et f:R,[X] — R[X]
P(X) — (2X +1).P(0)
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]
2. Calculer fo f.
3. f est-il diagonalisable? Donner ses éléments propres

ALG 206
Déterminer les éléments propres et indiquer si les matrices suivantes sont diagonalisables
L1000 L1100 Liooin
11000 11100 001100
A=(1 100 0 B=|0 0000 02001100
000O00O 00000 110011
000O00O 00000 110011

ALG 207

Soit u et v deux endomorphismes de C".

1. Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable.
(On fera une démonstration avec matrice et une sans matrice)

2. Montrer que si v est diagonalisable alors il existe au moins un endomorphisme u diagonalisable tel
que u? = v.

3. Soit p une valeur propre non nulle de u? et A un complexe tel que A\*> =
Montrer que: ker(u? — p.id) = ker(u — \.id) @ ker(u + \.id).

ALG 208

Soit n >0

On consideére 'application ¢ définie sur R,[X] par p(P) =nXP — (X? —1)P’
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X]

2. Montrer que la famille (1,X — 1,...,(X — 1)") est une base de R,[X] et déterminer la matrice de
o dans cette base.

3. Déterminer le polynoéme caractéristique de ¢
4. L’application ¢ est-elle diagonalisable?
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ALG 209

Soit £ un K-ev et f un endomorphisme de E tel que f? — 3f + 2idg = 0.
1. Montrer que E = ker(f — idg) ® ker(f — 2idg).
2. On suppose que E est de dimension finie.

In(det(f))

< di
2 <dimFE

f est-il diagonalisable? Montrer que 0 <

ALG 210
Soit n > 0 et E = R,[X].
Pour tout P € E, on pose f(P) =X.(1-X).P'+nX.P
1. Montrer que P est un endomorphisme de £
2. Déterminer le spectre de f.
3. On souhaite déterminer maintenant les sous-espaces propres
X—-A
(a) Pour tout A € R, déterminer la décomposition en éléments simples de h
(b) En vous aidant d’une équation différentielle, déterminer les sep de f

4. f est-elle diagonalisable?

ALG 211 0 10
Onmnote A=| 0 0 3| eton définit £ = {al3 +bA+ cA?|(a,b,c) € R®}
1/3 0 1

1. Montrer que E est un sev de M3(R) et que 4% € B
Montrer que B = (I3,A,A2) est une base de £
2. Quelle équation vérifie les valeurs propres de A?
3. Déterminer, sans calculer ses val. propres, si A est diagonalisable dans R. Méme question dans C.

4. On définit sur F Papplication f en posant VM € E| f(M) = AM
Montrer que f est un endomorphisme de E et donner sa matrice dans la base 5.
f est-il diagonalisable?

ALG 212
Soit n =2 et f:R,[X] — R[X]
P — (X*+X)P(1)+(X* = X)P(-1)
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]
2. Déterminer le noyau et I'image de f

3. Déterminer les éléments propres de f. f est-il diagonalisable? Que dire de g = 5}‘ ?

ALG 213 1 2
Soit A = (2 4> et f: Ma(R) — My(R)
M  —  AM

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de M3(R)

2. f est-il diagonalisable? Si oui, diagonaliser f!
3. Chercher un endomorphisme g tel que g% = f

ALG 214 1111 40 0 0

Justifi lesmatrices A= |0 2 2 2 eem=|2 2 Y O sont semblabl

Justiner que es maftrices = 0 0 3 . € = 1 2 3 0 sont sembplables.
000 4 N
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ALG 215
Soit f définie sur R® par f(x,y,2) = (y, — 2v +2y + 2, — . +y + 2).
1. Montrer que f est trigonalisable. Que peut-on dire d’une matrice triangulaire associée?

100
1]?
)
0
1
1

0
2. Existe-t-il une base de R? dans laquelle la matrice de f est 1
0

0

0
1
3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de f est (O
0

ALG 216
Soit f: R® — R3
(,y,2) — (z+25z, — bo — 4y — 25z, — 4z)
1. Montrer que f est diagonalisable
2. Donner une base de R? formée de vecteurs propres de f

ALG 217
Soit m € R.
On considére 'endomorphisme

f: RR — R
(xy,2) — (max+@B—m)y+B—m)zae+y—z —a+2y+4z)
1. Etudier, suivant les valeurs de m, la diagonalisabilité de f.
2. Dans le cas ol f est diagonalisable, donner une base de R* composée de #.p de f
3. Dans le cas ot m = 2, justifier qu'il existe une base de R? pour laquelle la matrice de f est de la
2 0 a
forme [0 3 b | avec (ab) € R?
00 2

ALG 218

Soit | f: K2 — K2
(17y) — (_y7I)
Montrer que f est diagonalisable si K = C mais pas si K =R

ALG 219 1 -9 3
Soit la matrice A= | 3 -1 3
0 0 8

1. Montrer que A est une matrice diagonalisable, et donner les matrices P et D
2. Déterminer A* pour k € N

ALG 220 k—3 —-5+k 4—k
Pour k£ € C, on considére A, = | —k+3 5—k k-3

—2 -2 3
Déterminer les éléments propres de Aj;. Ay est-elle diagonalisable?

ALG 221 (A retenir)
Soit f et g deux endomorphismes d'un ev F

1. On suppose que f et g sont diagonalisables. A-t-on f + g diagonalisable?

2. On suppose que f posséde une unique valeur propre.
Montrer ’équivalence: f est diagonalisable <= f est une homothétie
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ALG 222
Montrer que si A € M,,(K) posséde n valeurs propres distinctes alors A et AT sont semblables

ALG 223
1. Soit f: R,[X] — R,[X] .
P o X(P'+P' -+ P™)
Montrer que f est diagonalisable.

2. L’endomorphisme f défini sur R,[X] par f(P) = X2P® est-il un endomorphisme diagonalisable?

ALG 224

Soit f un endomorphisme de F diagonalisable de spectre {0,1,2}. (on a dim F' < c0)
1. En utilisant les matrices, montrer que f3 —3f2+2f =0
2. Sans utiliser les matrices, montrer que f3 —3f2 +2f =0

3. Déterminer f20%0

ALG 225
Soit A € M,(R) telle que A5 = A3,
1. Montrer que les valeurs propres de A sont toutes réelles
2. On suppose que n =3 et que {—1,+ 1} C sp(A).
Montrer que A est diagonalisable

ALG 226 6 —4 —4 2 =10
Soient les matrices A=14 -2 —4|etB=|-1 1 1
4 —4 -2 1 -11
Montrer qu’il existe P € GL3(R), que l'on déterminera, telle que
* 10
P~'AP soit diagonale et PT'BP = |0 x 0
0 0 =
1 T
On donne E_y(A) =vect(|[ 1)), Ex(A)={|y|.,lv—y—2=0}
1 z

1 1
et Ey(B) =vect(|1]),Es(B) =vect(|0])
1 1

ALG 227
Soit £ = M, (C) et f € L(F) défini par f(X) = —-X + (tr X).I,
1. Déterminer les éléments propres de f
2. f est-il diagonalisable?
3. Trouver un polynéme du second degré qui annule f, ¢’est a dire telle que P(f) =0
4. Montrer que f est bijective et donner f~1(X) explicitement.

ALG 228
Soit @ un réel. On considére f: R* — R?
(z,y) — ((a+2)z + ay,(a — 2)z + ay)
1. Montrer que f est toujours trigonalisable
2. f est-elle toujours diagonalisable?
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ALG 229 ALG 235
Soit A € M»(C) telle que tr A = 5 et tr(A?) = 4i + 5. Soit £ un R—ev de dimensions 3 et f un endomorphisme de E tel que
Montrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice diagonale semblable a A.

det(f) =0 tr(f) =1 et kerfCImjf
ALG 230

Pour tout (a,b,c) € C3, on note M (a,b,c) = 1. Déterminer les dimensions de ker f et de Im f

b
a
¢

>0 2
ISER= e

2. Montrer que f est trigonalisable

01 3. Déterminer les valeurs propres de f et indiquer si f est diagonalisable
On note F' = {M(a,b,c)|(a,b,c) € C?} . On considére également = [ 0 0
10

S = O

ALG 236
Soit f : C;[X} — (CJ[X]
P +— X)P(1/X)

1. Montrer que F' est un espace-vectoriel. Déterminer une base de F' et préciser sa dimension. R . s
f est-il diagonalisable? Donner ses éléments propres

2. Montrer que T' est une matrice diagonalisable dans C.

Donner une matrice P € GL3(C) et une matrice diagonale D tel que T'= P.D.P~1, ALG 237
3. Caleuler T?, puis justifier que, pour tout (a,b,c) € C*, M(a,b,c) est toujours une matrice diagona- Soit n > 1 et @ un polyndme de degré n a coefficients réels.
lisable (dans C). Pour tout P € R,[X] on pose f(P) = (P.Q)™.
Indiquer les valeurs propres de M (a,b,c) 1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]
ALG 231 2. Justifier que f est diagonalisable
La matrice de M,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 1 est-elle diagonalisable? ALG 238
Si oui, trouver P et D Soit a € R.
ALG 232 400 1 -6 3 111 0 o a
Soient les matrices A= | -3 6 1|, B=[15 —10 3 |etc=[1 1 1 Donner une cns sur a pour que la matrice A = lj-aa —aa —11+—aa soit diagonalisable dans M3(R)
—6 4 6 15 -6 -1 1 11
1. Montrer que A, B et C sont 3 matrices diagonalisables ALG 239 (Calcul de la vp de plus grand module)
2. Montrer que s’il existe une matrice inversible P telle que P~'AP et P~'CP sont diagonales alors Soit A € M,,(C) .
AC = CA. A et C sont-elles diagonalisables a ’aide d’'une méme matrice de passage? On note les vp de A comptées avec leur multiplicité Aj, Ao, ... A\, et on suppose
3. Montrer qu’il existe une matrice inversible P telle que qu'elles vérifient [Aj] > [Xa] = ... = |\,
400 8 0 0 1. Justifier qu'il existe P € GL,(C) et T triangulaire supérieure telles que P~ A.P =T
—1 -1
PTAP= {0 4 0)et PPIBP= (0 —4 0 2. Montrer que Yk € N, A* = PT* P!
008 0 0 —4 k+1
tr( A
o 0 3. Montrer que \; = khm W
—oo I
On donne Ey (A y |, —3x+2y+2=0} Es(A) =vect(|1])
P 2 ALG 240 W la
1 On consideére les matrices de la forme M (a,b) = (b 1 b)
et Eg(B) = vect( } ) Ea(B) ={ Z |52 =2y + 2 =0} 1. Montrer que pour a — b # 1 la matrice M (a,b) est diagonalisable
2. Montrer que pour a — b =1 et a # 1 la matrice M(a,b) est semblable & (1 1)
ALG 233 3 8 7 000 01
Soient lesmatricess A= 1 4 3 |letB=[0 1 1 3. Dans le cas ot a — b # 1, calculer M(a,b)".
92 —6 -5 00 1 En déduire une CNS portant sur (a,b) pour que la suite (M (a,b)"), converge
Mont A n’est pas di alisable, pui A et B sont blables.
ontrer que A n’est pas diagonalisable, puis que A et B sont semblables ALG 241
ALG 234 m 3—m 3—m Soit dim £ = n et f,g deux endomorphismes de £ qui commutent.
Pour tout m € R, on considére f 'endomorphisme canoniqement associ¢ & A = | 1 1 -1 On suppose f posséde n valeurs propres distinctes Ay, ... A, associées aux v.p respectifs ey, ... e,
-1 2 4 1. Que peut-on dire de f et de la dimension de chacun de ses sep?
Etudier, en fonction de m, la diagonalisabilité de f 2. Justifier que chaque e; est aussi vecteur propre de g.

3. g est-il diagonalisable? les valeurs propres de g sont-elles toutes distinctes?
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ALG 242

Soit (a,5) € R* x R.

On pose f: P € RIX] — ((aX + B)P)

. Montrer que f est un endomorphisme de R[X]

. Déterminer les éléments propres de f

. Justifier que R, [X] est stable par f

. Ecrire la matrice A de 'endomorphisme induit par f sur R, [X], dans la base canonique

U= W N =

. Diagonaliser A

ALG 243
. . 5 3
Soit la matrice A =
13

1. Montrer qu’il existe P inversible et D diagonale telles que D = P~1.A.P

2. Montrer que si une matrice A commute avec D alors A est une matrice diagonale

3. Montrer que si M € M,(R) vérifie M2 + M = A alors P~'.M.P commute avec D , et en déduire

que P71.M.P est diagonale
4. Résoudre 'équation matricielle M? + M = A

ALG 244/0 0 1
Soit A= (1 0 0] et B=a.l3+b.A+cA?avec (a,bc) €R
010
1. Déterminer les éléments propres de A
2. En déduire ceux de B

ALG 245
Soit f € L(R?) telle que f2+ f =0
1. Montrer que Im(f) & ker(f) = R3
2. Montrer que si A est valeur propre de f alors A3 + A = 0. Déterminer si f est diagonalisable
3. Montrer que Im(f) = ker(f2+1id) et que, si f # 0, il existe une base de R? pour laquelle la matrice

00 O
de fest [0 0 —1
01 0

ALG 246
Soit n>2et f: PER,[X]— 2X —1)P' + (X?> - X —2)P”
1. Vérifier que f € L(R,[X])
2. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de R,,[X]
3. Déterminer les valeurs propres de f et en déduire que A est diagonalisable
4. On note Ay, ... ,\, les valeurs propres de f rangées par ordre croissant.
Montrer que si P est un polynoéme propre (=vecteur propre) associé a A alors deg P =k
5. Montrer qu'il existe une unique famille de polynomes (Py)re[on) telle que, pour tout k, Py, soit un
polynéme unitaire de degré k et un vecteur propre de f associé & \g
6. Dans le cas n = 3, donner (FPy,P;,P,Ps)
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ALG 247
Dans cet exercice, on considére C comme un R—espace vectoriel.
Pour tout (a,b) € C? on considére f,;: C — C

z — a.z+bZ
1. rappeler une base et la dimension de C

2. Montrer que {fu; | (a,b) € C*} = L(C)
(on pourra considérer I'image d’une base)
3. Donner la trace et le déterminant de f,; en fonction de a et b
4. Donner une cns pour que f,; soit diagonalisable
5. Donner en fonction de a et b le déterminant et la trace de f,

ALG 248
Soit £ un R-ev de dim finie, B sa base et f un endomorphisme de E telle que

Vo € E,3p, € N*, fP*(z) =z

1. Pour tout e € B, montrer qu’il existe p € N* vérifiant fP(e) = e
En déduire qu'il existe m € N* vérifiant f™ = idg
2. On suppose que f est diagonalisable. Montrer de f? = idp
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