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1 Probabilité

(- ~
définition 1: rappel de la définition de sup dans le cas (2 fini
‘ Soit €2 un ensemble fini.
On appelle probabilité sur €2 toute application P : P(2) — [0,1] telle que:
i) P(Q) =1
ii) Pour tout couple d’événements disjoints A et B, P(AU B) = P(A) + P(B) (additivité finie)
1l est facile de vérifier que cette définition est compatible avec la définition 2 plus générale lorsque l'on
L prend T = P(Q) pour tribu )
(= )
définition 2: axiomes des probabilités
>
Soit €2 un univers et 7 une tribu.
On appelle PROBABILITE SUR (2,7) une application P : 7 — [0,1] telle que
i) P(Q) =1
ii) Pour toute suite d’événements (A, )nen deux & deux incompatibles on a
+oo
P(|J An) =) P(4n) (o-additivite)
neN n=0
(La définition implique implicitement que la série est convergente.)
Le triplet (Q,7,P) s’appelle UN ESPACE PROBABILISE
Un espace probabilisé est donc la donnée d’un univers, de l’ensemble des événements(=la tribu) et d’une
probabilité pour chacun de ces événements
On rappelle que deux a deux incompatibles signifie deux & deux disjoints
S c’est o dire que ¥n #m, A, N Ay, =0 )
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Espaces probabilisés 2

Les propriétés suivantes, valables sur un espace probabilisé fini, sont aussi valables sur un esp. proba. dénombrable!

théoréme 1:
Soit (€2,T,P) un espace probabilisé dénombrable ou fini:

1. P(@)=0
2. Si A est un événement alors P(A) =1 — P(4)
3. Si A et B sont deux événements, tels que A C B alors P(A4) < P(B) (croissance)

4. Si A et B sont deux événements, alors

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

P(AUB) < P(A)+ P(B)

si de plus A et B sont incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B) (additivité finie)
P(A\B)=P(ANB)=P(A) — P(ANB)

9 . . ) )
*exemple 1: formule du crible de Poincaré(HP)
Soient Aq,A4,,...,Ay des événements (on ne les suppose pas 2 a 2 disjoints )
N N
P(U Ap) = X (D! > P(Ai, N A, N---NAg)
k=1 k=1 1<i1 <ig<--<ix <N

Par exemple pour N = 3 cela donne

P(A; U Ay U Az) = P(Ay) + P(As) + P(A3) — P(A; N As) — P(A2 N Az) — P(A; N As) + P(A; N Ay 1 A3)

\d savoir redémontrer en posant B = As U Az et en utilisant le 4 du théoréme

J

théoréme 2: probabilité d’une union
Soit (A, )nen une suite dévénements de (£2,7,P) un espace probabilisé.

1. cas d’une union finie:
N N

e pour tout entier N, on a P(|J 4,) < Y. P(A,)
n=0 n=0
N N
e Si de plus les événements sont incompatibles deux a deux, P( |J Ayn) = >, P(A,)
n=0 n=0

2. cas d’une union dénombrable :

e Sila série Y. P(A,) converge alors on a P( |J A,) <
n>0 neN

P(An)

i

o0
e Si de plus les événements sont incompatibles 2 4 2, on a P(|J A4,) = >, P(4,)
neN n=0

"LA PROBABILITE DE L’UNION EST MAJOREE PAR LA SOMME DES PROBABILITES"
"QUAND ON CALCULE LA PROBABILITE D’UNE UNION, ON SE DEMANDE SI CETTE UNION EST DISJOINTE
2 A2"

remarque 1 (Trés importante)
Pour calculer la probabilité d’une union on se demande si cette union est disjointe deux a deux.
e Si c’est le cas: la probabilité de I'union est égale a la somme des probabilités

e Si ce n’est pas le cas: on peut juste dire que la probabilité de I'union est majorée par la somme des
probabilités
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Espaces probabilisés 3

(=
@déﬁnition 3: événement négligeable

Soit (2,7,P) un espace probabilisé,
Un événement A est dit NEGLIGEABLE OU PRESQUE IMPOSSIBLE si P(A) =0
Un événement A est dit PRESQUE SUR OU PRESQUE CERTAIN si P(A) =1

0 est un événement négligeable, ce n’est peut-étre pas le seul.
Q) est un événement presque certain, ce n’est peut-étre pas le seul.

Pour comprendre ces notions, appuyons nous sur les lois normales(HP):
si une variable aléatoire réelle X suit la loi normale N'(0;1), alors la probabilité que la valeur de X soit

1
dans lintervalle [a,b] était égal a Pla < X < b) = Wor f; e=¥/2dt, et donc en particulier la probabilité
m

que X soit égale a une valeur fizée xo était égale a
1 v t2/2
P(X =29) =Plrg < X <29) = — e dt =0
=)= eSS = e /

Oui, pour tout g € R, I"événement (X = xq) est de probabilité nulle!
Les événements (X =1),(X =), (X = 2020),... sont tous des événements négligeables

9 Qu’en est-il des événements (X € N) ou (X € Z) ou (X € Q) ?

(‘exemple 2: probabilité uniforme

1. ’cas ou Q est fini: Q = {wy,... ,wN}‘

On appelle probabilité uniforme sur §2 la probabilité P pour laquelle tous les événements élémentaires
ont la méme probabilité.
Comme la somme des probabilités élémentaires doit valoir un, on a donc

pour tout i € [1,N], P{w;}) = %

2. | cas ou  est dénombrable: Q = {w; /i € N}. ‘

Il n’existe pas de probabilité uniforme sur !

En effet, supposons qu’une telle probabilité existe et notons c la probabilité commune a tous les
événements élémentaires.

On sait que la série >, P({w;}) doit étre une série convergente (de somme égale & un).

e Notons S, la somme partielle d’indice n de la série précédente.
On a

Vn>0,S5, = Xn:P({wz}) =(n+1).c
i=0

Or si c # 0, il est clair que la suite (Sy,) est divergente, ce qui signifie que la série > P({w;})
diverge.
Nous venons de prouver que ¢ =

e Mais alors on a P(Q2) = io: P({w;}) = i 0=0#1
i=0 i=0

contradiction!

e ON RETIENDRA QU’IL N’EXISTE PAS DE PROBABILITE UNIFORME SUR UN UNIVERS DENOMBRABLE,

. . card(A) o
e SUR UN UNIVERS FINI LA PROBABILITE UNIFORME VERIFIE P(A) = ————~ POUR TOUT EVENEMENT W

9 card(92) )
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2 Probabilité conditionnelle

(n )
(@y)définition 4: probabilité conditionnelle

Soient A et B deux événements de (2,7,P) un espace probabilisé, tel que P(B) > 0.

On appelle PROBABILITE CONDITIONNELLE DE A SACHANT B, et on note Pg(A) ou P(A|B), le réel

P(ANB)
B( ) ( | ) <P(B)

rem: on rappelle que A|B ne désigne pas un événement!

S J

'théoréme 3:
Soit B un événement de (£2,7,P) un espace probabilisé, tel que P(B) > 0.

Alors l'application | Pg : T — R est une probabilité sur (Q,7) ,
A — P%(A)
on l’appelle LA PROBABILITE CONDITIONNEE A B

démonstration: on montre que Pp vérifie les axiomes d’une probabilité

i) Pp est clairement & valeurs positives

i) Pp(Q) = P(]?(;)B) = igg; =1lcar QNB=BR8

iii) Soit (Ap)nen une suite d’événements deux & deux incompatibles.

Notons pour tout n, C,, = BN A,.

La suite d’événements (C,,)nen est encore une suite d’événements deux & deux incompatibles.
En effet: soit n = m
OnaC,NCy=(A,N"B)N(A,NB)=(A4,NA,)NB=0NB=10]

Comme P est une probabilité on peut écrire

+o00o
P(|J Cn) =) P(Cn)
n=0

neN

()rlng(lJ f4n) = LJ(l;r114n) = LJ Ch

neN neN neN

donc P(B(\( LGJNAn)) = P( UN Ch)
Ainsi l "

+o0
PB\(|J 4n) =>_ P(A.nB)

neN

En divisant chaque membre de cette égalité par P(B) > 0 cela donne

P(BA(CU An))

neN

1 X X P(A,NB
P(B) P(B)'ZP(A"“B) =y Pl B

P(B)

n=0 n=0

400
cest a dire Pp( |J An) = > Pr(An)
neN n=0
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'théoréme 4: formule de Bayes ou des causes

Soient A et B deux événements de (2,7 ,P) un espace probabilisé, tel que P(A) > 0 et P(B) >0
On a

rem: cela provient simplement de l’égalité évidente

P(B)Py(A) = P(AN B) = P(A)Pa(B)

'théoréme 5: Formule des probabilités composées
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé,
et (Ax)re[1,n) une suite finie d’événements tels que P(A; N AN ---N A, 1) > 0, alors

P(AiNAzN---NA,) = P(A1)Pa, (A2) X -+ X Pa;nazn-nan_s(An-1)-Pa;nasn-na,_, (An)

En particulier pour n = 3 cela donne ‘ P(A1NAyNAs) = P(A1).Pa,(A3).Pa,na, (As) ‘

rem: cette formule permet de calculer une intersection d’un nombre fini d’évenements

démo dans le cas n=3 et n=4

‘exemple 3:
Dans une urne se trouvent 3 boules vertes et 3 boules rouges.

On extraie successivement,sans remise, 3 boules en suivant la régle suivante: si la boule extraite est verte, on
ajoute deux boules rouges, sinon on ajoute deux boules vertes.

Déterminer la probabilité de tirer successivement 3 boules vertes.

Solution

Serge Lemarquis
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3 Systéme complet d’événements, formule des probabilités totales

(= )
définition 5: systéme complet d’événements (SCE)

Soit (2,7,P) un espace probabilisé.
1. Une suite finie (A, )nep1,n) d’événements est un gsystéme complet d’événements lorsque:
i) les événements sont 2 & 2 disjoints: Vi # j, A;NA; =0

ii) D'union est Punivers tout entier: |J A4, =
n€[l,N]

2. Une suite (A, )nen d’événements est un SYSTEME COMPLET DENOMBRABLE D’EVENEMENTS lorsque :
i) les événements sont 2 & 2 disjoints: Vi # j, A;NA; =0
ii) P'union est 'univers tout entier: |J A4, = Q
neN
rem: Une famille d’événements est un SCE chaque élément de Q appartient a un et un seul des évé-
nements de la famille.
cad, E un et un seul des événements de la famille se réalise lorsque ’expérience alétoire se déroule

rem:(cas important) si A est un événement alors (A,A) est un SCE

&

illustration d’un SCE comme partition de )

(" . N
‘exemple 4: savoir reconnaitre un SCE

Expérience aléatoire: on lance une piéce de monnaie une infinité de fois.
Indiquer si les familles suivantes sont des SCE

1. F = (A,B) avec A="le premier lancer a donné pile" , B="le premier lancer a donné face"
2. F = (A,B) avec A="1le premier lancer a donné pile" , B="1e second lancer a donné face"

3. F = (A,B,C) avec A="le premier lancer a donné pile" , B="le second lancer a donné face" et C="1le
second lancer a donné pile"

4. F = (An)nefo.q] avec A, =" on a obtenu exactement n Piles avec les quatre premiers lancers"
5. F = (An)nen avec A, = "on a obtenu Face au n-iéme lancer " ou n € N* et Ag= "aucun lancer n’a
donné Face"
6. F = (An)nen+ avec A,, = "on a obtenu Face pour la premiére fois au n-iéme lancer " ou n € N*
7. F = (Ap)nen avec A, = "on a obtenu Face pour la premiére fois au n-iéme lancer " o n € N* et
—n I A n
S Ap= "aucun lancer n’a donné Face )
e )
@déﬁnltlon 6: systéme quasi-complet d’événements
Une suite d’événements (4;);cs est un systéme quasi-complet d’événements lorsque
i) les événements sont 2 a 2 disjoints: Vi # j, A;NA; =0
i) P(U A) =1
icJ
S rem: un systéme complet d’événements est aussi un systéme quasi-complet mais la réciproque est fausse )
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Espaces probabilisés 7

théoréme 6: formule des probabilités totales avec un systéme complet fini

Soit (Ap)nep,n] un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements.
Alors pour tout événement B on a

M=

P(B) =

N
P(BNnA,)= > P(A,)P(B|A,)| avec la convention P(A,).P(B|A,) =0 lorsque P(A,) =0
n=1

n=1

remarque: trés souvent on utilise cette formule avec N = 2 et Ay = Ay:

P(B) = P(BN A1) + P(BN A1) = P(A1).P(B|A1) + P(A1).P(B|A)

(‘exemple 5: trop classique, lien entre SCE et arbre h

Dans une fabrique, un étude statistique a montré que le pourcentage de piéces défectueuses fabriquées est
égal & 2%. Pour éliminer les piéces défectueuses, un test de qualité est mis en place dont les résultats sont les
suivants:

o le test élimine 99% des piéces défectueuses

e le test élimine 0,5% des piéces non défectueuses.
Questions:

1. Déterminer la probabilité qu’une piéce soit éliminée a tort.

2. Déterminer la probabilité qu'une piéce soit défectueuse sachant qu’elle n’a pas été éliminée par le test.
Réponses:

e On note D I’événement "la piéce est défectueuse”, et T I’événement "le test élimine la piéce”.

e L’énoncé donne P(D) = 0.02 P(T|D) =Pp(T)=0.99 et P(T|D)= Px(T)=0.005

1. La premiére question revient a calculer P(T N D)
On a P(TN D) = P(D).P(T|D) avec P(D) =1~ P(D) =1-0.02=0.98.
Ainsi P(T' N D) = 0.98 x 0.005 = 0.0049

2. La deuxieme question revient a calculer P(D|T) = Px(D)

On a Pr(D) = ];((i))PD (T) . 1l nous manque P(T) et Pp(T).

Comme (D,D) est un systéme complet d’événements, on a d’aprés la formule des probabilités totales

P(T) = Pp(T).P(D) + P5(T).P(D) = 0.99 x 0.02 4 0.005 x 0.98 = 0.0247

Done P(T) = 0.9753

_ .02
Ona Pp(T)=1-Pp(T)=1-0.99=0.01 et Px(D) = % x 0.01 = 0.0002 a 10~* pres, soit a peu
pres 0.02% .

- J

représentation avec un arbre
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(‘exemple 6:
Dans tout cet exemple, on notera:
e B I’événement la boule tirée est blanche
e A, 'événement on tire la boule dans I'urne numérotée n

1. Soit N > 1 un entier fixé.
On dispose de N urnes numérotées de 1 & N.
L’urne numérotée n renferme n boule(s) blanche(s) et N — n boule(s) noire(s).
On choisit au hasard de maniére équiprobable une des urnes et ’on extrait une boule.
Cette boule est blanche! Quelle est la probabilité de ’avoir tirée dans 'urne numéro n?

e Pour tout n on a P(A,) = et P(B|A,) = Pa,(B) =

o (A1,As, ... ,AN) est un systéme complet d’événements (fini) donc d’aprés la formule des probabilités
totales on a

=|=

N N N
1 1 1 N(N+1) N+1
P(B):ZP(A,L).PAn(B):Z.N. :mzn:ﬁ. (2 ) _ N
n=1 n=1 n=1

e On cherche pour n fixé Pg(A,). D’aprés la formule de Bayes on a

L,

(1] 0

'théoréme 7: formule des probabilités totales avec un systéme complet
dénombrable
Soit (A )nen un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements
Alors pour tout événement B,

la série »  P(B N Ay) converge et | P(B) = fj P(BNA,) = f P(A,)Pa4, (B)
n=0 n=0

avec la convention: P(A, )P4, (B) =0si P(A,) =0
rem: cette convention est justifiée par le fait que BN A,, C A, et donc que P(BN A,) < P(4,) =0

démo
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(‘exemple 7: )
Dans tout cet exemple, on notera:

e B I’événement la boule tirée est blanche

e A, 'événement on tire la boule dans I'urne numérotée n

2. On dispose d’une infinité d’urnes numérotées par N*.
Pour tout n € N* fixé, 'urne numérotée n renferme n boule(s) blanche(s) et 2 boules noires.

L’expérience consiste & choisir une urne au hasard (on suppose que P(A,) = pour tout n > 1), et &

1
nin+1)

en extraire une boule. On se pose les mémes questions que précédemment
e Pour tout n on a Py, (B) =

e Comme (Ap)nen+ est un systéme complet d’événements (dénombrable) on a d’aprés la formule des
probabilités totales

P(B)=> P(4,NB)=> P(A,).Pa,(B)=> n(n; no_y 1
n=1 n=1 n=1

+1)n+2 = (n+1)(n+2)
Un calcul classique prouve que i N et donc P(B) !
Vi =35 =
e PIOWE AN i D(n+2) ~ 2 2
1
) : _ P(A,) nn+1) n 2
e Pour n fixé on a cette fois Pg(4,) = P(B) Py, (B) T 742 i+
N 2 J

(1] [

'théoréme 8: formule de Bayes-deuxiéme version (a savoir retrouver)
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé et soit B un événement tel que P(B) > 0, alors

1. Si (An)nep,n) un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements, on a

pour tout n € [1,N] tel que P(A4,,) >0,ona |Pg(4,)= P(A?’)(P;‘)n = - NP(An)PAn >
>, P(Ax)Pa (B)

k

2. Si (An)nen un systéme complet (ou quasi-complet) dénombrable d’événements, on a

pour tout n € N tel que P(4,) >0,ona |Pp(A,)= P(An)Pa,(B) _ _P(An)Pa,(B)

P(B) 2 p(4,)Pa(B)
k=0

Serge Lemarquis
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10

(‘exemple 8: des probabilités en cascade

On note B; l'évenement "la i-iéme boule tirée est blanche”
1. Quelle est la probabilité de ne tirer que des boules blanches ?

blanche, puis une une noire , en commengant par une blanche ?
3. Quelle est la probabilité de ne tirer qu’une boule blanche ?
Réponse
1. On utilise la formule des probabilités composées:
P(Bl N---N Bn) = P(B1>P(B2|Bl)P(Bg|Bl n BQ)P(BH|Bl N B2 n---N Bn—l) avec

o P(By) = % (il y a n boules blanches et 2n boules au total)

2. On note Nj I’événement "la k-iéme boule tirée est noire" .
On utilise encore la formule des probabilités composées :

P(BlﬂNgﬂ---ﬂBn_lﬁNn)=(2k)( 2k )(2]{1—1).“(]6'4-1 ) k+1

)

4k 4k — 174k — 27 2k 4 27 2k + 1
C i implifi P(BiNNaN---NBp_1NN,) (2k)7
i implifie en e e n) =
e qui se simplifie e 1 2 1 R (47!
3. Notons A I’événement "ne tirer qu’une boule blanche"
A est la réunion disjointe des événements:
(BiNNaN---NN,) , (NiNBsNNsN---NN,) ,..., (BiNBaN---NB,_1NN,)
On a toujours avec la méme formule des probabilités composées:
n n n—1 2 n.n!?
P(BiNNaN---NN,) = —. . =
* P(BLNN; )= T2 ntl (2n)!
n n n-—1 2 n.n!?
P(NyNBsNNsN---NN,) = — =
* PINLN BN N )= i nyi (2n)!
nn—-1 n n—2 2 n.n!?

* P<N10N2mB3mN4m“.mNn):%Qn—IZn—ZQn—S'“n—l—l B (2n)!

leurs probabilités, d’ou:

B (n!)?
P(4) =n? (2n)!

application numérique: pour n =4 on a P(A) ~ 23% et pour n =10 on a P(A) ~ 0,05%

Comme toutes ces probabilités sont égales cela donne

Une urne contient 2n boules : n noires et n blanches . On tire successivement et sans remise n boules de l’urne.

2. On suppose que n est pair(on note n = 2k) .Quelle est la probabilité de tirer en alternance une boule

. P(B2|Bl):2n_ 1(ilyanflboules blanches et 2n — 1 au total)
n—
n—2
P(B3|B;1 N By) =
* PBsIBiNBe) = 50
n—(k—1) .
o P(Bi|B1N---NBy_1) = Dy r— (il y an — (k—1) boules blanches et 2n — (k — 1) au total)
n,n—1_ n—-2 1 n! n!?
d’ou | P(B Bn — (— — —
ou | P(Bin---0Ba) = (505 =7) 5,5 G 7) = oyt = @
n!

Comme A est la réunion disjointe des événements ci-dessus on sait que P(A) est égal a la somme de

P(A)=P(BiNNaN---NN,)+P(NyNBsNNsN---NN,)+---+P(B1NByN---NB,_1NN,)

~N
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4

Evénements indépendants

-

définition 7: indépendance cas fini

Soit (£2,7,P) un espace probabilisé
On dit que:
i) LES EVENEMENTS A ET B SONT INDEPENDANTS lorsque P(AN B) = P(A)P(B)
(c’est & dire Pg(A) = P(A) quand P(B) > 0)
ii) les événements (A,)ne(1,...,n} SOnt 2 A 2 INDEPENDANTS lorsque

V(i,j) € {1,...,N}? tels que i # j , P(4; N A;) = P(A;)P(4,)
iii) les événements (A, )neq1,..., v} sont (MUTUELLEMENT) INDEPENDANTS lorsque
pour tout sous ensemble I C {1,...,N}, P(() 4;) = [[ P(4)
iel i€l

rem 1: Attention a ne pas confondre indépendant et incompatible!

rem 2: il est clair que la (mutuelle) indépendance implique l’indépendance 2 a 2 , mais la
réciproque est fausse.

-

J

Question malicieuse : pour montrer la mutuelle indépendance de N évéments,
combien de vérifications doit-on effectuer?

re

re

marque 2 (ne pas confondre indépendants et incompatibles)
e Des événements peuvent étre indépendants pour une probabilité P
mais ne plus I’étre pour une probabilité P; !
e En revanche, la notion d’incompatibilité ne dépend pas de la probabilité P choisie sur I’espace.
e Il n’y a pas d’'implication entre "indépendant" et "incompatible”.

marque 3 (importante)

QUAND ON CONSIDERE LA PROBABILITE D’UNE INTERSECTION D’UN NOMBRE FINI D’EVENEMENTS, ON SE
DEMANDE S’IL S’AGIT D’EVENEMENTS (MUTUELLEMENT) INDEPENDANTS

exemple 9: l’'indépendance mutuelle entraine I'indépendance 2 a 2, mais la
réciproque est fausse.

On lance 2 dés parfaits. A; est 'événement "le premier dé améne un nombre pair", A, est ’événement "le

d

euxiéme dé améne un nombre pair", Az est ’événement "la somme des dés est paire".

Montrer que (A1,42,A43) sont des événements 2 & 2 indép.s mais qu’ils ne sont pas mutuellement indép.

11 Serge Lemarquis



Espaces probabilisés 12

théoréme 9:
Soit (€2,7,P) un espace probabilisé
i) Si A et B sont deux événements indépendants
alors A et B sont indépendants, ainsi que A et B, ainsi que A et B

ii) Si (An)neq,...,n} sont (mutuellement) indépendants et si Vi € [1,N] on a B; = A, ou B; = A,
alors (By,)neq1,...,n} sont (mutuellement) indépendants

Par exemple si on sait que (A1,A2,A3,A4) sont des événements (mutuellement) indépendants,
on peut affirmer que:

(A1,A9,A3,A4) sont (mutuellement) indépendants
(A1,A5,A3,A4) sont (mutuellement) indépendants
(A1,A5,A3,Ay) sont (mutuellement) indépendants

démonstration du i)

On suppose que A est B sont indépendants, c’est a dire que P(AN B) = P(A).P(B)

e Ona A= (ANB)U (AN B) et cette union est DISJOINTE.
d’out P(A) = P(ANB) + P(ANB)
et donc

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A).P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A).P(B)

5 Continuité croissante et décroissante

( )
‘exemple 10:
Soit (A, )nen une suite d’événements.
n n
Notons pour tout n € N,C,, = |J Ax et D, = ) Ag
k=0 k=0
1. Montrer que la suite (C,,)nen est une suite croissante pour 'inclusion
2. Montrer que la suite (Dy,)nen est une suite décroissante pour l'inclusion
3. Montrer que | A, = U C,

neN neN
4. Montrer que () A, = () D,
neN neN

ce qui s’écrit encore | J ( O Ap)= U A, et N ( ﬁ Ap) = N Ay

neN k=0 neN neN k=0 neN
-

'théoréme 10: continuité croissante
Soit (£2,7,P) un espace probabilisé .
Soit (A )nen une suite croissante d’événements pour Uinclusion(c’est ¢ dire Yn € N, A, C Apiq).

Alors |P(|J An) = lim P(A,)

neN n—-+4o0o

remarques:

o le théoreme affirme implicitement lexistence de lim P(A,)
n—+4o00

e P( lim A,) na aucun sens car lim A, n’a aucun sens!
n—-+oo n—-+oo

12 Serge Lemarquis



Espaces probabilisés 13

théoréme 11: continuité décroissante

Soit (€2,7,P) un espace probabilisé .
Soit (A )nen une suite décroissante d’événements pour Uinclusion(c’est ¢ dire Vn € N, A, 11 C A,).

Alors | P( () A,) = lim P(A,)

neN n—~400

démonstration du théoréme 11 a partir du théoréme 10
e Soit (Ay)n>0 une suite décroissante d’événements pour 'inclusion

Notons pour tout entier n, B, = A,,.
La suite (B,,) est alors une suite croissante d’événements!
D’aprés le théoréme 11, on peut donc affirmer que P( |J B,) = lim P(B,,)
neN
Or:
i) P(By) =1-P(An)
i) UBn=U 4.= N An etdoncP(UBn)zl—P<ﬂAn>

neN neN neN neN neN

Ainsi P ( N An> =1-P ( U Bn) =1—1lim P(B,) =1 —lim(1 — P(A,)) = lim P(A,)

neN neN
N N
/’méthode 1: calcul de lim P(| A,) oude lim P([) A4,)

Pour toute suite d’événements (A, )nen (monotone ou pas), on a

N 00 N 00

lim P Ap) = i -
N—1>r-I|-1<>c (U n) P(U An) et N1—1>I-Ii-1<>o P(m An) P(ﬂ Ap)

n=0 n=0 n=0 n=0
Pour justifier ceci, on introduit la suite d’événements (C,,) ou (D,) de I'exemple , et on utilise les
théorémes de continuités croissantes ou décroissantes.

%exemple 11: exemple important h
On consideére I'expérience qui consiste a lancer une infinité de fois une piéce de monnaie.
On suppose les tirages indépendants et la piéce parfaitement équilibrée.
On souhaite prouver qu’il est presque impossible de n’obtenir que des Faces.

- J

Notons:

e pour tout k > 1, Fy, l’événement "Face est sorti au k-éme tirage".
o A l’événement "Face est sorti a tous les tirages”.

On a bien sir|A= () F.= () Fx

neN* n=1

La suite (F),)nen+ n'est pas une suite décroissante pour l'inclusion: nous ne pouvons donc appliquer directe-
ment la théoréme de continuité décroissante!
Nous allons utiliser l’astuce de la méthode 1

13 Serge Lemarquis
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6 Démonstrations

démonstration du théoréme 10:

Soit (A,,)n>0 une suite croissante d’événements.
i) Comme pour tout n € N A, C A, 41 on a ‘ Vn 2 0,P(A,) < P(Apt1) ‘

La suite (P(A;,))n>0 est donc une suite croissante et majorée (par un),

elle est donc convergente! Conclusion: | lim P(A4,,) existe
n—+00

n
ii) | On souhaite définir une suite d’événements 2 a 2 disjoints (B, )n>0 telle que Vn > 0, A, = |J B
k=0

On pose By = Ag et pour tout n € N*, B, =A4, —A,_1=A,NA,_1.

e Soit j > 1

ona B; C Ai C Aj_l, et Bj C Aj_l donc B; N Bj =0

ceci montre que les événements de la suite (B),)n>0 sont 2 & 2 disjoints.

n
e Par récurrence sur n, on montre que A, = |J By
k=0
i) Ap = By par définition

n
ii) on suppose que A, = |J By pour un n > 0 fixé quelconque

k=0
n
Comme A, 11 = A, UB,+1 onadonc A, = A, UBuy1 = (U Bg)UBpta
k=0
n+1
c’est a dire A1 = |J Bk
k=0

iii) Comme les By, sont disjoints 2 4 2 on a | P(A,) = P(|J Bx) = >, P(By) | pour tout n >0

k=0 k=0
iv) Ona | 4, = U (U Bg)etlonavuque J (U Br)= U Bn
neN neN k=0 neN k=0 neN
Onaainsi | A, = U Bn)et|P(U An)=P(U Bn)
neN neN neN neN

v) Or d’apres la définition d’une probabilité on peut écrire, car (B, ), >0 suite d’événements 2 a 2 incompatibles

P(U By) = ip(Bn): m kzi:OP(Bk):nErfwP(An) cqfd!

li
neN n—-+o0o

démonstration du théoréme 2, 1, deuxiéme point
Soit N un entier et A;,As,...,Ay des événements 2 & 2 disjoints

B,=A4, sil<n<N

B,=10 sinon

Considérons la suite d’événements (By,),>0 définis par

Il est aisé de se convaincre que la suite (B,,),>0 est une suite d’événements deux & deux incompatibles.
en effet:
sotent n et m deux entiers distincts

esil<n#m<N,omaB,NB,,=4,NA,=10

o sinon on a B, =0 ou B,,, =0 et donc B, N B,,, =0

+oo
On peut donc affirmer que P(|J B,) = > P(By,)
n=0

neN
Or
n=N
i) U Bn= U A4n
neN n=1
“+o00 N “+oc0 N “+oo N
i) > P(Bn)=P(Bo)+ > P(Bn)+ 2. P(Bn)=0+ ) P(An)+ > 0= 3 P(4y)
n=0 n=1 n=N+1 n=1 n=N+1 n=1
n=N N
On a bien prouvé que | P( | An) = > P(4,)
n=1 n=1

14 Serge Lemarquis
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