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ReBEN Iepie

1 Produit cartésien (rappels)

W( définition 1: produit cartésien(rappel)

1. Soient E et F' deux ensembles.
Le produit cartésien de E et de F est E x F = {(z,y)|x € Eety € F}.

2. Soient Fjy, ..., E, p ensemble.
Le produit cartésien de ces ensembles est

FEi xFEyx--- XEp:{(.’tl, ...,ZL'p)|Vi€ [[1,p]],xZ GEi}

3. Soit F une ensemble et p > 1 un entier

EP=EXEx---xE={(x1, ...,2p) | Vi € [Lp],z;, € E}
—_—
p fois

{g théoréme 1:

1. Si E et F sont finis, on a ‘ card(E x F) = card(F) x card(F) ‘
2. Si Ey,...,E,) sont finis, on a

‘card(El X Eg X -+ x E,) = card(E7) x card(Ey) X - -- x card(E,) ‘

3. Si E est fini, on a ‘ card(EP) = (card E)p‘
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2 Ensembles finis

définition 2: ensemble fini

Soit F un ensemble non vide.
e On dit que F EST UN ENSEMBLE FINI lorsqu’il existe un entier naturel non nul n et une bijection ¢ : [1,n] — F
e Dans ce cas, n est appelé LE CARDINAL DE E, on le note card(E) ou |E|.
o ct les éléments de E peuvent alors étre numérotés E = {x1,x2, ... xn} = {z;]i € [Ln]} = (i)icp,n)

On convient que l’ensemble vide a pour cardinal zéro: c’est le seul ensemble de cardinal nul.

théoréme 2:

Deux ensembles finis de méme cardinal sont en bijection

remarque: nous allons voir que deux ensembles infinies ne sont pas forcément en bijection et également que
deux ensembles infinis peuvent étre en bijection méme si l'un est strictement inclus dans l’autre!

démo:
Soient E; et F5 deux ensembles finis de cardinal n.
On sait alors que

e il existe une bijection ¢y de [1,n] — Ey
e il existe une bijection ¢o de [1,n] — Es

Comme D'application réciproque d’une bijection est encore une bijection et que la composée de deux bijections
est toujours une bijection, on peut affirmer ¢ o ¢f1 est une bijection de F; — Fjy

{3 théoréme 3: le point 2 se généralise avec la formule de Poincaré(cf. exo)
Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble fini £

1. A est fini et card(A) < card(FE), avec égalité ssi A = F
2. card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)
3. si A et B sont disjoints on a donc card(A U B) = card(A) + card(B)

4. card(A) = card(E) — card(A) ot A={z e E|x¢gA}

5. card(A — B) = card(A) — card(AN B) ouA—B={zxeA|z ¢ B}
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3 Ensembles dénombrables, au plus dénombrables

W définition 3: ensemble dénombrable, ensemble au plus dénombrable

1. Un ensemble F est DENOMBRABLE lorsqu’il existe une bijection ¢ : N — E
Dans ce cas, les éléments de E peuvent étre indicés par N, cad que lon peut écrire E = {x; |i € N} = (2;)ien

2. Un ensemble FE est dit AU PLUS DENOMBRABLE lorsqu’il est fini ou dénombrable
Dans ce cas, E peut s’écrire E = {x;|i € I} avec I sous-ensemble de N et les x; distincts

COexemple 1:

e N* est dénombrable
L’ensemble des entiers naturels pairs est dénombrable
L’ensemble des entiers naturels impairs est dénombrable
Z et Q sont des ensembles dénombrables

9 R, C, [0,1] ne sont pas dénombrables

{g théoréme 4:

1. Z est un ensemble dénombrable

2. le produit cartésien de deux ensembles dénombrables est dénombrable
En particulier N x N est dénombrable.

3. les parties de N sont au plus dénombrable (cad qu’un sous-ensemble de N est soit fini, soit dénom-
brable)

4. (HP): I'ensemble des parties de N n’est pas dénombrable!

7 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4
N 8 6 4 2 0 1 3 5 7
N — Z
p . .
5 si p pair
n —
5 si p impair

0 1 2 3 4 .

0 0 2 5 9 14

1 | 4 8 13

2 3 7 12

3 6 11

4 | 10 16

. 15 <—N? est dénombrable

p: N> — N

(pg) — p+ (P+q)(p+q+1)

2
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4 Rappels classiques de dénombrement

définition 4: p—liste ou p—uplet
Soit £ un ensemble de cardinal fini n > 1 et p > 1 un entier.
e On appelle p—LISTE D’ELEMENTS DE FE (ou encore p—UPLET) tout élément de EP

e exemple:
Si E ={1,3,5} il y a neuf 2—listes (= couples), & savoir

Ly 13) L5 1) 33) 35) (51) (53) (55)
et vingt-sept 3—listes(—triplets), & savoir
(1L,L,1) (1,1,3) (1,15) (1,31) (1,3,3) (1,35) (1,5,1) (1,53) (1,5,5)
3,1,1) (3,1,3) (3,15 (331) (333) (335 (351) (3,53) (3,55)

(5,1,1) (5,1,3) (5,1,5) (5,3,1) (5,3,3) (5,3,5) (5,5,1) (55,3) (5,5,5)

e A utiliser lorsque 'on effectue p tirages successifs avec remise dans un urne comportant n éléments :
l’ordre compte et il peut y avoir répétition.

définition 5: p—arrangement (HP)

Soit E' un ensemble de cardinal finin > 1 et 1 > p > n un entier.
e On appelle p—ARRANGEMENT DE E toute p—liste d’éléments de E sans répétition
(dans le cas ot p = n on parle de PERMUTATION

e cremple:
Si E ={1,3,5} il y a siz 2—listes sans répétition, a savoir

A7 (13) (15) (31) (33] (35) (51) (53) (55]
et siz 3—listes sans répétition(=permutations) aussi, 4 savoir
(A41] (A43] (A45] (31 (33] (1,35) (5] (1,5,3) (55]

BHT] 3:43] (315) B3] (B33 (335 (3,51) (353] (355]
BATT (5,1,3) (545] (531) (533] (535 (551] (553] (555]

e A utliser lorsque l'on effectue p tirages successifs sans remise dans une urne comportant n éléments:
I’ordre compte mais il n’y a pas de répétition

définition 6: p—combinaison ou parties a p éléments

Soit E un ensemble de cardinal fini n > 1 et 1 < p < n un entier.
e On appelle p—COMBINAISON DE F toute partie(=sous-ensemble de E) a p éléments

e cremple:
Si E={1,3,5,7} il y 6 parties a deux éléments, a savoir

{1,3} {1,5} {1,7} {3,5} {3,7} {5,7}
et 4 parties a 3 éléments, a savoir
{L3sy={7r {37={ {157=03} {357={1

e A utiliser lorsque tire simultanément p éléments dans une urne comportant n éléments: il n’y a ni
ordre, ni répétition
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théoréme 5:

Soit £ un ensemble fini & n et éléments et p > 1 un entier.
1. Le nombre de p—Ilistes d’éléments de F est nP.

2. Le nombre de p—Ilistes sans répétition d’éléments de F est ( I
n—p)!
En particulier le nombre de permutations est n!

n!

3. Le nombre de parties de E & p éléments est (n) = —
p)  pl(n—p)

4. Le nombre de parties de E est 2219 F = gn

/Oexemple 2: a retenir
Soient F et F' deux ensembles finis
e le nombre d’applications de E dans F est (card E)cad ¥

o le nombre d’applications injectives de E dans F est ou card(E) = n < p = card(F)

p!

{g théoréme 6: propriétés des coefficients binomiaux

Lorsque les coefficients ci-dessous ont un sens, on a
n\ (n) ny [ n \ __ ny ( n \ _ nn-1)
L()=G)=r ()=G) = ()6t
> (3)=(20)
p n—p

n n _(n+1 .
3. (p> + <p i 1) = <p—|— 1) (triangle de Pascal)

4 V(ab) €C,(a+b)" = 3° (

p=0

n

p) aPb™ P FORMULE DU BINOME DE NEWTON

remarque:

X . n
trés souvent, par convention, lorsque p > n on pose <p> =0
1l faut aussi savoir redémontrer les formules suivantes:
P
e Formule de Vandermonde " mo) = (rtm
k=0 k p—k p

n n—1
<p< =
opourl\p\nonap(p> n(pl

) FORMULE DU CAPITAINE

théoréme 7:

| Si E est un ensemble de cardinal fini n alors card P(E) = 2"

démo:
Pour tout p € [0,n], notons E, ensemble des sous-ensembles de E a p éléments
p=n
Comme P(E)=EyUE,UE,U---UE, = |J Ep, et que les E, sont disjoints deux & deux,
p=0
n
on sait que card(P(E)) = > card(Ep)
p=0
Or on sait également que card(E,) = <Z>
n n n n
Ainsi card(P(E)) = > => AP 1P = (14 1) =27
p=0 \P p=0 \P

exemple: cas n=3: Ecrire Ey, F1, F> et F3
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5 Tribu (V125)

5.1 Opérations avec un nombre fini d’ensembles (rappels)

On rappelle que:

i) Q désigne un ensemble appelé univers.

ii) Il est d’usage en probabilités de noter w un élément quelconque de ’ensemble 2 (plutdt que x).
iii) Les sous-ensembles de 2 sont notées a l’aide d’une lettre majuscule: A, B, ...

On a les définitions suivantes:

ceweA=uwdgA (A = complémentaire de A)

we€AUB<«—=weAouweB

weEANB<+—=wecAetweB

e wecAUAU - -UAy <= Fj€[1,N],we A, (union d’une nombre fini d’ensembles) ou

we AiNAN---NAN <= Vj € [1,N],w € 4; (intersection d’une nombre fini d’ensembles) ET

e wcA-B<—wecAetw¢B

{3 théoréme 8: Lois de De Morgan (Rappel)

i) Soient A et B deux ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

«Ad=A «AUB=ANB «ANB=AUB
siAc Balors BC A

ii) Soient A, B et C trois ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

* AN (BUC)=(ANB)U(ANCQC) eAUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
ili) Soient (A;)1<j<n un nombre fini d’ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités).
On a

N N

wA UA U Udy = |JA; =4 =AnAn - -n4Ay
j=1 j=1
N N

e A NAN-NAy = ﬂAj: UE:TUTQU--~HE
=1 j=1

& B()(A1UAU---UAy) = (BNA)

U
wB| J(AinA;n--NAy) = (BUA)[(BUA)()---[ |(BUAN)
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5.2 Opérations avec un nombre dénombrable d’ensembles

définition 7: intersection ou union dénombrable

Soit © un ensemble(=univers) et soit (A, )nen une suite de sous-ensembles de §2

1. On note |J A, Pensemble des éléments de ) qui appartiennent au moins & un ensemble A,,.
neN

Ainsi:

we JA, <= IneN, telquew € 4,
n€eN

2. On note [\ A, l'ensemble des éléments de  qui appartiennent a tous les ensembles A,,.
neN

Ainsi:

we N A <—="YneNweAi,
neN

remarque 1 (avec le vocabulaire probabiliste)
e we |J A, < au moins un des événements A, est réalisé <= w appartient a au moins un des A,
neN

e we [ A, < tous les événements A,, sont réalisés <= w appartient a tous les A,
neN

remarque 2 (unification des définitions)
Soit I un ensemble d’indices fini ou dénombrable cad AU PLUS DENOMBRABLE

On a
elwe N4 <=VielweA cad NAi={we|Viel,we A}
iel iel
elwe |JA, = TJicl,we 4, cad |JAi={weQ|Tiecl,we A}
iel iel

,Oexemple 3: On considére ) =N

Dans les quatre cas suivants, indiquer ce que valent |J A, et () A,

neN neN
1. A, = {n} 3. A, ={0,1,2,...,n} = [0,n]
2. A, ={nn+1} 4. A, ={nn+1n+2n+3,...} ={p>n|p e N}
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théoréme 9: Loi de De Morgan

Soit (A )nen une famille de sous ensembles de €2 et B un sous-ensemble de

VA am=ua || Ua=na,
neN neN neN neN
2. |BN(U 4n)= U (BNA4x) |,| BU(N 4x) = N (BUA,)
neN neN neN neN

rem: nous sommes soulagés de constater que ce sont les mémes formules qu’avec un nombre fini d’en-
sembles!

o "Le complémentaire d’une union est l’intersection des complémentaires.”

o "Le complémentaire d’un intersection est 'union des complémentaires”

démonstration
On a les équivalences

we UAn<:>w¢UAn@VneN,ngn@»VneN,weAjL«:»we ﬂan
neN neN neN

w € UTn<:>3n€N,w€Tn<:>3n€N7w¢An<:>w€ mA”

neN neN
we B weB
we B((|J 4n) <= ¢t —{ et = IneNweBn4, = [J(B(4)
neN we U A, IneEN, weA, neN
neN
w€e B weB
we B J([) An) <= o1 = { ou = VneNweBUA, « [ (B4
neN we DNAn VneN, we A, neN

Serge Lemarquis 8



5.3 tribu

définition 8: axiomes des tribus

Soit €2 un ensemble non vide.
On dit qu'une partie T de P(€) est UNE TRIBU lorsqu’elle vérifie les propriétés suivantes:
i) QeT

ii) Si A € T, alors le complémentaire A € T ("stabilité par passage au complémentaire")

iii) Si (An)nen une famille d’éléments de T, alors |J A, € T ("stabilité par union dénombrable")
neN

o Une tribu est donc un ensemble de sous-ensembles de 2
e c’est a dire qu’une tribu est un sous ensemble de P ()
e Les éléments de la tribu sont appelés les événements

théoréme 10:

Soit € un univers et 7 une tribu.
Alors::

1. 0eT

2. Si (Ap)nen une suite d’éléments de T, alors [ A, € T ("stabilité par intersection dénombrable")
neN

3. T est stable par unions et intersections finies

A retenir: une tribu est un ensemble de parties de 2 qui contient I’ensemble vide et {2, qui
est stable par complémentarité, et par intersection ou réunion finies ou dénombrables.

démonstration
1. On sait que Q € T

et T est stable par passage au complémentaire
donc QeT cad D e T

2. Soit (Ap)nen une suite d’éléments de T
Soit n € N

comme A, € T et T est stable par passage au complémentaire, on a A, € T
Comme Vn € N, A,, € T et que T est stable par union dénombrable, ona B = (J A, € T

neN

et donc B € T, car T est stable par passage au complémentaire

or B = A, =N A:n: N An
neN neN neN

On a bien montré que T est stable par intersection dénombrable
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3. Soit N € N et (A, )ocngn une famille finie d’éléments de T

Pour tout n € N nous allons poser

On constate que Vn € N,B,, € T

Comme T est stable par union dénombrable, on peut dire que |J B, € T

neN
N N
Or UB,=UB.=U 4,
neN n=0 n=0
N
On a prouvé que |J A, €T
n=0
et donc T est stable par union finie
4. Soit N € N et (A,,)ocngny une famille finie d’éléments de T
Pour tout n € N nous allons poser
co— A, si0<n<N
"0 sin>N+1

On constate que Vn € N,C,, € T

Comme T est stable par intersection dénombrable, on peut dire que (| C, € T
neN

N N
Or NCh=NCh= 4n

neN n=0 n=0

N
On a prouvé que () 4, €T

n=0

et donc 7 est stable par intersection finie

remarque 3 (vocabulaire)

Un singleton {w} est appelé un événement élémentaire.

L’événement A est appelé I’événement contraire de 'événement A

l’événement () est appelé I’événement impossible.

o
o
o [’événement () est appelé I’événement certain,
o
o

deux événements sont dit incompatibles lorsque leur intersection est I’ensemble vide.
cad

A et B incompatibles <= AN B = () <= A et B sont disjoints

On dit que la famille d’événements (A;);cr est une famille d’événements incompatibles deux a deux
lorsque Vi # j,A;NA; =0
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