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Dans ce polycopié, on se place dans un espace euclidien (E, < , >)

remarque 1 (intéressant a retenir)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
e [ est bijective ssi f envoie une base sur une base.
e [ est une isométrie vectorielle ssi f envoie une bon sur une bon.

e [ est une isométrie vectorielle directe ssi f envoie une bond sur une bond.

e f est une isométrie vectorielle indirecte ssi f envoie une bond sur une bon indirecte.
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Isométries vectorielles 2

1 Isométries vectorielles

-

W définition 1: isométrie vectorielle

Soit f un endomorphisme de (E, <, >) euclidien.
On dit que f EST UNE ISOMETRIE VECTORIELLE DE FE lorsque f conserve la norme, c’est & dire lorsque

vz e B ||f(@)|l = Iz

rem: on dit aussi que f EST UN ENDOMORPHISME ORTHOGONAL DE F
ou que f EST UN AUTOMORPHISME ORTHOGONAL DE F

-

-@’-théoréme 1:

Si f est une isométrie vectorielle alors f est bijective
rem: la réciproque est fausse

L

exemple 1: symétries orthogonales

Soit F' un sev de dimension finie de (E, <, >) euclidien
e Onsait que F@ F+ =F
o Clest A dire VZ € E,3(#1,@2) € F x FX | T =& + &

On rappelle que ‘ la symétrie othogonale par rapport a F'|est I’application

sp:E=F®eFt — E
f:f1+.’fg — fl—fg

une symétrie orthogonale est une isométrie vectorielle

rem: & noter que parmi les symétries, seules les symétries ORTHOGONALES sont des isométries vectorielles

exemple 2: cas particulier des réflexions
Soit D = vect(a) une droite vectorielle dans (E, < , >) euclidien
e On sait que H = D+ est un hyperplan de E
On appelle REFLEXION une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan.
Une réflexion est une isométrie vectorielle

L’expression explicite de la réflexion par rapport & D est

sy:EFE — FE

<
F o §-27073
|lal]
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Isométries vectorielles

exemple 3: homothétie?

¢ Déterminer les homothéties qui sont des isométries vectorielles.

exemple 4:
1
Soit ' = R, [X] muni du produit scalaire < P,Q) >= / P(t).Q(t).dt

Jo
Vérifier que 'endomorphisme f : P+ P(1 — X) est une isométrie vectorielle.

-@’-théor‘eme 2:
Soit f un endomorphisme de (F, < , >) euclidien.
Il y a équivalence entre:
i) f est une isométrie vectorielle
ii) f conserve le produit scalaire: V(%.,7) € E?, < f(Z),f(§) >=< &,§ >
iii) I'image d’une base orthonormale de E par f est encore une base orthonormale de E

remarque 2 (Attention au vocabulaire!)

Une projection orthogonale est un endomorphisme, mais ce n’est pas un endomorphisme orthogonal!
UNE PROJECTION ORTHOGONALE N’EST PAS UNE ISOMETRIE VECTORIELLE

(Zlf définition 2: groupe orthogonal de F
| On appelle GROUPE ORTHOGONAL DE E, et on note O(E), Uensemble des isométries vectorielles de E

exemple 5:

g Décrire O(F) lorsque E est un espace euclidien de dimension un.
Est-ce un sev? Est-il stable par la loi o?

-

-\@’-théor‘eme 3: structure du groupe orthogonal
1. O(F) C GL(E) C L(E)

2. T'identité est une isométrie vectorielle : idg € O(E)

3. stabilité par la composition

e la composée de deux isométries vectorielles est encore une isométrie vectorielle
esi feO(FE)et ge O(F) alors foge O(F)

4. stabilité par passage a l’'inverse

e l'inverse d’une isométrie vectorielle est encore une isométrie vectorielle

e si f € O(E) alors f~! € O(E)

rem: ces propriétés permettent de dire que (O(E),0) est UN GROUPE.
rem: le groupe orthogonal O(FE) n'est pas un sev de L(E)
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I N

-\@'-théoréme 4: sev stable

Soit (E, <, >) un espace euclidien et f une isométrie vectorielle.
Soit F' un sev stable par f (cad f(F) C F).
Alors:
) f(F)=F
ii) F+ est aussi stable par f
iii) il existe une bon de E tel que Matg(f) =

'\ ! v , N ’ . . . . . ’, . . )
-@-theoreme 5: caractérisation matricielle des isométries vectorielles

Soit B une base orthonormale de E, f un endomorphisme de E et A = Matgf.
Il y a équivalence entre:

i) f est une isométrie vectorielle de
ii) A vérifie AT.A = I,, (c’est & dire A est une matrice orthogonale)

Autrement dit:

‘ f € O(F) < Matgf € O,(R) (lorsque B est une bon) ‘

rem: un endomorphisme est une isométrie vectorielle ssi sa matrice dans une base orthonormée est une
matrice orthogonale.

-@'—théor‘eme 6: déterminant et valeurs propres d’une isométrie vectorielle
1. le déterminant d’une isométrie vectorielle vaut 1 ou -1.
2. les valeurs propres réelles possibles d’une isométrie vectorielle sont 1 et —1

L

ﬁgf définition 3: vecteurs invariants/anti-invariants - isométrie directe/indirecte

e Une isométrie vectorielle de déterminant +1 est appelé une ISOMETRIE VECTORIELLE DIRECTE ou
encore UNE ISOMETRIE VECTORIELLE POSITIVE

e Une isométrie vectorielle de déterminant —1 est appelé une ISOMETRIE VECTORIELLE INDIRECTE ou
encore UNE ISOMETRIE VECTORIELLE NEGATIVE

e On appelle VECTEUR INVARIANT de f tout vecteur & € E tel que f(Z) = &,
cad tout vecteur élément de ker(f — id)

e On appelle VECTEUR ANTI-INVARIANT de f tout vecteur T € E tel que f(¥) = —&,
cad tout vecteur élément de ker(f + id)

remarque 3

e si 1 n’est pas valeur propre alors 0 est le seul vecteur invariant.
e si —1 n’est pas valeur propre alors 0 est le seul vecteur anti-invariant.

exemple 6:

¢ Montrer qu'une réflexion est une isométrie vectorielle indirecte.

remarque 4 (résultat Hors Programme)

‘ On montre que tout isométrie vectorielle peut s’écrire comme la composée de réflexions.
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Isométries vectorielles

exemple 7:
1. Montrer que la composée de deux isométries négatives est une isométrie positive
2. Montrer que la composée d’une isométrie négative et d’une positive est une isométrie négative

cgfdéﬁnition 4: Groupe Spécial Orthogonal

L’ensemble des isométries vectorielles directes de E s’appelle le GROUPE SPECIAL ORTHOGONAL DE FE.
On le note SO(E).

[50(E) = {J € O(E) | det(f) = +1}

-

-\@’-théoréme 7: structure du Groupe Spécial Orthogonal
1. SO(E) C O(E) C GL(FE) C L(E)

2. Pendomorphisme identité idg appartient & SO(E)

3. stabilité par composition

e la composée de deux isométries vectorielles directes est encore une isométrie vectorielle directe.

e si feSO(E) et g€ SO(E) alors foge SO(E)

4. stabilité par passage a l’inverse

e l'inverse d’une isométrie vectorielle directe est encore une isométrie vectorielle directe.
e si f € SO(E) alors f~! € SO(E)

rem: ces propriétés permettent de dire que (SO(E),0) est UN GROUPE.
rem: SO(E) n’est pas un sev. ..
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2 Matrices orthogonales

-

W définition 5: matrice orthogonale

On dit que LA MATRICE A € M,,(R) EST UNE MATRICE ORTHOGONALE lorsque

Autrement dit, une matrice est orthogonale si et seulement si elle est inversible et que son inverse est égale
@ sa transposée: A=l = AT

exemple 8:

? e la matrice nulle O,, n’est pas une matrice orthogonale

e les matrices I,, et —I,, sont des matrices orthogonales, mais pas la matrice 2.1,

-

N ’, N s e . . N .
-@-theoreme 8: caractérisation d’une matrice orthogonale a 1’aide de ses vecteurs
colonnes ou lignes

Soit A = (aij) S MH(R).
Notons C4,Cs, ... ,C), ses colonnes.

~

Il y a équivalence entre:

i est une matrice orthogonale

A
ii) AT est une matrice orthogonale

k=n
i V(i,j) E [[LTLHQ, Z Qki-Okj = (Sij =< Ci,Cj >

k=1

111

v) Les vecteurs lignes de A forment une base orthonormale de R™ (pour le p.s.u.)
vi) Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale de R™ (pour le p.s.u.)

)
)
)
iv) Les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormale de R™ (pour le produit scalaire usuel)
)
)
vii) Les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale de R™ (pour le p.s.u.)

rem: a cette occasion, on remarque que la formule du produit matricielle peut étre interprétée comme le
produit scalaire d’un vecteur ligne de la premiére matrice par un vecteur colonne de la seconde.

exemple 9:

Soit A = (a,,;)1<i,j<n Une matrice orthogonale.

n n
2 _
Montrer quezjl Zl a;;=n
1=1j=

exemple 10:

1/V2 « -8
Soit la matrice A= | 1/v/2 —1/V/3 73
0 vy 258

Pour quelle(s) valeur(s) de «, 3 et 7 cette matrice est-elle orthogonale?

Wdéﬁnition 6: Groupe Orthogonal d’ordre n

On appelle GROUPE ORTHOGONAL D’ORDRE 7, et on note O(n) ou O, (R), 'ensemble des matrices ortho-
gonales carrées d’ordre n.
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Isométries vectorielles 7

remarque 5

e O(n) n’a pas une structure d’espace vectoriel car la matrice nulle n’est pas une matrice orthogonale.
e O(n) n’est pas vide car la matrice I,, est une matrice orthogonale

exemple 11:

Soit A une matrice antisymétrique d’ordre n. On pose B = (I,, + A)(I, — A)~%.
Montrer que B est une matrice orthogonale.
(On pourra commencer par remarquer que les matrices I, — A et I, + A commutent)

-

-\@'-théoréme 9: structure du Groupe Orthogonal
i) On(R) C GL,(R) C M,(R)

ii) la matrice I,, est une matrice orthogonale

iii) stabilité par le produit matriciel
e le produit de deux matrices orthogonales est encore une matrice orthogonale
e Si A€ O,(R) et Be Oy(R) alors A.B € O,(R)

iv) stabilité par passage a ’inverse
e l'inverse d’une matrice orthogonale est encore une matrice orthogonale
e si A€ O,(R) alors A7 € O,(R)

rem: On(R) n’est pas un sev...mais est stable par le produit matriciel et le passage & l'inverse

-

-@'—théor‘eme 10: déterminant et valeurs propres d’une matrice orthogonale
1. le déterminant d’une matrice orthogonale vaut 1 ou -1.

2. les seules valeurs propres réelles possibles d’une matrice orthogonale sont 1 et —1

remarque 6

En revanche, une matrice orthogonale peut posséder des valeurs propres complexes (si 'on s’autorise des

vecteurs propres complexes) autres que —1 et 1; et, on peut affirmer que le module de ces valeurs propres
complexes vaut toujours un.

exemple 12: si det A = +1 alors A n’est pas forcément une matrice orthogonale
Donner un exemple de matrice de déterminant égal & un mais qui ne soit pas orthogonale.

W définition 7: Groupe Spécial Orthogonal

L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant égal & un est noté SO(n) ou SO, (R).
On l'appelle LE GROUPE SPECIAL ORTHOGONAL.

| SOW(R) = {A € On(R)|det A = +1} |
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I N

-\@'-théoréme 11: structure du Groupe Spécial Orthogonal
1. SOn(R) C On(R) C GLn(R) C Mn(R)

2. la matrice I,, appartient a SO, (R)

3. stabilité par le produit matriciel
e Si Ae SO,(R) et B € SO,(R) alors AB € SO, (R)

4. stabilité par passage a l’inverse
e Si A€ SO,(R) alors A=t € SO, (R)

rem: SO, (R) n’est pas un sev...mais est stable par le produit matriciel et le passage a inverse.

3 Espace euclidien orienté

I N

-\@’-théor‘eme 12: bases orthonormées et matrice orthogonale

Soit (E, <, >) un espace euclidien donné, et By une base orthonormée de E.
Il y a équivalence entre:

i) B est une base orthonormée de F
ii) la matrice de passage de By & B est une matrice orthogonale

-

-\@’-théoréme 13: bases orthonormées directes et matrice du groupe spécial orthogonal

Soit (E, <, >) un espace euclidien donné, et By une base orthonormée directe de E.
Il y a équivalence entre:

i) B est une base orthonormée directe de E

ii) la matrice de passage de By & B est une matrice du groupe spécial orthogonal.

remarque 7 (précision sur le théoréme précédent)

e la matrice de passage d’une bon directe a une bon indirecte est une matrice orthogonale de determinant —1

Orienter un espace c’est privilégier une base By de cet espace et la déclarer comme directe.

On dira ensuite qu'une autre base B est directe [resp. indirecte] lorsque la matrice de passage de la base
By & la base B a un déterminant positif [resp. négatif]

e Orienter une droite vectorielle revient donc & choisir un vecteur directeur de cette droite
e Pour E = R2, on a décidé que la base canonique By = (i,j) = ((1,0),(0,1)) était directe

e Pour E = R3, on a décidé que la base canonique By = (;j,lg) était directe

remarque 8 (orientation d’un plan dans espace de dimension 3)

Soit (E, <, >) un espace euclidien orienté de dimension 3.

Soit P un plan vectoriel inclus dans E.

On sait que P+ = D est une droite.

Notons €; un vecteur unitaire de D. (la droite D est maintenant orientée par le vecteur €;)

Soit (€3,€3) une bon de P

On dira que (€>,63) est une base directe de P lorsque (€),65,€3) est une base directe de E.
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4 Description du groupe orthogonal en dimension 2

Dans ce paragraphe, E désigne un espace euclidien orienté par une bond.

-\@’-théoréme 14: classification des matrices orthogonales d’ordre deux
Soit M € OQ(R)

sinf cosf
2. Sidet(M) = —1 (cdd M € O3(R) — SO(R) alors 30 € R, M = <°‘059 du >

sinf —cos@

1. i det(M) =1 (cad M € SO5(R)) alors 30 € R, M = <C089 — sin 9)

démonstration: Soit A = (a Z)

e on rappelle que pour deux réels fixés = et y on a I’équivalence

= ‘0
x2+y2:1<:>x+iy:1<:>36€R,{x o8
y =sinf

2 2
. _(a*+c® ab+cd
e Le calcul donne *AA = (ab+ cd b2 +d2>

e On a ainsi

a=cosf et c=sinf
b=-cosf; et d =sinb;

cosf cosf; +sinfsinf; =0

AT A =1, <= 3(0,0,) € R?,

C’est a dire M = <Z?§g Z?r?zl) avec cos(f; —0) =0
1
Or

cos(f1 —0) =0<=0, — 0=

ol 3

r] <= Ik E€Z,0 =0+ L +kn
Et dans ce cas

cos by = cos(6 + 2y k) = (—1)* cos(6 + z) = —(=1)*sin(0)
= sin(6 + 5 +kr) = (=1)Fsin(0 + 5)
On trouve bien les deux formes annoncées dans le théoréme

sin 0

(—1)* cos(6)

définition 8: définition d’une rotation dans le plan
Soit (E, <, >) un plan euclidien orienté et 6 € R.

sinf  cosf

rem: 6 est appelé l’angle de la rotation

On appelle ROTATION DE FE D’ANGLE 6 I’endomorphisme, noté ry, dont la matrice dans une bond est
(cos& —sin9>

remarque 9 (différentes expressions pour une rotation plane dans R?)

Soit ry la rotation d’angle § dans le plan E = R? muni de la bond (;,;)
On note u = (x,y) et v = (2',y)

. - ! cosf —sinf\ [z
e expression matricielle: | ~, | = | .
Y sinf  cosf

Y

e expression complexe: z, = €' .z

Mad?3

e relation géométrique: ||u|| = ||v|| et (@,0) =6

Q

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus



Isométries vectorielles

10

-@'—théoréme 15: propriétés des matrices de SOy (R)
. cosf —sind

Soit Ry = (sin@ cos 6 )

On a det(Ry) =1

si @ =0 alors Ry = I et 1 est 'unique valeur propre

si @ = 7 alors Ry = —I5 est —1 est 'unique valeur propre

si 6 # 0[r] alors spr(Rg) = {} et spc(Rg) = {e¥, e~}

= 8P

-@'—théor‘eme 16: propriétés des matrices de O2(R) — SO5(R)

. cosf  sinf
Sellh il = (sin@ — cos 9>
1. Onadet(M) = -1
2. Les valeurs propres de M sont 1 et —1
3. M est diagonalisable & ’aide d’une matrice de passage orthogonale
4

. M est semblable a la matrice D = (é _01>

rem: autrement dit, les matrices de O2(R) \ SO2(R) sont associées d des réflexions

f ! 7 ’, LN . . . ’, . . .
-@-theoreme 17: classification des isométries vectorielles en dim 2

Dans un espace euclidien de dimension deux,
il existe deux et seulement deux types d’isométries vectorielles:

1. les rotations

2. les réflexions (=symétrie orthogonale par rapport a une droite)

exemple 13:

Donner la nature et les éléments de ’endomorphisme canoniquement associé a M dans les cas suivants:

ETOS IR

-\@'-théoréme 18: propriétés d’une rotation

Soit f une rotation d’angle NON nul. Alors:
1. Pensemble des vecteurs invariants de f est réduit & {0}
2. det f =1 (cad f est une isométrie positive)

cosf —sinf

3. Dans toute bond de E, f a pour matrice (sin 0 cosd

) ou 0 est I’angle de la rotation

rem: La matrice d’une rotation est donc indépendante de la bond choisie
rem: ’endomorphisme identité correspond a la rotation d’angle nul
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-

-\@'-théoréme 19: propriétés des réflexions

Soit f la réflexion d’axe D = . Alors:
1. L’ensemble des vecteurs invariants(E7) est de dimension 1, c’est la droite D
2. det f = —1 (cad f est une isométrie négative)

3. 1l existe une bond de E dans laquelle f a pour matrice <(1) _01>

rem: pour une réflexion, la matrice dépend de la bond choisie

-

-\@'-théoréme 20: composée de rotations dans le plan

Soient 0 et 6’ deux réels.

1. rgorg =19 019 = 1940

2. rg est bijective, et r;l =r_y

exemple 14:
Montrer les résultats suivants:
1. la composée de deux réflexions est une rotation
2. la composée d’'une réflexion et d’une rotation est une réflexion

3. toute rotation peut s’écrire comme la composée de deux réflexions, I'une d’elle étant choisie arbitrai-
rement

exemple 15:
On se place dans £ = R? muni de sa structure euclidienne usuelle.
Donner la matrice de:

1. la rotation d’angle % dans une bond.

2. la symétrie orthogonale par rapport a A = Vect((1,1))

remarque 10 (A mémoriser)
Soit f une isométrie vectorielle de E, avec dim E = 2.
e f est une rotation d’angle NON nul ssi le seul vecteur invariant est 0
e f est une réflexion ssi I'ensemble des vecteurs invariants est une droite
e | estl’identité (rotation d’angle nul) ssi tout vecteur de E est invariant
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Nature de l'isométrie Spe(f) 5.8. propre Matrice Schéma
BOND gquelconque
Identité {1} Bi(f) = B2 I (; f)
-dentité (-1} E i(f) = B2 L (ul T)
Al )ze: fﬂ’“]
ez
[ ] )
Rotation d’angle a (9_05( ) —sin( ]) e
6 £ 0,7[2n] sin(f) cos(8)
T
J':E:L yr
U
€1
i Fu’g:]
e Ml A L) '
Vect(u) E 4 (f) = (Vect{u))*

5 Description du groupe orthogonal en dimension 3

Dans ce paragraphe, (E, <, >) désigne un espace euclidien de dimension 3.

définition 9: rotation dans ’espace

Soit € un réel, @ un vecteur unitaire et D = vect(w) une droite(orientée) de E.
On appelle ROTATION D’AXE D ET D’ANGLE 6, et on note rp g, I'unique endomorphisme de E dont la
cosf —sinf 0
sind cosf O
0 0 1

matrice dans une bond B = (u,0,w) est

rem:

1. TDVQ('II)‘) =

(la restriction de rp g & la droite D est lidentité)
2. la restriction de mp g au plan D+ est la rotation d’angle 6
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remarque 11 (une définition équivalente)

Soit 8 un réel, W un vecteur unitaire et D = vect(w) une droite(orientée) de E.

On appelle ROTATION D’AXE D ET D’ANGLE 0, et on note rp g, I'unique endomorphisme de E dont la
1 0 0

matrice dans une bond B = (w,ud,v) est | 0 cosf —sinf
0 sinf cos#d

remarque 12

o L’identité est une rotation particuliere, c’est la rotation d’angle nul.
e La rotation d’axze (D) et d’angle w est encore appelé retournement d’aze (D)
e La rotation d’axe vect(w) et d’angle 6 est aussi la rotation d’axe vect(—w) et d’angle —0

-@'—théoréme 21: description de SO3(R) (HP)
Il y a équivalence entre:
i) M est une matrice de SO3(R)

cosf —sinf O
ii) il existe une matrice P € SO3(R) et un réel 6 tels que M = P. | sinf cosf 0| .P~!
0 0 1

rem: & noter que la description de Os(R) est hors-programme

I N

[ 7 , . . ’, . . o 0 .
-@-theoreme 22: isométries vectorielles positives en dim.3

Lorsque dim E = 3, SO(FE) est tout simplement ’ensemble des rotations de F

rem: en dimension quelconque, on appelle ROTATIONS les isométries vectorielles positives

I N

-@'—théor‘eme 23: propriétés d’une rotation dans un espace euclidien de dim. 3

Soit 7p ¢ une rotation d’axe D = vect w et d’angle 6.
1. detrpg =1
2. 1 est valeur propre de rp g
3. sif0 =0alors rpg =1idg
4. si 6 # 0 alors 1 est 'unique valeur propre réelle et F; (Pensemble des vecteurs invariants) est une
droite vectorielle, qui n’est autre que l'axe de la rotation D

-1 0 0
5. si @ = 7 alors il existe une bond dans laquelle la matrice de rpgest [ 0 —1 0
0 0 1

exemple 16:

Dans R3 muni du psu,

on consideére ¢ un vecteur unitaire et 'application V¥ € R3, (%) = & A 7+ < 3,7 > &
1. Montrer que f est un endomorphisme orthogonal
2. Ecrire la matrice de f dans une bond bien choisie, et en déduire la nature de f
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-

0 7 2, \ L e ’ , .
-@-theoreme 24: propriétés d’une réflexion dans ’espace

Soit f une réflexion. Alors:
1. L’ensemble des vecteurs invariants (F;(f)) est de dimension 2, c’est le plan par rapport auquel se
fait la symétrie orthogonale
2. det f=—-1
1 0 0
3. 1l existe une bond (@,7,w) de E dans laquelle la réflexion a pour matrice [0 1 0
00 -1
ou (4,7) est une bon du plan E;(f) et @ est un vecteur directeur de la droite orthogonale & ce plan,
c’est a dire un vecteur directeur de E_q(f)

exemple 17:

Ecrire la matrice dans la base
canonique de R3,

de la réflexion par

rapport au plan d’éq. x +2y — 2 =10

-

-@'—théoréme 25: classification des isométries vectorielles en dimension trois(HP)

Dans un espace de dimension trois, il existe 3 et seulement 3 types d’isométries vectorielles:
1. les rotations (ce sont les isométries positives)

~

2. les réflexions
3. les anti-rotations: les composées d’une réflexion et d’une rotation, ’'axe de la rotation (d’angle non
nul) étant orthogonale au plan de la réflexion
rem: les types 2 et 3 (qui constituent les isométries négatives) pourraient étre regroupés dans un unique

type (a savoir composée d’une réflexion et d’une rotation avec azxe de la rotation orthogonal au plan de la
réflexion) si l'on considére une rotation d’angle éventuellement nul.

exemple 18: rotation=produit de deux réflexions

On considere B = (€1,62,€3) une bond de E.
On note:

®fip =¢

® 7y = cos a.€] + sina.€5 ou « est un réel fixé.

e P; [resp. P] le plan de vecteur normal 7i; [resp. 7ia]

e 31 [resp. so| la réflexion par rapport au plan Pj [resp. Ps]

Ecrire les matrices dans la base B de si, s3 et s5 081

N =

. Reconnaitre 'isométrie vectorielle s9 0 51

exemple 19:

On se place dans R? muni de sa structure euclidienne canonique et de sa base canonique C = (Z,j,l%')
On considere f, la rotation d’angle 6 = 7 et d’axe la droite dirigée par i+ k

1. Donner la matrice de f dans une base bien adaptée. Préciser cette base bien adaptée.

2. Donner la matrice de f dans la base C
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exemple 20:

reconnaitre la nature et les éléments de I’application linéaire f canoniquement associée aux matrices

1 2 2 -1 1 -1 2 2 cosae 0 sina
A= 3 -1 2 2 , B= 3 2 2 -1 ,C= 0 1 0
2 -1 2 2 -1 2 —sina 0 cosa

%méthode 1: détermination des éléments d’une rotation
Soit E un espace euclidien dimension 3.
Soit f € L(E), et M la matrice de f dans une bond.
1. On vérifie que M est une matrice orthogonale
(ce qui permet d’affirmer que f est une isométrie vectorielle)
e soit en vérifiant que M7 .M = I3

e soit en vérifiant que les vecteurs colonnes de M forment une famille orthonormée de R? pour le
ps canonique

2. On vérifie que f est une isométrie vectorielle directe
e soit en vérifiant que det(M) =1
e soit en calculant le premier terme de Cy A Co afin de vérifier que Cy A Cy = Cs

3. Pour déterminer I’axe D de la rotation, on détermine les vecteurs invariants. On calcule un vecteur
invariant unitaire « tel que D = vect W
4. pour déterminer I'angle 8, on commence par écrire que tr(f) = tr(M) = 1+ 2cosf ce qui permet de
déterminer 6 au signe pres.
Pour déterminer le signe, on choisit un vecteur @ unitaire orthogonal & 0, et ensuite
e soit on calcule @ A f (@) ce qui permet de connaitre le signe du sinus, donc de 6
car @ A f(@) = ||i]|?. sin 0.0

e soit on calcule det(w, f (@), W) ce qui permet de connaitre le signe du sinus, donc de 6,
car det(u, f(i),w) = sin@

%méthode 2: détermination des éléments d’une réflexion
Soit E un espace euclidien dimension 3.
Soit f € L(E), et M la matrice de f dans une bond.
1. On vérifie que M est une matrice orthogonale
(ce qui permet d’affirmer que f est une isométrie vectorielle)
e soit en vérifiant que MT. M = I3

e soit en vérifiant que les vecteurs colonnes de M forment une famille orthonormée de R? pour le
ps canonique

2. On vérifie que f est une réflexion
e soit en vérifiant que E; est de dimension deux

e soit en constatant que M est une matrice symétrique réel et en utilisant alors le théoreme
spectral(voir plus loin)

e ATTENTION! Il ne suffit pas de vérifier que det f = —1

3. f est alors la réflexion par rapport au plan E; (cad ’ensemble des vecteurs invariants)

remarque 13 (Attention!)

Lorsque f € O(E) avec dim E = 3, on a les implications suivantes:

f est une rotation d’angle § # 0 <= dimF; =1 <= det f =1
f est une réflexion <= dim Fy = 2 =>det f = —1
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6 Matrices symétriques réelles

On rappelle que:

e une matrice M est dite SYMETRIQUE lorsque M7 = M

e S, (R) désigne ’ensemble des matrices symétriques a coefficients réels d’ordre n
n(n+1)

e S, (R) est un sev ( de dimension 5 )

-\@'-théoréme 26: théoreme spectral
Soit M une matrice symétrique réelle.(cad M € S, (R)) .:
1. les valeurs propres de M sont toutes réelles.
2. les sous-espaces propres de M sont orthogonaux deux a deux.
3. M est diagonalisable a I’aide d’une matrice de passage orthogonale.
Clest a dire: | IP € O,(R), 3D diagonale, M = PDP~! |

rem: lorsqu’une matrice est diagonalisable a ['aide d’une matrice de passage orthogonale on dit que la
matrice es ORTHOGONALEMENT DIAGONALISABLE

rem: les matrices symétriques compleres ne vérifient pas cette propriété

exemple 21:

¢ Démontrer le théoréme ci-dessus dans le cas oit n = 2

exemple 22:

3+1 5 4
Montrer que la matrice 5 1+ -1 est inversible.
4 -1 -2+

exemple 23:
1. Résoudre dans R I’équation 2" = 1 avec n € N*
2. Résoudre dans C I’équation 2™ =1 avec n € N*
3. Soit M une matrice symétrique réelle telle que M?2%32 = I,,. Que dire de M??
4. Soit M une matrice symétrique réelle telle que M?2933 = I,,. Que dire de M ?

exemple 24:

23 2 -4
SoitA=§ 2 26 2 |.(Ontrouve ya(X)=X%-8X%2+21X —18= (X —2)(X —3)%)
-4 2 23

Diagonaliser A en utilisant une matrice orthogonale de déterminant positif.
(Sera-ce plus simple de déterminer déja E3 ou F57)

RV AVAYAVAVAV AV AV Y A VAVAVAVAVAY A VR A VAVAVAVAY
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7 Annexe

démonstration du théoréme 9

i) trivial par définition de ces 3 ensembles

ii) 1.1, = I,.I,, = I,, donc I,, € O,,(R)

iii) Soient (A,B) € O, (R)%.

premiére démo: en utilisant le théo 5.
On note
— B la base canonique de R™: on sait que c’est une B.O.N. pour le p.s.u
— f l’endo. cano. asso. a A
— g l’endo. cano. asso. a B
On sait alors d’apres le théo 5 que f et g sont des isométres vectorielles de R™, cad (f,g) € O(R™)?
On sait aussi que O(R™) est stable par la loi de composition o, on a donc fog € O(R"™).
Le théoréme 5 nous dit alors que Matg(f o g) € O,(R).
Or Matg(f o g) = AB.
On a bien montré que AB € O, (R)

seconde démo: en restant avec les matrices
Notons C' = AB.
On a
CT.C = (AB)T.(AB) = (BTAT)AB = BT (ATA)B

Comme A est une matrice orthogonale on a ATA = I,, d’olt
ct.c=B"1,B=BT"B=1, car B matrice orthogonale

On a bien prouvé que C' = AB € O, (R)

iv) Soit A € O, (R)

premiere démo: en utilisant la théo 5.
On note

— B la base canonique de R™: on sait que c’est une B.O.N. pour le p.s.u
— f P’endo. cano. asso. & A

On sait d’apres le théo 5 que f est une isométrie vectorielle.

On sait alors d’apres le théo 3 que f est f~! est encore une isométrie vectorielle.
Le théoréme 5 nous dit alors que Matg(f~1) € O, (R).

Or Matg(f~!) = (Matg(f))~t = A~L.

On a bien montré que A~! € O, (R)

seconde démo: en restant avec les matrices
Notons C' = A~1.
On sait que

(Afl)T — (AT)fl

On a
cT.c = (A_I)T.A_1 = (AT)_l.A_1 = (A.AT)_1

Comme A est une matrice orthogonale, on a A.AT = I,,, et ainsi
ctoc=1r=1,

On a bien prouvé que C' = A~ € O, (R)
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