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1 Définitions, rayon

1.1 Série entiere complexe

gf définition 1: série entiére complexe

On appelle SERIE ENTIERE COMPLEXE toute série de la forme | > a,2" | ou les coefficients a,, sont des

complexes (indépendants de z) et ol z désigne une variable complexe.

exemple 1: savoir reconnaitre une série entiere

Parmi les séries suivantes, lesquelles sont des séries entieres complexes?

o > 2

n=0

° Z ZTL

n>=2

° Z ZZn

n>=0

° Z Z2n—7
n=0

° Z 2n+1'z4n
n>=3

o 23 442 +38

remarque 1

e La locution ”série entiere” vous semble-t-elle bien adaptée a I'objet qu’elle est censée décrire?

e Remarquons que tout polynéme de C[X] est une série entiére particuliére, qui correspond & une suite
(an) nulle a partir d’un certain rang.

e Jorsque l'on se fixe z, on est ramené a I'étude d’une série numérique: tous les résultats vus dans ce
chapitre-ci sont alors applicables!

e une série entiére peut s’écrire de différentes maniéres.
Par exemple:

S (n? 4+ n)22 L ST (0?2 —n)2? et ST (n? — 3n + 2)22" 73 désignent la méme série entiére.
n=0 n>1 n>2
On aura donc parfois intérét a écrire mentalement la série entiére sous forme ”étendue” :

S anz™ = ag + a1z + agz? + azz® + a2t + ...
n=0

1.2 Rayon de convergence

-\@'-théoréme 1: lemme d’Abel

Soit Y a,z™ une série entiere complexe.
n=0
Soit zy € C* tel que la suite (a,2f)n>0 est bornée.
Alors, pour tout z tel que |z| < |zo], la série Y a,z™ est absolument convergente.
n=0

Rappel: dire que la suite (anz{)n>0 est bornée équivaut ¢ dire que la suite (|anzd|)n>0 est majorée
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définition 2: rayon de convergence

On appelle RAYON DE CONVERGENCE DE LA SERIE ENTIERE Y. a,z" I'élément, noté R, de RT U {400}
n>=0
défini par

‘R = sup{r > 0| la suite (a,.7™)n>0 soit bornée} ‘

cad aussi

‘R = sup{r > 0| la suite (|a,|.r™)n>0 soit majorée} ‘

rem: lorsque l’ensemble précédent n’est pas majoré, on convient de poser R = +o0
rem: l’ensemble précédent n’est jamais vide car 0 y appartient

rem: on montre que l’ensemble précédent est un intervalle

rem: on appelle DISQUE OUVERT DE CONVERGENCE [’ensemble {z € C||z| < R}

%méthode 1: déterminer le rayon a l’aide de la définition
On détermine les 7 > 0 tels que la suite (Jay,|.r"™)n>0 soit majorée.

exemple:
Nous allons déterminer le rayon de 3 z™.
n=0
Notons E = {r > 0| la suite (|a,|r™)n>0 soit majorée} = {r > 0] la suite (r™),>0 soit majorée}.
Soitr >0

e sir>1onalimr®=-+oco doncr#FE

e sir<l,onaVneNr"<1ldoncreFE
e ainsi E = [0,1]

D’ot ’ R = Rayon(>_ 2"™) = sup([0,1]) =1 ‘

exemple 2:

n
. . z )
Déterminer le rayon de 3 n.z", 3. — et de 3 on/2 2
n>0 n>0 TV n>=0

-

-@'—théoréme 2: propriétés caractéristiques du rayon de convergence(important)

Soit Y. a,2" une série enticre de rayon de convergence R € RY U {+c0}. Alors:

n=0
i) R=0<= > a,z" ne converge que pour z =0
n=0
ii) R=400<= ) a,z" converge absolument pour tout z € C
n>0

si|z] < R alors Y anz™ est absolument convergente

si |z| > R alors Y anz™ est grossierement divergente

iii) ReRj@{

i.R
? o |GDV
?
R ?

0 R
2
' ACV 2

? 2
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1.3 Exemples de référence complexes

Ces résultats ont été établis dans le chapitre 7séries numériques”

-

e Et 'on a

e Le rayon de la série entiere > 2" est égal a un.
n=0

e La série entiere Y z™ converge [absolument] si et seulement si |z]| < 1.

00
Yzl <1, 3 2n =
n=0

1—=z2

[ 7 ’, . ’, , , . ’, ’, .
-@-theoreme 3: exemple de référence: la série géométrique

-

e Et 'on a

2.4 = z . 5
e La rayon de la série entiere ) — est égal a +00
n>=0 n:

e La série entiére complexe >
n>0 T

VzeC, Y,
n=0

:ez

-\@’-théoréme 4: exemple de référence: I’exponentielle complexe

converge absolument pour tout z complexe

rem: on dit que la fonction z — e* est DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE sur le C tout entier

remarque 2

‘ On rappelle que pour tout (z,y) € R? on a exp(x + iy) = exp(x). exp(iy) = exp(z).(cos(y) + isin(y))

1.4 Série entiere réelle

W définition 3: série entiére réelle

On appelle SERIE ENTIERE REELLE toute série de la forme

réels(indépendants de x) et ol = désigne une variable réelle.

Z anz"

n=0

ou les coefficients a,, sont des

défini par

définition 4: rayon de convergence(bis), intervalle ouvert de convergence

On appelle RAYON DE CONVERGENCE DE LA SERIE ENTIERE Y. a,z" 1’élément, noté R, de RT U {+oc}
n=0

’R = sup{r > 0] la suite (|ay|.r")n>0 soit majorée} ‘

On appelle INTERVALLE OUVERT DE CONVERGENCE lintervalle | — R, + R|

remarque 3

e Une série de rayon R a pour intervalle de convergence soit [—R, 4+ R], soit [-R, + R], soit | — R, + R},

soit | — R, + R|

e Deux séries de méme rayon R ont le méme intervalle ouvert de convergence | — R, + R|

Serge Lemarquis



-

N » N « sy » ,o. . .
-@-theoreme 5: propriétés caractéristiques du rayon de convergence(bis)

Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R € RT U {+o00}.

n>=0
Alors:
i) R=0<= ) a,z™ ne converge que pour =0
n>=0
ii) R =400 <= Y a,z™ converge absolument pour tout z € R
n=>0

i) R e R S% |x| < R(cad z €] — R, + R[) alors)_ anz™ est absol}}ment conyergente
si|z] >R alors Y a,x™ est grossierement divergente

exemple 3: des interrogations formatrices!

On note R le rayon de la série entiere Y a,z™.

n=0
1. Si la série Z>:0 a,.2" ACV, que peut-on dire de R?
nz
2. Si la série Z; an.(—2)™ CV que peut-on dire de R?
n>0
3. Sila série 2;0 a,.5" GDV que peut-on dire de R?
nz
4. Si la série go an-4™ DV que peut-on dire de R?
nz
5. Si pour tout z € [0,3[ la série 2>: an.xz" CV, que peut-on dire de R?
n=0
6. Si pour tout = > 3 la série > a,.z™ DV, que peut-on dire de R?

n>=0
7. Si ) a, converge mais n'est pas ACV. Que dire de R?

exemple 4: trés important !
e On considere les séries entieres > a,z™ et Y. a,2*". Comparer leur rayon de convergence.
n=0 n>0
e D’une maniere plus générale: soit p un entier strictement positif et ¢ un entier quelconque , si R’

désigne le rayon de la série entiere Y a,z™PT? et R le rayon de la série entiere Y a,z" alors on a
n=0 n=0

R = (R)'/?

remarque 4
On a aussi:
i) R =sup{r > 0| la suite (a,.r")n>o tende vers 0}
ii) R = sup{r > 0| la suite (a,.r"),>0 converge}
iii) R = sup{r > 0| la série > a,r™ converge}

exemple 5:

Soit a € C*.
Déterminer le rayon de la série > a™z", et celui de la série Y a"2%"
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exemple 6: lien avec les probabilités

Soit (ay) une suite telle que la série > a, converge et vaut 1.
n>=0

Que dire du rayon de la série entiere > a,z"?
n=0

2 Quelques résultats sur le rayon

2.1 DMultiplication par un scalaire non nul

-@’-théor‘eme 6: multiplier une SE par un scalaire non nul ne modifie pas le rayon
Soit A un complexe non nul.

Les séries entiére Y a,z" et >, A.a,z™ ont le méme rayon
n>0 n=0

Cela découle directement du fait que si A est un complexe non nul

on a alors I’équivalence

la suite (Ja,|.r™) est majorée <= la suite (|A|.|ay|.r™) est majorée

et donc
{r > 0] la suite (Jan|.r")n>0 est majorée} = {r > 0| la suite (|A.an|.r")n>0 est majorée}

exemple 7:

e laSE > 3.2" a méme rayon que la SE Y 2" cad Rayon( ), 3.2") =1

n=0 n=0 n=0
e la SE > 3™.2" n’a, a priori, pas le méme rayon que la SE > z.”
n=0 n=0

2.2 Regle de D’Alembert

A z#0 fixé, la série > a,z" est une série numérique. On peut donc étudier sa convergence avec tous les
outils vus dans ce dernier chapitre. En particulier, on peut penser a utiliser:

-

-@'—théoréme 7: régle de D’Alembert

Soit > uy, une série telle que lim ’ Untl| _jeR+U {400} existe.
Alors:
i. sil>1alors > u, GDV

ii. sil <1 alors Y u, ACV (en particulier lirf u, = 0)
n——+0o0o

Un

iii. si [ =1 alors pas de conclusion quant a la nature de la série

rem: Attention! Il n’y a pas de réciproque a la régle de D’Alembert. ..

%méthode 2: utilisation de la régle de D’Alembert pour déterminer le rayon

La méthode consiste a poser u, = a,z2" pour z # 0 fixé et a appliquer la regle de D’Alembert & la série
numérique » . Uy,.

On compare ensuite cette limite avec 1
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exemple 8:

’I’L2

? Déterminons le rayon de convergence des séries entieres > (n? —Inn)z", > Ty 2"
n

(méthode 3: Régle de D’Alembert pour les séries entiéres (Attention!)

. . Ap+1 _ n _1
Si nl;n;o 0 = [ alors Rayon(>_ a,z2") = i

1 1
Avec les conventions — = +oo et — =0
0 +00

Attention: cette méthode est trés efficace mais peut étre tres piégeuse. (je ne la recommande pas)
par exemple, elle ne s’applique pas a la SE

2.3 théoremes de comparaison

-

0 7/ 2, N ’ N 3
-@-theoreme 8: théoremes de comparaison

Soient > a,z™ et > b,2z" deux séries entieres de rayons respectifs R, et Ry
1. comparaison avec les inégalités
Si |ay| < |by| & partir d’un certain rang , alors R, > Ry

2. comparaison avec les équivalents
Si a,, ~ b, alors R, = Ry,

3. comparaison avec le o ou le O
Si a, = O(b,) ou a, = o(b,) alors R, > R,

a noter que pour la comparaison avec l’équivalent il n’y a pas de signe stable a controler

%méthode 4: utiliser un équivalent et comparer a une série entiere connue
On utilise le deuxieme point du théoreme précédent.

exemple:
Considérons la série entiére > (—1)".chn.z™.
en e~ en —e)™
e on sait que chn = % ~ g donc (—1)" chn ~ o

. . . —e)"
e d’apres le théoréme ci-dessus on peut affirmer que les séries entiéres > (—1)".chn.z"™ ety uz"’

ont le méme rayon

(_e)n n

o ory. — ¢ est une série géométrique de raison —ez, qui converge donc si et seulement si lez| < 1
c’est o dire |z| < 1/e

e ci-dessus on a établi que Y ( 2) 2™ était une série entiére de rayon 1/e

Conclusion: ’ le rayon de Y (—1)".chn.z™ est 1/6‘

Pouvez-vous calculer la fonction somme de cette série entiere?

exemple 9:

-1 n—1
Déterminer le rayon des deux séries entiéres suivantes » uz” et > 2T
nso (n+1)! n

Serge Lemarquis 7




N » N » N .
-@-theoreme 9: des résultats a retenir

o Les séries entieres > a,2" et > na,z" ont méme rayon

e Pour tout a € R, Rayon(d_ n*.a2™) =1

2.4 rayon de la somme de 2 séries entieres

-

-@'—théoréme 10: rayon de la somme de deux séries entieres
Soit > apz™et Y. b,z"™ deux séries entieres de rayons respectifs R, et R,. Alors:
n=0 n=0
i) la série entiere somme Y (a, + by)z"™ posséde un rayon R > min(R,,Rp)
n=0
ii) dans le cas ot R, # R, alors le rayon de la série entiere Y (a, + b,)z" est égal & min(R,,Ryp)
n=0

par exemple:
si Ry =1 et Ry, = 2 alors on peut affirmer que R =1
si Ry =1 et Ry =1 alors on peut affirmer que R > 1

2

démonstration

e Soit z tel que |z| < min(R,,Ry)

Ceci signifie que |z| < R, et |z| < Ry
et donc que > a,z2™ et Y b,z™ sont deux séries absolument convergentes
on sait alors que la somme des deux séries, cad Y (a, + b, ).2™ est encore une série ACV
Comme pour tout z tel que |z| < min(R,,Rp) on a Y (a, + b,).2" ACV

on en déduit que Rayon(} (a, + by).2") = min(R,,Rp)
e Placons nous dans le cas R, < Rp.
Notons R = Rayon(>_(an + by).2")
On sait d’apres ce qui précede que R > R,
Soit z tel que Ry < |2| < Ry
On sait alors que Y a,.2" est GDV et que >_ b,.2" est ACV
On peut alors affirmer que > (ay, + by).2" est GDV
Comme pour tout z tel que R, < |z| < Ry on a Y (an + by).2" GDV
On en déduit que R = Rayon(>_(ap + by).2") < R,.

Au final on a bien montré que R = Rayon(D> (an + by,).z2") = R,

Serge Lemarquis 8



3 Produit de Cauchy

remarque 5 (rappel: produit de Cauchy de deur séries numériques)

Soient > u, et > v, deux séries numériques.
e On appelle PRODUIT DE CAUCHY de ces deux séries la série > wy,

n n
avec pour tout entier n = 0,wy, = > UjUp—; = Y Up_;Vj
J=0 J=0

e Si > u, et v, sont ACV alors Y w, est ACV et l'on a (Z un> . (Z vn) = > w,

n=0 n=0 n=0

-

-\@’-théoréme 11: rayon du produit de deux séries entieres

1. Le produit de Cauchy des deux séries entieres > a,z™ et Y. b,z" est la série entiere > c¢,2" avec
n>=0 n>=0 n>=0

n
Cn = Y aj.by_j | pour tout n >0
§=0

2. Notons R, = Rayon( Y, a,z"), Ry = Rayon( ) b,z"), et R, le rayon de la série produit alors
n>0 n>0

o0 o0 oo
e pour |z| < min(R,,Rp), les trois séries sont ACV et | (Y anz™)( D] bpz™) = > cp2”
n=0 n=0 n=0

o la série produit est de rayon R, > min(R,,Rp)

rem: lorsque R, # Ry cetle fois on ne peut rien dire (contrairement da la somme de deuz SE)

démonstration:

Soit z tel que |z| < min(Rq,Ryp)

Notons u,, = a,,.2" et v,, = b,,.z2"

Comme |z| < R, on sait que Y u, est ACV

et comme |z| < Ry, on sait que Y v, est ACV.

Notons Y w,, la série numérique produit de Cauchy des sériens numériques > u, et > v,.

Par définition, on sait que pour tout n > 0

n

n
a;j.bp_j;).2" =cp.z
J=0

n n X X
Wy = D UjUp—j = 2 a;.27.byp_j.2" 77 = (
§=0 §=0
Par théoreme, comme " u, et > v, sont ACV on sait que
o0 oo} o0
> w, est ACV et que Y. w, = <Z un> <Z vn>
n=0 n=0 n=0

ann

oo} o0
On a donc montré que Y ¢, 2™ est ACV et que (E anz"> (Z bnz"> =
n=0 n=0 0

o0
n=

On a montré que pour tout |z| < min(R,,Rp) la série ) ¢, 2" est ACV,

ce qui permet d’affirmer que Rayon(}_ ¢,2"™) > min(Rq,Ryp)
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exemple 10:

. 1 . .
puis sous la forme d’une somme de série entiere

; A T’aide d’un produit de Cauchy, écrire
(1-2)3

(1-2)2

e Notons > ¢, z" le produit de Cauchy des SE > a,.z" et > b,.2" avec Vn > 0,a,, = b, = 1.
Par définition, on a Vn > 0,¢, = > apbp—p = >, 1.1 =(n+1)
k=0 k=0
Comme Rayon(d z™) = 1, on peut affirmer par théoréeme que Rayon(d (n+1).2") > 1

et que pour |z| < 1ona

i(’”l (ZZ> (Zz>_l—z 1iz:(1—12)2

n=0

rem: comme pour z =1 la série Y (n+1).z" est GDV, on a Rayon(d> (n+1).2") <1
Au final, on a Rayon(d> (n+1).2") =1

e Notons > d,,z" le produit de Cauchy des SE > ¢,.2" et > a,.2"

Par définition, on a Vn > 0,d, = > cp.0p—p = > k+1= %
k=0 k=0

Comme Rayon(d a,2™) = Rayon(c,z™) = 1, on peut affirmer par théoréme que Rayon(d_ d,z") > 1

et que pour |z| < 1lona

s n—|—2) e > B 1 1
St (S (S) - s -

exemple 11:
no1
7=0 ﬁ

Déterminer le rayon et la fonction somme de ) ¢,2"
n=0

On consideére la suite (¢, ) définie par Vn > 0,¢, =
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4

Fonction somme d’une série entiere complexe

gf définition 5: fonction somme d’une série entiere

Lorsque la série > a,z" converge, on note S(z) sa somme.
n=0
La fonction S ainsi définie est appelée LA FONCTION SOMME DE LA SERIE ENTIERE.

On a donc: |S(z) = Y anz"”
n=0

remarque 6

re

o ‘pour z = 0, la série converge toujours, et I'on a S(0) = ag ‘
e la fonction S est définie a I'aide d’une série : pour nous, c’est une nouvelle maniéere de définir une fonction.

e 'ensemble de définition de la fonction somme S est I’ensemble des complexes z pour lequelles la série
> anz™ est convergente. Il s’agit donc des z qui sont a Uintérieur du cercle de centre O et de rayon R
ainsi que, éventuellement, certains z situés sur le “cercle d’incertitude”.

marque 7 (avec les séries entiéres complexes de référence)

n

1. e On a vu que la série entiére — converge pour tout z € C.
n>0 n.

e Sa fonction somme est|S:C — C

o0

Z'I’L
z — Z i exp(z)
n=0

2. e On a vu que la série entiére Y z™ converge pour tout |z| < 1 uniquement
n>=0
e Sa fonction somme est|S : Bo(0,1) — C ot Bp(0,1) ={z € C||z| < 1}.

> 1

z — "=
ZZ 1—-2
n=0

e La fonction somme S est définie uniquement sur l’ensemble des mombres complexes de module

strictement inférieur a un: la fonction somme S est donc la restriction de la fonction z — T

a BO(Oal)

—z

-

-\@’-théor‘eme 12: fonction complexe développable en série entiere

Soit f une fonction définie sur Dy C C et & valeurs dans C
On dit que f est DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE sur un disque ouvert de centre 0 lorsqu’il existe une
série entiére Y a,z" de rayon non nul et un réel o > 0 telles que

Vz| < a, f(z) = Zan.z"
n=0

? Montrer que la fonction f : z +— 5

exemple 12:

2,2

est développable en série entiere
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5 Fonction somme d’une série entiere réelle

W définition 6: fonction somme d’une série entiére

Lorsque la série ) anz™ converge, on note S(x) sa somme.
n=0

La fonction S ainsi définie est appelée LA FONCTION SOMME DE LA SERIE ENTIERE.

On a donc: | S(z) = Y a,a™ pour tout z tels que Y apz™ CV

n=0

rem: ’ensemble de définition de S est égal a l’ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série est
convergente
rem: on sait que 0 est toujours dans l’ensemble de définition de S

exemple 13: Les trois séries suivantes ont méme rayon mais. ..

e La série Y. a™ a pour intervalle de convergence | — 1, + 1]
n>=0
L’ensemble de définition de sa fonction somme est donc | — 1, + 1|

xn
e La série Y. — a pour intervalle de convergence est [—1, 4+ 1]
n>1 1
L’ensemble de définition de sa fonction somme est donc [—1, + 1]
x'ﬂ
e Lasérie )  — a pour intervalle de convergence [—1, + 1]

n>1 n
L’ensemble de définition de sa fonction somme est donc [—1, + 1]
et elles ont le méme intervalle ouvert de convergence, a savoir | — 1, + 1]

définition 7: intervalle de convergence, intervalle ouvert de convergence

Soit > anx™ une série entiere réelle, de rayon R.
n=0

1. On appelle INTERVALLE DE CONVERGENCE l’ensemble de définition de la fonction S, c’est-a-dire:
(a) Si R =0, l'intervalle de convergence est {0}
(b) Si R = oo, l'intervalle de convergence est R
(c) SiR est un réel strictement positif, 'intervalle de convergence sera ou |—R,+R[,ou| — R, + R] ,
ou [-R,+ R[, ou [-R, + R]
(c’est létude en +R qui permet de déterminer en quel cas on se trouve)
2. On appelle intervalle ouvert de convergence 'intervalle | — R, + R|[ (lorsque R # 0)

rem: lintervalle ouvert de convergence est particulierement important pour une série entiére, car les
théorémes de dérivation et de primitivation terme d terme (voir plus loin) ne s’applique que sur cet inter-
valle!

J

5.1 Séries entieres réelles de référence

exemple 14: classique

, . o (=)t /o 1 X (=1 (2n
Vérif v 1 1 I -1 S\ n t — n
§ érifier que Vz €] 41 Vit + ngl 4n(2n —1) \ n z ¢ 1+zx ngo 4n v

Serge Lemarquis 12
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Dans le tableau ci-dessous, « désigne un élément de R \ N (réel non entier)

série entiere rayon somme sur l'intervalle ouvert de convergence
.Tn o0 xn B
n}OE 00 VJ:ER,”Z::OEZB
> (1) > (1
1)t 00 Vr € R, -1H" =cosz
n=0 (271)' n=0 (271)'
x2n+1 v R 00 x2n+1
- 00 r €R, —1)"—— =sinx
nzzjo( ) (2n+1)! ,?::0( ) (2n+1)!
x2n y R § x?n L
00 x € R, —— =chx
ns0 (2n)! n=o (2n)!
Z,Qn—i-l 00 2n+1
—_— 00 Vx € R, —— =shx
,go (2n+1)! nz=:0 (2n 4+ 1)!
S 1
1)z 1 Ve el —1,+1], -1z = ——
EO( ) ] [ ngo( ) T2
ES 1
>oan 1 Veel—1,+1[, > 2" =
n=0 n=0 11—z
_ _ = -1)...(a— 1
14 Y elozbelazntl) pn | Veel -1+ 1[(1+2) =14 5 Ae= D '(a nt )
n>1 ] n=1 n!
S (1)t 1 Vo el —1,+1 3 (-1 = In(1 + )
n>1 n n=1 n
- 1 Veel-1,+1) 3 = —In(1 — 2)
n=1 n n=1 T
x2n+1 Jo%) x2n+1
1" 1 Ve e]—1,+1], " = arct
né:o( ) o r1 z €] +1[ nz::O( ) o = rctanz
remarque 8 (précisions sur le tableau ci-dessus)
Les formules sont & mémoriser sur I'intervalle ouvert de convergence.
On montrera cependant qu’elles sont vraies également pour x = R et/ou pour x = —R lorsque les séries

convergent en ces points.

Plus précisément:

(—1)"+1ﬁ =In(1+ z)

18

o Vz el —1,+1],

n=1 n
pn
e Vxe[-1,+1[, Y. — =—In(1 —x)
n=1 N
v oo I2n+1
e [—1,+1], > (~1)" = arct
o Vxe[-1,+ ]nZ::o( ) a1 = Mctenz

5.2 Propriétés (admises) de la fonction somme d’une série entiére réelle

-\@'-théoréme 13: continuité sur ’intervalle

gence de la série entiére)
rem: ceci signifie que:
e sizg €] — R,+ R[on alimS = S(x)
To

o si > a,R" CV alors S(R) = lillr%l S(x)
z—>R~

n=0
e si > an(—R)” CV alors S(—R) = lim S(z
n>0 z——R*

de convergence(admis)

Soit Y a,x™ une série entiere de rayon R # 0 et de fonction somme S
Sa fonction somme S est continue sur son intervalle de définition(cad sur l'intervalle de conver-

)

Serge Lemarquis 13
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remarque 9 (interprétation du théoréme comme double limite)

e Soit xg €] — R, + R|[. Dire que la fonction S est continue en x revient & dire que lim S(z) = S(xg),
T—To

N
soit encore que | lim ( lim E an® ) = lim (Z ana;}}) = Nlim (hm > apT )

r—xo \ N—o00 j,— N—oo \ n=0 —00 \Z—To n—(
e Ainsi la démonstration du théoréme consiste & montrer que lim lim (...) = lim lim (...)
z—xo N—00 N—o00 z—xo
Il s’agit d’une démonstration (HP) trés compliquée qui nécessite la maitrise de la notion de convergence
uniforme

-\@'-théoréme 14: classe C™ et dérivation terme a terme (admis)

Soit Y a,x™ une série entiere de rayon R # 0 et de fonction somme notée S.
Alors:
i) la fonction S est de classe C° sur 'intervalle OUVERT de convergence | — R, + R|
ii) la série > anz™ et la série dérivée > (n + 1)a,412™ ont méme rayon.
nz0 n=0
iii) sur lintervalle ouvert | — R, + R|[, S’ est obtenue en dérivant terme & terme, on a donc

oo

Vz €] — R, + R[,S'(z) :Z(n—i—l an412" Znan
n=0

remarque:

e le résultat est établi sur l'intervalle ouvert de convergence uniquement!

e La série dérivée de Y a,.2" = ag + a1.7 + az.x?® + az.x® +ag.2* . ..

n=0
est la série a; + 2.a2.7 + 3.a3.2% + dag.2® + - = Y, (n+ Dapp12" = > n.ay. 2™t
n=0 n>1

exemple 15: Tres classique! A retenir!

o0 o0
? Déterminer le rayon et la fonction somme de > n.x™ et de . n?.2"
n=0 n=0

exemple 16: démonstration de cours
n

1. Montrer que Vo €] — 1,4+ 1], > (—1)”"’136— =In(l+=x)
=1 n

3

2n+1
= arctanx

o0
2. Montrer que Vz € [—1 },HZ:IO( n" 1

-@’-théor‘eme 15: formule de la dérivée p-iéme

Soit > a,x™ une série entiere de rayon R # 0 et de fonction somme notée S.

Alors:
i) la fonction S est de classe C° sur 'intervalle OUVERT de convergence | — R, + R|
ii) pour tout p > 1 et tout x €] — R, + R[ on a

RS (n +p)!

S() () = io: nn—1)...(n—p+ Daya™ -

n=p n=0

n
Un4pd

iii) ona|¥neN | a, =

Serge Lemarquis 14
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$

exemple 17:
1. Donner la valeur de la dérivée n—ieme en 0 de la fonction arctan
2. Donner la valeur de la dérivée n—ieéme en 0 de la fonction x — In(1 + 2z)

-

N ’ N . o, . . N
-@-theoreme 16: primitivation terme a terme

Soit Y a,x™ une série entiere de rayon R # 0 et de fonction somme S.
Soit F' une primitive de la fonction S sur | — R, + R|
Alors

l‘n+1

) Vz €] — R, + R[, F(z) = F(0) + ian.m

a
ii) et Rayon [ 3 —Fgn+! | = R = Rayon | 3 an.a™
nson+1 n>0
remarque:

e On dit encore que sur L'INTERVALLE OUVERT DE CONVERGENCE, UNE PRIMITIVE EST OBTENUE
PAR PRIMITIVATION TERME A TERME.

e ct que LA SERIE ENTIERE ET SA SERIE PRIMITIVEE ONT MEME RAYON

e moyen mnémotechnique pour se rappeler la formule 1)

mn-&-l

F:v—FOz/lF’tdt:/Stdt:/ G 1. dt = /an.t”.dt: .-
@ -FO= | F® s 02:‘0 nzzoo 2 —

exemple 18:
1. Justifier que la fonction arctan possede des primitives sur R
2. Déterminer un expression explicite des primitives de arctan
3. Ecrire la primitive de arctan qui vaut 1 en 0 comme la somme d’une série entiere

5.3 Développement en série entiere

L

Wi définition 8: fonction développable en série entiere

Soit I une intervalle de R tel que 0 € I, et f une fonction de I — R.
On dit que LA FONCTION f EST DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE (DSE) AU VOISINAGE DE 0 lorsqu’ il

o0
existe un réel o > 0 et une série entiere > a,z™ de rayon non nul tels que Vo €] —a, +af, f(z) = > ana™
n=0

rem: il est implicite que (Rayon(d_ an.x™) 2 a)

remarque 10

e On rappelle qu’un voisinage du réel xy est une partie de R (i.e. sous-ensemble de R) qui contient un
intervalle ouvert centré en xy. Par exemple, | — 2, — 1] U [0, 4 oo[ est un voisinage de 3 mais n’est pas
un voisinage de 0

e La définition précédente est encore équivalente a: la fonction f est développable en série entiere au
voisinage de 0 lorsqu’ il existe un voisinage V' de 0 et une série entiére . ap,z™ de rayon non nul tels
oo
queVx € V,f(z) = > apz™
n=0
e D’aprés cette définition, il n’est pas nécessaire qu’une fonction soit égale a une série entiére sur tout son
ensemble de définition. La fonction arctan est définie sur R mais elle n’ est égale a sa série entiére que
sur [—1,1]. Comme il s’agit d’un voisinage de 0, on dit que la fonction arctan est DSE. (méme remarque
avec la fonction x — In(1 + x))
e Si on veut développer en série entiére une fonction f en un point xy autre que 0, on développe la
fonction h — f(xo + h) en 0

Serge Lemarquis 15
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exemple 19:

§ Expliquer pourquoi la fonction partie entiere et la fonction valeur absolue ne sont pas développables en
série entiere au voisinage de 0.

(méthode 5: comment trouver un DSE I

On utilise les séries entieres de référence et on effectue des changements de variable et/ou des combinaisons
linéaires.

fi:a e In(1 4 322) f2 i x> In(2 + 32?) fz:x s cos?x fiiax s cosPn

2 1
fs:x—e” fe:ix— —— frix—

5% fs 1 x> In(3—2?42x)

—_ , : x> e”.sinlx
(1+2)(2 =) fo

méthode 6: comment trouver un DSE II
é On utilise les séries entieres de référence que 'on dérive.

méthode 7: comment trouver un DSE III

On utilise les séries entieres de référence que 'on primitive.
exemple: arctan, arcsin, In(1+x), ...

exemple 20:

xr
? Démontrer que F : z / e’ dt est DSE et donner son développement
0

e Notons f:t+s et
Comme f est continue sur R, on sait que F' est la primitive de f qui s’annule en 0.

o] xn
e On sait que Vx € R, e* = —
=0 n!
n
(2" oo ¢2n
OnadochtER,f(t):etzzz( ? = —
n=0 T& n=0 TV
t2n o0 2n
Comme la série — converge pour tout ¢ réel, ceci prouve que Rayon( . —') =R =400
n>0 M- n=0 T
oo 42n
rem: 4 ce niveau on ¢ montré que Rayon( " ' ) = R = +00 et que sa fonction somme est la fonction f
n=0 T

e D’apres le théoréeme de primitivation terme a terme on peut affirmer que pour x € R

o s 0o t2” o) JL’th [ee) t2n+1 x e o] m2n+2
P = [ foi= [ Zn!dt=n§_30/0 mdtznz[m(znm] 2 imn D

n=0 =0 0 n=0

rem: il est a bien noter ici que ce n’est pas la linéarité de l'intégrale qui permet d’écrire la ligne ci-dessus,
mais bien le théoréme d’intégration terme a terme vu plus haut!

Serge Lemarquis 16
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%méthode 8: utiliser une équation différentielle pour trouver un DSE
Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0
1. Analyse
e On commence par déterminer une équation différentielle linéaire satisfaite f

e On suppose que f est DSE et on cherche une série entiere inconnue de rayon non nul qui vérifie
I’équation différentielle. On s’aide des conditions initiales.

2. Synthese
e On vérifie que le rayon de la série trouvée est non nul

e On applique le théoreme d’existence et d’unicité de la solution a un probleme de Cauchy

exemple 21:

Soit p € N. On note f(z) = > <n;p> x™
n=0

1. Déterminer le rayon de cette série entiere.
2. Justifier que f vérifie sur | — 1, + 1] équation différentielle (1 —z)y’ — (p+ 1)y =0
3. En déduire une expression simple de f

définition 9: série de Taylor

f étant une fonction de classe C*° sur un intervalle contenant 0,

) (o
On appelle SERIE DE TAYLOR DE f la série entiere > 100

' x"l
n>0 n.

-

°¢-théoréme 17: unicité du DSE
Soit f une fonction définie au voisinage de 0. :
i) Si f est DSE sur | — a, + of alors f est C* sur | — a, + o]
ii) Si f est DSE sur | — a, + [ alors son DSE est sa série de Taylor, cad

“+o0
_ =0 ,
Vo €]l —a,+ af, f(z) = ZO o
rem:
o Attention, i) est juste une implication! f C* % f DSE

e le DSFE est unique: si f est dse alors c’est la série de Taylor qui donne le dse

o0
En effet, siVr €] —a, + af, f(x) = > apx™ alors f coincide avec la fonction somme S de la série entiére
n=0

_ S (0)

sur cet intervalle et 'on a d’aprés le théoréme |1 '
n!

QAn

. cqfd

-

-@'—théor‘eme 18: parité. . .la aussi!
Soit Y a,z™ une série entiere de rayon R # 0
n=0
i) Vx €] — R,R[,S(—xz) = S(x) si et seulement si pour tout entier n impair a, =0
ii) Va €] — R,R[, S(—z) = —S(z) si et seulement si pour tout entier n pair a, =0

Serge Lemarquis 17
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Pour démontrer cette proposition on utilise les résultats connus suivants:
e si [ est paire alors f' est impaire
o si f est impaire alors f' est paire
Et on en déduit immédiatement que
e si f est paire alors f', f®, fO) (les dérivées d’ordre impair) sont impaires et donc s’annulent en 0

o si f est impaire alors f, f*, f© ... (les dérivées d’ordre pair) sont impaires et donc s’annulent en 0

-\@’-théor‘eme 19: formule de Taylor avec reste intégral (rappel)

Soit I un intervalle de R et f une fonction de classe C"*! sur I & valeurs dans K. Alors:

n(b—a)k I
pour tous a et b éléments de I, on a f(b) = > (Ta)f(k)(a) + ﬁ/ (b— )" fF D (1) dt
k=0 b *Ja

Dans le cas ot n = 0, la formule donne |si f est de classe C! sur I alors on a f(b) = f(a) + f; f()dt

exemple 22:

Tl

? Dans le poly ”Intégration 1”7, a la page 10, on a utilisé cette formule pour justifier que Vzx € R, e” E —
n=0 n!

exemple 23: comment justifier qu’une fonction prolongée est C*°!

Soit la fonction | f : R — R
sin x

six#0

1 sinon

T —

Justifier que la fonction f est C*° sur R!

e Soit z # 0.
On a
sinz 1 = D ey (i D LR 22 2t 2% a8
= = — = = 1 R — —
J) = xnz% 2n+1 7;)(271-4-1)! ETT N IR TI
=nra : o
Comme la série entiere Z ( 9+ 1) converge pour tout z # 0 on sait que son rayon R est infini.
n

e Notons S sa fonction somme.
On sait par théoréme que S est une fonction C* sur | — R, + R[=

Or S(0) =1= f(0) et Vz £ 0,S(z) = f(z)!

Ainsi S = f et 'on a bien montré que f est C*° sur R!

exemple 24: DSE de z — (14 z)*
Pour tout a € R et tout x réel on note f(z) = (1 + )

1. Lorsque o € N, donner le DSE de f, et son rayon.
Dans la suite on supposera que o ¢ N

o

Déterminer la série de Taylor de f. Quel est le rayon de cette série entiere?

@

Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre satisfaite par f, et montrer que sa
série de Taylor vérifie la méme équation différentielle. (on précisera sur quel intervalle)

4. Justifier que f, est DSE et retrouver le résultat de cours
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exemple 25:

A Taide de leurs développements en série entiere,
retrouver la dérivée de la fonction exp et de la fonction sh

6 Annexe

démonstration 1 (prélude a la démonstration du théoréme

Montrons que I'ensemble E = {r > 0| la suite (|a,|.7™),>0 soit majorée} est un intervalle.
e [l est clair que 0 € E et que c’est son plus petit élément.
e Pour montrer que E est un intervalle (c’est a dire d’un seul tenant) nous allons montrer que pour tout
b € E fixé et tout ¢ fixé dans le segment [0,b] on ac € E
e Soit b € E fixé.
Par définition de E ceci signifie qu’il existe un M > 0 tel que Vn > 0,]a,|.b” < M
Considérons maintenant un ¢ quelconque dans le segment [0,D].
Comme 0 < ¢ < b, on aVn >0,0 <" <b" et doneVn = 0,0 < |ay|.c" < |ay|.b"
On vient de prouver que ¥n > 0,0 < |a,|.c® < M,
c’est a dire que la suite (|a,|.c™) était majorée. C’est la définition de ¢ € E'! cqfd
Nous venons de prouver que E est un intervalle du type [0,R[ ou [0,R] (avec R > 0) ou bien [0, + oo

démonstration 2 (démonstration du théoréme @

1. |R =400 <= Y a,z" converge absolument pour tout z € C
n>=0

(a) On suppose que R = +00
On est ainsi dans le cas o E = [0, + oo|, c’est a dire pour tout réel r > 0 la suite (a,r™) est
majorée.
Soit z un complexe quelconque.
En choisissant 7 = |z|+ 1 et en appliquant le lemme d’Abel on justifie que > a,,z" est absolument
convergente.

(b) On suppose que > a,z" converge absolument pour tout z € C.
n=0
On sait donc que pour tout z € C le terme général tend vers 0. Or une suite convergente étant
forcément bornée, on peut affirmer que la suite (a,2™) est une suite bornée.
On vient bien de prouver que pourr > 0 la suite (|a,|r™) était majorée, c’est a dire que E = [0,+00].
Or R =sup E donc R = 400

2. | R=0<= ) a,z" ne converge que pour z =0
n=0

(a) On suppose que R =0
On est ainsi dans le cas ou E = {0}, c’est a dire que pour tout r > 0 la suite (|a,|r™) n’est pas
majorée.
Soit z un complexe non nul.
On peut affirmer que la suite (|a,z"|) = (|an|.|2|™) n’est pas majorée.
De cela on en déduit que 'on ne peut avoir lima,z" = 0 et donc Y a,z™ est grossiérement
divergente

(b) On suppose que > a,z" ne converge que pour z =0
n=0
Nous allons montrer que E = {0}. Pour cela on va tenir un raisonnement par ’absurde.
On suppose qu’il existe un r > 0 tel que la suite (a,.r™) soit majorée.

D’aprés le lemme d’Abel, comme 0 < 3 < r, on peut affirmer que la série Y a,z" est absolument

r
convergente pour z = §

On aboutit a une contradiction car la série entiére ne converge que pour 0 par hypothése. cqfd!

si|z| < R alors anz™ est absolument convergente
3. |RER} — { 12 2 an &

si|z| > R alors > anz™ est grossiérement divergente

démonstration en classe
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