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‘ Dans tout ce polycopié, K désignera comme toujours le corps commutatif R ou C. ‘

exemple 1: Les espaces vectoriels sont partout!

1. (R™, +,.) est un espace vectoriel sur R (de dimension n)
2. (C™, +,.) est un espace vectoriel sur C (de dimension n)
3. (C", +,.) est un espace vectoriel sur R (de dimension 2n)
4. (R[X], +,.) est un espace vectoriel sur R (de dimension infinie)
5. (R,[X],+,.) est un espace vectoriel sur R (de dimension n + 1)
6. (Mp4(K),+,.) est un espace vectoriel sur K (de dimension p x q)
7. F(R,K) = K® est un espace vectoriel sur R. (de dimension infinie)
8. C*(I,K) est un espace vectoriel sur R, avec I intervalle réel (de dimension n)
9. RN, I’ensemble des suites & valeurs réelles est un R—ev. (de dimension infinie)
10. CN, I'ensemble des suites & valeurs complexes est un C—ev. (de dimension infinie)

11. Plus généralement, I’ensemble des fonctions définies sur un ensemble(intervalle) I et a valeurs
dans un espace vectoriel est aussi un espace vectoriel.
Comme on appelle VECTEUR tout élément d’un ev; un polynéme, une fonction, une matrice,. . . sont des vecteus

remarque 1 (mini-memento)

e famille génératrice = existence de la décomposition pour tout vecteur
e famille libre = unicité de la décomposition

e somme de sev = existence de la décomposition pour tout vecteur

e somme directe de sev = unicité de la décomposition



1 Espaces vectoriels

1.1 Définition et régles de calcul (R005)

%f définition 1: espace vectoriel( & NE PAS retenir)

Un espace vectoriel sur K ou K-ev, est un triplet (F, + ,.) dans lequel E est un ensemble non vide
muni de deux lois 'addition: "+" et la multiplication: "." telles que

1. "4"est une loi interne: (z,y) € E x E — x4+ y € E qui vérifie:
o V(z,y) € ExXE, z+y=y+ x commutativité
o V(z,y,2) € B3 (z+y)+2z=x+ (y+ 2) associativié
e il existe un élément dans E noté 0 tel que Vx € E,x+ 0 =042 = z. 0 est 'élément neutre
pour ||_|_”
e Pour tout z € F il existe un élément dans E noté —x appelé le symétrique de E tel que
t+(—z)=(—2)+z=0

autrement dit (E,+) est un groupe commutatif
2. "." est une loi externe: (\,z) € K x E — \.x € E qui vérifie:
o VI\u,x) e KxKx E, (A p).x = Ax + p.x distributivité
e VI\y,x) e Kx EX E, A(x+y)=Az+ \y distributivité
o V(\u,x) e KxKx E, (Au).x =\ (u.x) associativité
e Vx € E, l.x=x1 est neutre pour "."
rem: on peut écrire AX au lieu de \.Z
On a alors aussi:
o V(\x) e Kx E, Az=0<=z=00u)=0
e VI\Z) e KX E, (-A).z=-(\zx)=A(—x)
o VO u,z,y) EK2x B2, A(z—y)=Az—Ayet (A\—p)r =z — pux

définition 2: vecteurs et scalaires
Soit E un K-ev. On appelle

e VECTEURS les éléments de E.

e SCALAIRES les éléments de K.(cad les réels ou les complexes)
Suivant ’humeur, on notera les vecteurs avec une fleche ou sans.

Wr définition 3: combinaison linéaire
Soit F = (¥;)1<i<n une famille finie de n vecteurs de E.

n
On appelle COMBINAISON LINEAIRE DE VECTEURS DE F toute somme de la forme ) A\;.Zj ou
k=1
Al,...,Ap sont n scalaires.

rem: en algébre linéaire la notion de COMBINAISON LINEAIRE est fondamental
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1.2 Sous-espace vectoriel

1.2 Sous-espace vectoriel

(*Z/f définition 4: sous-espace vectoriel

Soit F' une partie (= sous-ensemble ) non vide d'un K-ev E.
On dit que F' EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL [SEV| DE E lorsque V(%,7) € F?2 VA € K \.i+jy € F
un sev de E est une partie de E non vide, stable par combnaisons linaires

remarque 2
On a comme définition(s) équivalente(s) :
e F est un sous-espace vectoriel de E lorsque V(Z,ij) € F2,V(A\u) € K2, \F+ pgj € F
e F est un sous-espace vectoriel de E lorsque ¥(Z,j) € F2 VYA €K, Z+§ € F et \f € F

wE T —x—2y ¢ F
rEF
g F
veF
un demi-plan ou un 3/4 de plan NE sont PAS des sev
remarque 3
1. F est un sev de E lorsque pour toute famille finie de scalaires (\1,...,\,) et pour toute famille
n
finie de vecteurs ¥1,...,Zn, DE F:on a Y AT € F
k=1
On dit que | F' DOIT ETRE STABLE PAR COMBINAISON LINEAIRE.\
2. Si F est un sev de E, alors les lois "+" et "." de E induisent dans F des lois qui donnent a F une

structure de K-ev.
Ceci signifie qu’une fois que lorsque I’on a montré que F est un sev de E, on a aussi
montré que que F est un espace-vectoriel.

3. Dans la pratique, pour justifier qu’un ensemble est un espace vectoriel, on montre qu’il est non
vide, inclus dans un ESPACE VECTORIEL CONNU, et stable par combinaison linéaire.

exemple 2: R, [X] est un sev de R[X] (démonstration)
e R, [X] est inclus dans R[X]
e R, [X] est non vide car il contient le polynéme nul qui est bien de degré inférieur ou égal a n

e R, [X] est stable par combinaison linéaire car si P et @ sont deux éléments de R,,[X] et A un
réel alors A.P 4 @ est bien encore un polynéme de degré inférieur ou égal & n.
ici, pour démontrer la stabilité par combinaison linéaire on s’est appuyé sur nos connaissances
sur les polynomes
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1.2 Sous-espace vectoriel

exemple 3:

Soit F' = {(x,y,2) € R®|x + y — 22 = 0}. Montrer que F est un sev de R3.
e F est bien inclus dans R3
e F n’est pas vide car contient (0,0,0) (puisque 0+ 0 — 2.0 = 0)
e F' est stable par combinaison linéaire.

En effet, soit u = (z1,y1,21) et v = (z2,y2,22) deux éléments de F' et A € R.
Notons w = Au+v

On a donc w = (x3,y3,23) = (A.z1 + T2,A.y1 + Y2,A.21 + 22).

Pour vérifier que w € F', nous allons vérifier que x3 + y3 — 2z3 = 0.

On a

x3+ys — 223 = (Axp +x2) + (Ay1 +y2) — 2(A.z1 + 22)
= /\.(a;1 +y1 — 2Z1) + (1?2 + Yo — 222)

Or 1 +y1 — 221 =0 et 9 +ya — 2290 = 0 car u et v appartiennent a F,
dotxzz+y3—223=AX04+0=0
ce qui prouve que w € F!

r\ ! 7 » - . . .
-@'theoreme 1: intersection de sous-espaces vectoriels

Soient (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de E. (I peut étre un ensemble infini d’indices)
Alors:
(] F; est un sous-espace vectoriel de E
el
on retient que "L’intersection de sev est encore un sev”
Attention! En général la réunion de sev n’est pas un sev! (d’ou la définition [6]:

démonstration 1

Soient (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de E.
Notons G = () F;.
el
e Comme tous les F; sont des sous-ensembles de E, leur intersection est encore un sous -ensemble
de E. Ceci prouve déja que G est un sous-ENSEMBLE de F.
e Comme les F; sont des sev, ils contiennent chacun le vecteur nul: le vecteur nul est donc également
présent dans leur intersection. Ceci prouve que G est un ensemble non vide.
e Soient T et i deux éléments de G, et A\ un scalaire.
Considérons z = A.Z + .
Comme T et i sont des éléments de G, ceci signifie qu’ils appartiennent a chacun des F;. Or
chaque F; est un sev et est donc stable par combinaison linéaire, ceci nous permet d’affirmer que
AT + if est dans tous les F;, et par conséquent dans leur intersection: ceci prouve que A¥ + 4§ € G

Wr définition 5: espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Soit F = {&1,...,Zn} = (Zk)1<k<n une famille finie de vecteurs de E
L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de F est un sous-espace vectoriel de F,
noté vect(F) et appelé ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR F:

vect(F) = vect({Z1,...,Zn}) = vect(Tk)1<hcn = { D M@ | (A1, .., n) € K"}
k=1

On montre que c’est le plus petit sev qui contient tous les vecteurs T; avec i € [1,n]
cad que tout sev contenant les Ty, continent aussi vect({Z1,...,7n})
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1.2 Sous-espace vectoriel

démonstration 2

n
e [] est facile de montrer que { > Ap.zg | (A1,...,An) € K"} est un sev de E en effectuant les
k=1

vérifications usuelles (non vide, inclus dans E et stable par combinaisons linéaires)

e Montrons qu’il s’agit du plus petit sev (au sens de I'inclusion)qui contient tous les vecteurs T; .
Considérons pour cela un sev F' qui qui contient tous les vecteurs Z;,
et montrons que vect({Z1,...,Z,}) C F
Soit T € vect({Z1,...,Zn})

n
II existe donc Ay, ... A\, € K tels que & = > A\ T
k=1

Comme F est stable par combinaison linéaire (car par hypothése c’est un sev) et que les ¥}, sont
des éléments de F', on en déduit que ¥ € F'.

On a prouvé que tout élément de vect({Z1,...,¥,}) était forcément un élément de F,
ce qui équivaut a dire que vect({Z1,...,Zn}) C F (cqfd)
rem: on a prouvé l'implication ¥ € vect({Z1,...,@,}) = T € F

exemple 4: droites et plans vectoriels
Soient x1 et x9 deux vecteurs d’un espace vectoriel E.
e on a vect(0) = {0}. Le singleton {0} est le plus petit sev du monde!

o SiT # 6alors‘vect T =<1 >={A\71| A €K} ‘est LA DROITE VECTORIELLE ENGENDREE PAR

e si 71 et ¥ ne sont pas colinéaires alors

vect(Z1,02) =< T1,T2 >= {\.Z1 + p.%2 | (A\,p) € K?} |est LE PLAN VECTORIEL ENGENDRE PAR 7| ET &y

‘l ------------------------------------------ o 7
// 22 Ay + iz //
’,’ OE Ty /,
Ay Ty "_l _________________________________________ ,"
0%
droites vectorielles plans vectoriels
f" l,’
x? A(X +2)+ pXx?
05 X+2
AKX +3) X+3
Or
dans un espace de polyndémes dans un espace de polynémes
A.sin sin
Or
dans un espace de fonctions
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1.2 Sous-espace vectoriel

exemple 5: un exemple dans R*
e Soit £ = R*. On considére #; = (1,0,0,0), 7> = (0,1,0,0) et &3 = (0,0,1,0)
e On a par définition

vect({Z1,42,73}) = {MZ1 + ATa + A3Z3|(A1,A2,03) € R3Y = {(A,X2,23,0) | (A1,A2,03) € R3}

L’ev engendré par {i1,72,73} est donc I’ensemble des vecteurs de R* qui ont leur quatriéme
composante nulle(et les trois autres indépendantes entre elles)

e rem: cet espace n’est pas pour autant R3!

%méthode 1: comment montrer qu’un ensemble est un sev II
Pour montrer qu’un sous-ensemble F' de 'ev E est un sev il suffit de pouvoir écrire F' comme "vect"
d’une certaine famille.
Ezxemple:
Montrer que F = {(z + y,x — y,2x + y)|(z,y) € R?} est un sev de R3.
11 suffit d’écrire que

F={(z+yx—y2x+y)|(zy) € RQ} ={z(1,1,2) +y(1,— L,1)|(z,y) € RQ} = vect((1,1,2),(1,—1,1))

F est le sev engendré par les vecteurs (1,1,2) et (1, —1,1)

exemple 6: un exemple dans Ry[X]
e On considére F = Ry[X] et les deux vecteurs P = P(X) = X —let P, = Py(X) = X2 - 1.
e Les combinaisons linéaires de P; et P, sont par définition les polynémes P
qui s’écrivent P = aPy +bP; = a(X? — 1) + b(X — 1) avec (a,b) € R2.
On a donc

vect({P1,P}) =< P1,Py >= {aX? 4+ bX — a — b|(a,b) € R?}

e Notons G 'ensemble des polyndémes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & deux qui ont
un comme racine.
i) on a‘vect({Pl,Pg}) C G‘.
En effet, soit P un élément de vect({Py,P2})
Ceci signifie qu’il existe (a,b) € R? tel que P = P(X) = a(X? — 1) +b(X —1).
On a P(1) = a(12 —=1)+b(1 —1) = 0 et on constate alors que P est un polynome de degré
au plus deux qui posséde un comme racine, cad que P € G

ii) on a ‘ G C vect({P1,P2}) ‘
En effet, soit P un élément de G.
Par définition, il existe 3 réels a,b et ¢ tel que P = aX? 4+ bX 4 c et P(1) = 0.
On en déduit donc que c = —a—b et ainsi que P = aX?*+bX —a—b = a(X?—1)+b(X —1).
ce qui prouve que P est un élément de vect({P1,Pa})

Conclusion: vect({P,P2}) = G‘
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1.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels (R006)

1.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels (R006)

définition 6: somme de 2 sev
Soient Fj et F5 étant deux sev de E.
i) On appelle ESPACE VECTORIEL SOMME DE F} ET F, et on note Fy + F5, ensemble :
| Fi+ Fy = {#1 + 22|71 € Fy et %) € b}
on montre que c’est le plus petit sev de E qui contient a la fois Fy et Fy,
cad ’ Fy + F5 = vect(F1 U Fy) ‘

ii) On dit que F} ET F; SONT EN SOMME DIRECTE, et on note Fj @ Fy, lorsque la décomposition
de tout vecteur de F; + F5 comme somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de F,
est unique.

cad VZ € Fy + F5,3(¥1,%3) € F1 X F5,% =¥ + %2  (LECRITURE EST UNIQUE)
rem: pour tout ¥ € Fy + Fy on sait par définition qu’il existe une décomposition de la forme
T = &1 + Ty avec (T1,72) € Fy x Fy. Lorsque la décomposition est toujours unique on dira que
Fy et Fy sont en somme directe

o/ T : &J

somme de deux droites somme d’un plan et d’une droite somme d’un plan et d’une droite

remarque 4 ( Il ne faut surtout pas confondre l’ensemble F; + F5 et l’ensemble Fy U F3 !)

Pour vous en convaincre considérer I'exemple suivant :

E=R?,  Fy ={(z,0)|zr € R}, F, = {(0,7)|zr € R}

o [} + F, = R? est le plan tout entier

e [y U Fy est simplement la réunion des deux axes.

°®

Fy est une droite Fy est une droite

FeFR+F
4"

F

F1 U F5 est juste la réunion des 2 droites F1 + F5 est un plan

www.matimatheque.fr 7 Serge Lemarquis



1.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels (R006)

-@'—théoréme 2: démo en exo
Il y a équivalence entre les trois propriétés suivantes :
i.) Fy et Fy sont en somme directe
ii.) La décompo_?ition de 0 est unique. . .
(cad que si 0 s’écrit 1 + To avec Ty € Fy et ¥o € Fy alors forcément $1 =0 et Zo =0.)
iii.) Fy N Fy = {0}

re fiNE
avect # 0

%méthode 2: pour montrer que deux sev sont en somme directe
En général, on montre que l'intersection F} N Fy est réduit au vecteur nul.
exemple:
Montrer que Fy = {(z,y,2) € R3|z +y + 22 = 0} et [y = {(2\,\,3)\)|\ € R} sont en somme directe.
Soit € € F1 N Fy
Comme U € Fy il existe A € R tel que @ = (2A\,\,3))
Et comme de plus @ € Fy on a alors 2\ + X+ 2.3\ =0, ce qui donne A =0
et donc en reportant @ = (0,0,0) = 0
Nous venons de prouver que F1 N Fy C {6}, et donc que I et Fr sont en somme directe

remarque 5 (attention a la généralisation)

En revanche, on verra que pour montrer que n sev sont en somme directe, on NE pourra PAS considérer
les intersections mais qu’il faudra justifier de I'unicité de la décomposition du vecteur nul

exemple 7:
e Considérons £ = C*(R,R)
e Notons Fy = {f € E|f® + f® 4+ f + f =0} et Fy = {f € E|f est 2r périodique}
e On remarque que la fonction sin est dans F} et dans Fb
et donc on en déduit que F} et Fb ne sont pas en somme directe.

W définition 7: espaces supplémentaires

On dit que F; ET F» SONT SUPPLEMENTAIRES DANS FE lorsque F1 @ Fo = F
1l ne faut pas confondre SUPPLEMENTAIRES ET COMPLEMENTAIRES
Le complémentaire d’un sev n’est jamais un sev car il ne contient pas le vecteur nul!
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1.4 Familles génératrices (R007)

-@'—théoréme 3: démo en exo

Il y a équivalence entre les 4 propriétés ci-dessous :
i.) Fy et Fy sont supplémentaires dans F
) Fi+ F,=FEet FNF,={0}

ill.) V¥ € E,H!(fl,fg) €\ x By, ¥ =41 + 79
)

iv.) VZ € E,3(Z1,@) € Fy x Fy,& = &1 + @ et Fy N F, = {0}

ii

autrement dit, Fy et Fy sont supplémentaires dans E lorsque TOUT VECTEUR & DE E PEUT S’ECRIRE
DE MANIERE UNIQUE COMME LA SOMME D’UN VECTEUR ¥ DE F] ET D'UN VECTEUR Z3 DE Fj.

rem: il existe aussi d’autres caractérisation importantes en dimension finie. (voir plus loin)

r\ [ 7 » -~ .
-@-theoreme 4: admis

Tout sev de F' de E admet un supplémentaire dans F

o c’est a dire qu’il existe une sev G de F tel que F& G =FE

e i I' n'est pas l’espace E lui-méme, ni le singleton vecteur nul, alors il n’y a pas unicité du sev
supplémentaire G

exemple 8: supplémentaire dans R? ou R?
1. Soit E = R? et F une droite vectorielle de E.
Un supplémentaire de F' dans F est toute droite différente de F

2. Soit £ = R3 et F une droite vectorielle de E.
Un supplémentaire de F' dans E est tout plan ne contenant pas F

3. Soit £ = R3 et F un plan vectoriel de E.
Un supplémentaire de F' dans E est toute droite non incluse dans le plan

1.4 Familles génératrices (R007)

définition 8: famille génératrice finie

Soit F = (&;)1<i<n une famille (finie) de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On dit que la famille 7 EST UNE FAMILLE GENERATRICE DE E lorsque E = vect(F)
cad .
VZ e E,3(A1,..., ) € K" tels que & = > .75
i=1

cad F est une famille génératrice de E lorsque tout vecteur ¥ de F peut s’écrire comme
une combinaison linéaire de vecteurs de F.(cette décomposition n’étant pas forcément unique)
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1.5 Familles libres. Familles liées (R008)

-\@'-théoréme 5: utile dans la pratique

i) Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore une famille génératrice.

ii) Si un vecteur de la famille génératrice est combinaison linéaire des autres alors en le retirant de
la famille on obtient encore une famille génératrice

mais attention car en général, une sous-famille d’une famille génératrice n’est pas génératrice

remarque 6 (vocabulaire: sous-famille, sur-famille)

e la proposition précédente doit vous sembler évidente. . . car elle I’est!
e une SOUS-FAMILLE d’une famille F n’est rien d’autre qu’un sous-ensemble de F.
e une SUR-FAMILLE d’une famille F est un ensemble qui contient F

exemple 9:
Soit @, ¥ et w trois vecteurs de E

Si vect(, U, W, i + 3¥) = E alors on peut affirmer que E = vect(w, ¥, W) car dans la premiére famille,
le quatriéme vecteur (@ + 37) est combinaison linéaire des deux premiers

exemple 10: un exemple a méditer

Soit E = {(z,y,2) € R3|z + 3y = 0} et E' = {(x,y,2,t) € R}z + 3y = 0}
Déterminer une famille génératrice de E et une de E’.

o E={(zy,2) e R¥x+3y =0} ={(2,y,2) € R¥|x = =3y} = {(—3y..2)|(y,2) € R?*}
Ainsi

E = {y(-=3,1,0) + 2(0,0,1)|(y,2) € R?} = vect((—3,1,0),(0,0,1))

o E' ={(z,y,2,t) € RYz + 3y =0} = {(2,y,2,t) € RYx = =3y} = {(=3y,y,2,t)|(y,2,t) € R3}
Ainsi

E' = {y(-3,1,0,0) + 2(0,0,1,0) + ¢(0,0,0,1)|(y,2,t) € R3} = vect((—3,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

rem: E et E' sont des hyperplans: on verra cette année un théoréeme qui mnous permet de donner
directement la dimension de ces espaces

1.5 Familles libres. Familles liées (R008)

¢/ définition 9: famille libre
Soit F = (z1,...,Z,) une famille de vecteurs de E.

i) on dit que LA FAMILLE F = (Z1,...,%,) EST LIBRE lorsque

YA, dn) ERY(MZ + -+ M B =0= A == )\, = 0)

ii) on appelle FAMILLE LIEE toute famille qui n’est pas libre.

cad qu’une famille est libre ssi la seule combinaison linéaire nulle de vecteurs de F est obtenue avec
des scalaires tous nuls.

remarque 7

e toute famille contenant le vecteur nul est liée.
e la famille {Z} est libre ssi Z # 0.

e toute famille contenant deux fois le méme vecteur est liée.
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1.5 Familles libres. Familles liées (R008)

proposition 1
1l y a équivalence entre:

i.) la famille (Z1,%2) est liée.

ii.) &1 et ¥y sont proportionnels. (ou ¥y et ¥s sont colinéaires)
iii.) 1 =0 ou IN € K, Ty = A\

mais ce n'est pas équivalent a dire seulement que AN € K, ¥y = AT7.
En effet, considérons ¥1 = 0 et Xy un vecteur non nul.

e (71,79) est une famille liée, car elle contient le vecteur nul
e 1’| et Ty sont colinéaires, en effet ¥y = 0.71

e mais il n’existe pas de scalaire A tel que Ty = \.71

exemple 11: un exemple dans R*

Soit § € R.
Dans E = R* on considére les vecteurs #; = (1,1,1,0), & = (2,3,0,2) et &3 = (1,3, — 3,9).
Nous allons étudier, suivant les valeurs de § la liberté de la famille (#1,%2,23)
Soit (a,b,c) € R3 tel que aFy + by + c¥3 = 0
On a donc a(1,1,1,0) + b(2,3,0, — 2) + ¢(1,3, — 3,8) = (0,0,0,0)
a+2b+c =0
a = 3c
C . a+3b+3c =0
ce qui équivaut au systéme 5 0 = &= <b = —2c
a— 3¢ =
0—4)c =0
2b+é.c =0 ( )

i) si 6 # 4 le systéme précédent équivaut 4 a =b=c=0.
Dans ce cas, la famille est donc libre
L . . L . Ja =3c
ii) si 0 =4 le systéme précédent équivaut & -
=—2c
Comme ce systéme admet une infinité de solutions (et donc pas seulement a = b = ¢ = 0)
on en déduit que dans ce cas, la famille est liée

CONCLUSION: | la famille est libre ssi § # 4‘

remarque: dans le cas o § =4 on a 3% — 2@ +¥3 =10

On voit qu’il est alors I1CI possible d’exprimer chacun des vecteurs en fonction des deux autres.
L 3., 1,
par exemple Tog = §x1 + §x3

remarque 8 (liberté et colinéarité)

Attention! On voit sur 'exemple précédent qu’il NE suffit PAS de vérifier la non-colinéarité 2 a 2 pour
avoir la liberté de la famille (Z1,%2,%3)!
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1.5 Familles libres. Familles liées (R008)

'\ ' P N » 3
-@-theoreme 6: démo en exercice

Si (Z1, ... @k, Thtt, - - ,Tn) est une famille libre de E alors les sous-espaces vectoriels vect(Z, . . . ,Z)
et vect(Zxy1,...,Ty) sont en somme directe.

-@’-théoréme 7:
Il y a équivalence entre:

i) la famille F est liée.

ii) I'un des vecteurs ¥ de F est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille
iii) 37 € F ,tel que ¥ € vect(F — {Z}) (simple écriture mathématique de ii))
Attention ! On ne peut pas choisir quel vecteur est combinaison linéaire des autres.

démonstration 3
Notons F = (&1,...,7n)
:
On suppose la famille F liée.

n
C’est a dire qu’il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel que > A\pZr =0
k=1
On sait qu’il existe (au moins) un indice j pour lequel \; # 0, en isolant le terme d’indice j puis

no—)\
en divisant chaque membre de I'égalité par \;, cela donne &j; = kak.
k=1 \j
k#j

Le vecteur Z; est combinaison linéaire des autres vecteurs.
o (i) =1ii)
On suppose qu’un vecteur est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille, c’est a dire
qu’il existe un indice j et des scalaires (\y) tels que Z; = i pyRi
=
Notons p1; = —1 et Yk # j, i, = A,
n

on a alors > pp@, =0 et (1, ... un) # (0,...,0). ce qui prouve que F est liée.
k=1

remarque 9 (démontrée en exercice)

Soit F une famille de vecteurs et & un vecteur.
Si {7} UF est liée et si F est libre alors ¥ est combinaison linéaire de F
autrement dit: si F est une famille libre et si & ¢ vect(F) alors F U {Z} est une famille libre.

-\@’-théoréme 8: propriétés des sous-familles, des sur-familles

i) Toute sous-famille d’une famille libre est libre .

ii) Toute sur-famille d’une famille liée est liée

-\@’-théoréme 9: des familles libres de référence trés pratiques

1. Toute famille de polyndémes de degrés distincts deux & deux et ne contenant pas le polyndéme
nul est libre.
On dit encore "toute famille de polynomes échelonnée en degré est libre"

2. Toute famille échelonnée de vecteurs de K™ ne contenant pas le vecteur nul est libre
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1.6 Bases (R009)

exemple 12: application du théoréme précédent
1. la famille de polynomes (X°® +4X3 — 2X, X3 + 12X +4,2X2 — 9, — 3X +4,5) est libre

2. la famille de vecteurs ((1,0,0,0), (3,2,0,0), (2,1,4,0)) est libre
3. la famille de vecteurs ((0,0,0,3),(0,0,1,5), (0,1,2,7)) est libre

1.6 Bases (R009)

¢/ définition 10:
| Une BASE DE FE est une famille a la fois libre et génératrice de E.

-\@’-théoréme 10: cas d’une base de cardinal fini

Il y a équivalence entre:
i.) la famille B = (z1,...,7,) est une base de E
n
ii.) V& e E,3(A1,...,An) € K", &= > \.Z; (LA DECOMPOSITION EXISTE ET EST UNIQUE)
i=1
"B est une base de E ssi tout vecteur de E peut se s’écrire, de maniére unique, comme une combinaison

linéaire d’éléments de B"

remarque 10

o Les scalaires du théoréme (X\i)1<i<n s’appellent LES COMPOSANTES (ou LES COORDONNEES)
du vecteur ¥ dans la base B : ORDRE DES \; EST IMPORTANT !/

e Dans le cas d’une base de cardinal fini, les coordonnées d’un vecteur sont alors un n—uplet de

A1
A2
scalaires. On les note aussi bien horizontalement (A1,Az, ... ,\,) que verticalement |

An

vecteurV || ((1,0),(0,1)) | ((2,0),(0,3)) | ((1,1),(0,1)) | <-base de R? choisie
R 2 1 2 3
7= (2,3) <3 <1> < ) <-coordonnées

vecteur'V (1,LX) | 3X,2) | (X +1,X) | <-base de Ri[X] choisie

1
pavez] ()] ()
e [ )6 € G D696 6 - o[ oewrem

1 2 )
M = <3 4> <-coordonnées

<2> <-coordonnées

|
=W N
[ Ll
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1.6 Bases (R009)

exemple 13: base canonique de K"
Considérons les vecteurs de K" suivant :

& =(1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0),...... e =(0,...,0,1,0,...,0),...... &, =(0,...,0,1)
le 1 est au rang k
On appelle BASE CANONIQUE DE K" la base (e_f, - ,e_ﬁ). Dans cette base, les composantes du vecteur
€1
xT9 n
(z1,22,...,2,) de K™ sont : ' (en effet, (z1,x2,...,25) = kzl i€k )
Tn
La base (€,,6,-1,- - -,€2,€1) est une autre base de K".
Tn
Tp—1
Dans cette base, les composantes du vecteur (zy,x2,...,z,) de K™ sont
)
T

rem.: le vecteur (1,2) € R? a pour coordonnées (;) dans la base canonique de R2!

exemple 14: base canonique de K, [X]
Considérons les vecteurs de K, [X] suivant :

Po=PyX)=1,P=P(X)=X,P,=Py(X)=X2,... Py=Py(X)=XF ... P, =Py(X)= X"

On appelle BASE CANONIQUE DE K, [X] la base (Py,P1,Ps,...,P,) = (1,X,X?, ... . X").
ao

n

Dans cette base, les composantes du polynome P(X) = Y a, X* sont
k=0
Gnp

exemple 15: base canonique de M, ;(R)

On rappelle que E = Ma3(R) désigne l’ensemble des matrices a coefficients réels ayant deux lignes
et trois colonnes.

Considérons les matrices suivantes

1 00 010 0 01 000 0 0 0
Ml_(o 0 0>’M2_<0 0 o)’M3_(0 0 0)’M4_<1 0 0>’M5_<0 1 0>’M6_(
La famille (M;)1<i<6 s’appelle LA BASE CANONIQUE DE My 3(R)

a11
a12

. aj;p aj aj al
Dans cette base, les composantes de la matrice A = 2 3) sont 3
az1 a2 Q23 a1

a22
az3
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coordomnées¥ || (LX) | (X,1) | ((0,1),(1,2)) ((é ?)(? é)) ((1,0,0),(L1,1)) | <-bases

(§> 3X+2|2X+3 (3,8) (; 2) (5,3,3) <-vecteurs

deés qu’on se fize une base, les composantes d’un vecteur définissent le vecteur

2 Espaces vectoriels de dimension finie (R010)

(Z/fdéﬁnition 11: ev de dimension finie

On dit qu'un ESPACE VECTORIEL E EST DE DIMENSION FINIE lorsque E admet une famille génératrice
finie, (c’est a dire une famille génératrice de cardinal fini.)
rem: par convention {0} est de dimen sion 0

-\@'-théoréme 11: théoréme de la base extraite

Soit E un K—ev différent de {0}.
De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de F

exemple 16:

On admet que F = ((1,2,0), (0, — 1,1), (1,1,1), (2,4, — 3)) est une famille génératrice de £ = C3
1. Est-ce une base de E7?

2. Donner une base de E grace au théorame de la base extraite.

1. card(F) =4 et dim E = 3, donc F ne peut étre une base de E.

2. D’apras le théoreme de la base extraite, on sait qu’en retirant judicieusement un vecteur de F,
on obtiendra une base de E. On ne peut choisir ce vecteur au hasard: il faut retirer un vecteur
qui est combinaison linéaire des autres.

On remarque que (1,1,1) = (1,2,0) + (0, — 1,1),
on peut donc affirmer que ((1,2,0), (0, — 1,1), (2,4, — 3)) est une base de E.

rem: |ici, on n’aurait pu retirer n’importe lequel des 3 premiers vecteurs mais surtout pas le
quatriéme!

-\@'-théoréme 12: théoréme de la base incompléte

Soit E un K—ev différent de {0}.
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base.

N ! 7 » -~ » -~ . . oY »
-@-theoreme 13: un théoréme plus puissant mais peu utilisé

Soit £ un K—ev différent de {0} et G une famille génératrice finie de E.

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de F, et de plus les vecteurs ajoutés peuvent
étre choisis dans G
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111

V1

)
)
iv)
)
)

-@'—théoréme 14:
Soit £ un K-ev de dimension finie.
i) FE posséde au moins une base
ii) toutes les bases de E ont le méme cardinal, que ’on appelle LA DIMENSION DE F.
ii) toute famille libre de E a un cardinal < dim F
toute famille libre de cardinal dim £ est une base de F
v) toute famille génératrice de F a un cardinal > dim F
toute famille génératrice de cardinal dim E est une base de E

en dimension quelconque

B famille libre de F
B base de F | < { attie ibre de <:>’vx€E,E|!($1,x2>€F1XFQ,.T:$1+HZ'2

B base de B | «— {B famille libre de £ PN {"la décomposition est unique"

B famille génératrice de £

"la décomposition existe" B famille génératrice de

en dimension finie

B famille libre de £ B famille génératrice de £
B base de F| <= —
card(B) = dim E card(B) = dim E

exemple 17: exemples fondamentaux. ..

le K-ev K" est de dimension n

le C-ev C" est de dimension n

le R-ev C" est de dimension 2n

le K-ev K, [X] est de dimension n + 1

le K-ev K[X] est de dimension infinie

dim(Ey x -+ x Ep,) =dim(Ey) + -+ - + dim(E,,)

on convient que l'espace vectoriel {0} est de dimension nulle.

exemple 18: d’autres exemples fondamentaux issus de ’analyse

www.matimatheque.fr 16 Serge Lemarquis

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients
constants est un espace vectoriel de dimension 1
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-@'—théoréme 15: R et C sont des espaces vectoriels également!
1. R est un R—ev de dimension un
2. C est un C—ev de dimension un mais un R—ev de dimension 2
En effet:
i) R={a.lla € R} = vect(1) et C = {z.1|z € C} = vect(1)
ii) C = {a.1+ b.i|(a,b) € R*} = vect(1,i) avec (1,i) famille libre pour un R—ev.
(il n’eziste pas deux réels (a,b) # (0,0) tels que a.1 +b.i =0)

%méthode 3: comment montrer qu’une famille est une base d’un sev de dim. finie
D’apres la définition, pour montrer qu'une famille est une base de F, il faut et il suffit de montrer

que cette famille est libre génératrice de E.
Cependant, si ’on connait la dimension de E, IL SUFFIT DE VERIFIER SEULEMENT QUE C’EST UNE

FAMILLE LIBRE (ET DE CITER LE THEOREME [14]1V)) ou bien DE VERIFIER SEULEMENT QUE C’EST
UNE FAMILLE GENERATRICE(ET DE CITER LE THEOREME [14] vI1))
exemple:
e D’apres le théoreme @ on peut affirmer que la famille F = (X3 — 3X,X? — 2X,X — 1,1) est
une famille libre de R3[X] car de degrés echelonnés.
e Or on sait que R3[X] est un espace vectoriel de dimension 4
o Comme card(F) =4, on peut affirmer que F est une base de Rg[X]

-\@’-théoréme 16:
Soit ¥ un K-ev de dimension finie. Alors:

i.) tout sev F' de E est de dimension finie et 'on a dim F' < dim E

ii.) (F=FE)<= (FCFEet dimF =dimF)

iii.) si Fy et Fy sont deux sev de E alors |dim(Fy + F,) = dim Fy + dim F, — dim(F) N F)]

(la formule précédente est connue sous le nom de FORMULE DE GRASSMAN)

iv.) si F} @ Fy = E alors dim E = dim F} 4 dim F3
les deux premiers points du théoréme précédent peuvent s’exprimer encore de la maniére suivante :
TOUT SEV F D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE E EST DE DIMENSION FINIE ET
dim F' < dim F/, AVEC EGALITE SI ET SEULEMENT SI F'=F

-\@’-théoréme 17:
Soient F} et Iy deux sev de E.
Il y a équivalence entre:
i.) Fy et Fy sont supplémentaires dans F
ii.) Fy N Fy = {0} et dim E = dim F} 4 dim F}
iii.) Fy + F» = E et dim F = dim F; + dim F;

Fi+FFK=F FiFnNnFy,={0
FloF—B|es|{ 1T = ' | {E} . = (B1,By) base de E
dim F} + dim Fy, = dim B dim Fy +dim Fy, = dim B

différentes caractérisation de Fi @ Fo = E spécifique a la dim.finie
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'\ ' P N » 3 . N »
-@-theoreme 18: concaténation de deux bases, version de premiére année

Soient Fj et F5 deux sev de bases respectives By et Bs.
Alors

’ la somme F' = F + F est directe ssi (B , B2) est une base de F‘

‘ em particulier, F) et F» sont supplémentaires ssi (B , B2) est une base de E‘

Dans ce cas, on dit que la base (By , Ba) est UNE BASE ADAPTEE a la somme directe Fy @ F

-@'—théoréme 19: complément au théoréme
Soient Fi et Fy deux sev de familles génératrices respectives Fj et Fo
Alors:

JF1 U Fy est une famille génératrice de £} + Iy
cad que si Fy = vect(Fy) et Fy = Fy alors Fy + Fy = vect(F; U Fo)

GZ[ définition 12: rang d’une famille de vecteurs

Soit F = (1,...,Z,) une famille de vecteurs de E.
On appelle RANG DE LA FAMILLE DE VECTEURS F = (71, ...,%,) la dimension
de vect F = vect(Z],...,7,)

cad la dimension de ’espace vectoriel engendré par les vecteurs de la famille F
Le rang de la famille F est donc le nombre MAXIMAL de vecteurs de F qui forment une famille libre

-@’-théoréme 20: propriétés du rang d’une famille de vecteurs

Soit F = (z1,...,2,,) une famille finie de vecteurs de E.
On a:

1. rg(F) < min(n,dim(E))

2. rg(F) = card(F) <= F est une famille libre

3. 1g(F) = dim(E) <= F est une famille génératrice de E
cad

1. le rang d’une famille de vecteurs est toujours inférieur nombre de ses vecteurs .
le rang d’une famille de vecteurs est toujours inférieur & la dimension de [’espace auquel ils appartiennen

2. une famille est libre ssi son rang est égal a son nombre d’éléments

3. une famille est génératrice ssi son rang est égal a la dimension de ’espace

e comme vect(Z1,...,z,) C E, on a dim(vect(Z1, ... 7)) < dim E, cad rg(F) < dim E
e comme la dimension d’un espace est toujours majoré par le cardinal d’une famille génératrice,
on a dim(vect(z1, ...,7,)) < n, cad rg(F) < n

e comme F = (Z1, ...,z est une famille génératrice de vect(Z1, . ..,z ), on a les équivalences suivantes:
F famille libre <= F base de vect(Z3, . ..,T,)
= F famille génératrice et card(F) = dim(vect(Z3, . ..,T,))
— card(F) = dim(vect(z1, . ..,z,))
e comme vect(Zi,...,7,) C E, on a vect(z1,...,5,) = E ssi dim(vect(Z3,...,7,)) = dim E, cest a
dire ssi rg(vect(z1,...,7,)) = dim E
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3 Complément de 2éme année

3.1 Produit d’un nombre fini d’espaces vectoriels

définition 13: (...et théoréme!)
Soient Et,...,E, des K-espaces vectoriels.
e On définit sur le produit cartésien £y X --- x E, les opérations suivantes:
i) Y(d1,...,up) € E1 X -+ X Ep,Y(U1,...,0p) € By X --- x E

(ﬁl,...,’lzp)—l- (171,...,1_)},) = (ﬁ1+l71,...,ﬁp+17p)

11) V(ﬁl,...,ﬁp)EElX-'-XEP,V)\EK

e On considére le vecteur nul (O, , ... ,GEP) € By x---x Ep

Avec cette structure Ey X --- X E, est un K-espace vectoriel, appelé ESPACE VECTORIEL PRODUIT

'\ ', . . 0 0 .
-@-theoreme 21: dimension d’un produit de sev
Si Fy,...,E, sont des K-espaces vectoriels de dimension finie alors

i) By x --- x E, est un ev de dimension finie
ii) dim(Ey x -+ X Ep) =dimE; + --- +dim E,

exemple 19:
On considére R? x Ry[X]

1. Donner quelques éléments de cet ensemble

2. Justifier qu’il s’agit d’un espace vectoriel de dimension fini; en donner la dimension et une base.

3.2 Somme de p sous-espaces vectoriels (=généralisation de la somme de 2 sev

définition 14: somme de p sev
Soit (Fi)ieq1,...py une famille de p sev de E.

p
i) On appelle ESPACE VECTORIEL SOMME DES Fj , et on note F; +---+ F, ou ) F;, 'ensemble:
=1

p
YE=FR+ -+ Fp={Zi+ - +3|%ec F}

=1

on montre que c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient tous les F;.
cad que | Fy + Fo + -+ -+ Fp = vect(F1 U Fob U - - - U F)

ii) On dit que LES F; SONT EN SOMME DIRECTE, et on note F; @ --- @ F,ou & Fj, lorsque
i€{1,...,p}

p
VEeY F, 3(F,.. . E)EF x-xF, I=) I
=1 3

=1

c’est a dire, la somme de n sev est directe lorsque la décomposition(=l’écriture) de tout vecteur

bst UNIQUI
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3.2 Somme de p sous-espaces vectoriels (—=généralisation de la somme de 2 sev

'\ ', . . A _Q 0 o o ]
-@-theoreme 22: pas de caractérisation avec les intersections pour la somme de p sev!

Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes:

i. la famille (F});eq,...py est en somme directe

—

ii. la décomposition de 0 est unique. (cad que si 0= T1+ T2+ -+ Ip avec &; € F; alors ; = 6)

rem: "la décomposition de tout vecteur est unique ssi celle du vecteur nul est unique"”
rem: si la famille (F;)icq1,...n) est en somme directe alors pour tout (i,5) tel que i # j F; N F; = {0}

mais attention ‘ la réciproque est fausse‘

exemple 20:

Soit E = R%.

On considére F; = {(a,a,0,0)| a € R}, F5 = {(0,0,b,b)|b € R} et F3 = {(c,c,c,0)| c € R}
1. Que valent les intersections deux & deux de ces espaces?
2. La somme F} + F5 + F3 est-elle une somme directe?

exemple 21:
Soit E = R*.
On considére F} = {(a,a,0,0)|a € R}, F» = {(0,b,b,0)|b € R} et F3 = {(0,0,c,c)|c € R}

1. Donner une CNS pour que le vecteur (x,y,z,t) appartienne a Fy + F5 + F3
On a les équivalences suivantes

(x,y,z,t) EM+Fh+ Fy<—= 1% € 1,37y € Fy,d73 € F3, (m,y,z,t) =T + @2 + T3
<= J(abe) R (y.21) = (2,,0,0) + (0,0,,0) + (0,0,c.¢)

r =a
= b

> (a,b,c) € R3, Y @t

z =b+c

t =c

a ==z

b =y—
— J(abc) € R?, yo

c =z—y+tz

t —z-y+x

\

3
On trouwve donc que le vecteur (z,y,z,t) appartient & Y F; ssit =z —y+x
i=1

Conclusion | F1 + Fy + F3 = {(z,y,2,t) E Rz —y + 2 —t =0}

2. La somme F} + F5 + F3 est directe?

Oui, car le systéme précédent a montré que pour un vecteur (x,y,z,t) € Fy + Fy + F3 fizé,
il existe un unique triplet de vecteurs (¥1,72,%3) € F1 X Fy x Fy tel que

— —

(x,y,z,t) - fl + 2 + 3
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3.3 Hyperplans en dimension finie

'\ ', . . o
-@-theoreme 23: les sep sont en somme directe

| La somme d’une famille finie de sous-espaces propres (d’un endomorphisme) est directe

'\ ' » N P N Py o . .
-@-theoreme 24: base adaptée a une décomposition en somme directe

Soient Fi,...,F, psev (de E) de bases respectives B, ...,B,.
Alors
la somme F' = F; + --- + F), est directe <= (B ,...,B,) est une base de F’
en particulier, E=F @ - @ F, <= (Bi ,...,Bp) est une base de £
Dans ce cas, on dit que la base (By,..., By) obtenue par concaténation est UNE BASE ADAPTEE 4
la somme directe F1 @ --- @ F),

- théoréme 25:
Soient F1,...,F, p sev en somme directe.
Alors

dim(Fy @ --- @ Fp) =dim F; + - -- + dim F},

3.3 Hyperplans en dimension finie

Dans ce paragraphe E désigne un espace vectoriel de dimension finie n.

gﬁf définition 15: hyperplan
Soit F' un sev de E.
On dit que F' est UN HYPERPLAN DE E lorsque F' admet une droite comme supplémentaire.

cad F est un HYPERPLAN DE FE lorsqu’il existe U # 0 tel que E = F & vect @

| ;

cas o dimE = 3 cas ou dimE = 2

remarque: on réalise aussi ce
schéma dans le cas dim E > 3
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3.3 Hyperplans en dimension finie

-\@'-théoréme 26: caractérisation des hyperplans par leur dimension

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et F' un sev de E.

F' est un hyperplan de £ <= dim FF =dim E — 1

rem:
Dans E = R?, les hyperplans sont les droites vectorielles.

Dans E = R3, les hyperplans sont les plans vectoriels

Dans E = R, [X], R,,—1[X] est un hyperplan (mais ce c’est pas le seul!)

-@’-théoréme 27: caractérisation des hyperplans par une équation

Soient
e I un espace vectoriel de dimension finie

e Flunsevde
e B=(él,...,6,) une base de E

Il y a équivalence entre:
i) F est un hyperplan de E
i) Iai,...,an) € K*—={(0,...,0)} tel que F ={F=x1.€1 + - -+ xn.€n|ar.x1 + -+ an.xp, =0}
cette équation s’appelle UNE EQUATION DE L’HYPERPLAN F'

rem: on retrouve le fait que:
e dans R?, les droites vectorielles ont une équation du type ax + by = 0 avec (a,b) # (0,0)

o dans R3, les plans vectoriels ont une équation du type ax + by + cz = 0 avec (a,b,c) # (0,0)

caractérisation des hyperplans en dimension finie

F hyperplan de E ‘ <= ’dimF =dmFE —1

|31 #0,E=F &vectd

= ’ Dans une base donnée, F' a une équation du type a1.¢1 + - - - + an.Tp = 0‘

exemple 22:

e F={a.X?+bX%2+cX +dcRs[X]|a—b+2c+d=0} est un hyperplan de E = R3[X]
—b d =0
“ T 0} est l'intersection de 2 hyperplans de E = R3[X

o F={a.X3+bX?+cX +decR3[X]|
b+c+d =

o F= {<CCL Z) € My(R) |a+ d =0} est un hyperplan de M2 (R)

d =0
o F= {(Z Z) € My(R) | {Zj% _ 0} est l'intersection de 2 hyperplans de Mz (R)
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3.3 Hyperplans en dimension finie

remarque 11 (rappel sur les maniéres de définir un sev)
Un sev de E peut étre défini
e soit par une famille génératrice

e soit par une équation ou un systéme d’équations (ce qui s’apparente a des CONDITIONS)

exemple 23: un méme sev définie de 2 maniéres différentes

x
Yy
z4+y—2 =0 i
F={|-= | { i/ B O} définition par sys. d’éq.
t T =
u

N~
O, OR & 8 +w€ 8

m

)

ot

0 0
1 0
= {x. +y |1 +u |0] |(zyu) c R}
0 0
0 1
1 0 0
0 1 0
=vect([1],[1],]0]) définition par fam. géné
1 0 0
0 0 1

exemple 24:
<€ Montrer que l'intersection de deux hyperplans est soit un hyperplan, soit un sev de dimension n — 2

-\@’-théoréme 28: sev vu comme l’intersection d’hyperplans

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
1. L’intersection de p hyperplans est un sev de dimension supérieure ou égale & n — p.

2. Soit un entier p tel que 0 < p < n et F un sev de E de dimension n —p .
Alors il possible de trouver p hyperplans tels que F' soit I'intersection de ces hyperplans.
"tout sev de dimension n — p est l'intersection de p hyperplans bien choisis”

rem: on peut interpréter les hyperplans comme des contraintes: si elles sont indépendantes, elles
abaissent chacune la dimension d’une unité ...

remarque 12 (systémes linéaires et intersection d’hyperplans)

un systéme linéaire peut toujours s’interpréter comme une intersection d’hyperplans et réciproquement
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