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1 Nombres complexes 2 Trigonométrie

1.1 Nombres complexes de module 1 2.1 Les propriétés fondamentales

0 et 0’ sont des réels, n un entier naturel o Vo € R, cos’x +sin’z =1

o ¢ =cosf +i.sinf eif = cosf —isinf = e~
o it cit — Gi0+0) e Vz eR,|sinz| <1let|cosz| <1
0 —if 0 —i0
e Formules d’Euler: cos§ = e’ etsinf="_° - sinz
2 2 P o Vo e R\ {5 +kr|keZ} tanz = et 1+ tan’s = —
e Formule de Moivre: (cos 6 + i.sin6)") = cos(nf) + i.sin(nd) (cad: (e9)" = e™?) 2 cos cos®x
acines n—ieme de Iunité: U, — _ 1\ _ [ 2ikn/n _
* Racines n—iéme de 'mité: Uy = {z € C| 2" =1} = {eX*7/* |k € [0n — 1]} 2.2 Valeurs remarquables a connaitre par cceur
. “1+4iV3 —1-iV3
U, ={1,-1} U3={17€2m/3=%[764”(/3:%} Us = {14, -1, -} 0 ™ T ™ ™
’ 6| a4 |3 2]|"
1| v2]Vv3
fin 2 S X2
sinz | 0 2 5 5 0
2 1
cosz |1 ﬁ £ N 0 -1
2 2
t ol L1 1 |v3a|ND| o
an —
V3
o Vk € Z, cos(km) = (—1)* et sin(kr) =0
2.3 Les formules de ’angle double a connaitre par cceur
1.2 Modules et arguments
. 2 2 5 P 1—tan%a
o z=a+ibavec a = Re(z) et b= 1Im(z) cos2a = cos”a —sin“a =2cos"a—1=1-2sin"a = —5—
0 1+ tan‘a
o z =r.e" avec r module de z et 6 argument de z
. . . 2tana
e a=r.cosf et b=rsinf Sln?a:2smacosa:ﬁ
e module de z: |z| =7 = Va? + b2 anta
ton b b0 A Uaide de la formule de cos2a on a directement(a savoir retrouver)
arctan si
e argument de z # 0: arg(z) =0 = { Y ) 14 cos2a 1— cos2a
arctan; +m  sia<0 cos®a = . : ot sinZa = .

JM(2)




2.4 Formules d’addition a connaitre par cceur

e cos(a+b) = cosa.cosb—sina.sinb
e cos(a —b) = cosa.cosb+sina.sinb
e sin(a + b) = sina.cosb + sinb. cosa
e sin(a — b) = sina.cosb — sinb. cosa
A partir de ces formules on retrouve, lorsque les tangentes sont définies

_ tan(a) + tan(b) _ tan(a) — tan(b)
tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b) ot tan(a —b) = 1+ tan(a) tan(b)

2.5 Formules a savoir retrouver a partir des précédentes

e 2.cosa.cosb = cos(a+ b) + cos(a — b)
e 2.sina.sinb = cos(a — b) — cos(a + b)

e 2.sina.cosb = sin(a + b) + sin(a — b) et 2.sinb. cosa = sin(a + b) — sin(a — b)

pP+yq
p =a+bd “@ =5 )
En posant ) on a alors pZqr et les formules ci-dessus donnent
q =a-— b =——
2
® cosp+cosq = 2.cosp+q.cosp7q
2 2
.. pta . p—q
® cosp —cosq = —2sin .sin 3
) . pta_ _p—g . . P—q ptg
e sinp +sing = 2sin cos = et sinp — sing = 2sin 5 cos
2.6 Angles associés
o cos(z + m) = —cos(z) sin(z + m) = —sin(x) tan(z + m) = tan(x)
e cos(m — ) = — cos(z) sin(m — ) = sin(z) tan(m — z) = — tan(z)
o sin(z + %) = cos(z) cos(z + Z) = —sin(x) tan(z + %) = -1
2 2 27 tanz
1
e sin(§ —x) = cos(z) cos(§ — x) = sin(x) tan(§ —z) = ton e
2.7 Formules d’Euler
pour tout z réel on a
. . i —ix : _ _ ir _ ,—iT
cos(z) exp(iz) +2exp( ix) _€ —;e ot sin(z) exp(iz) 2;Xp( ix) _e 2;3
2.8 Equations trigonométriques
x =a [27] x =a [27]
® COST = COSa <= ou sinz = sina <= ou
Tz =-a [27] z =7—a |[27]

e tanz =tana <= xr =a [7]

2.9 Propriétés des fonctions trigonométriques

e Les fonctions cos et sin sont définies et C*° sur R. Elles sont 27— périodiques

e Les fonctions cos et sin ont pour ensemble image [—1, + 1].
e La fonction tan a pour ensemble image R

e La fonction cos est paire; les fonctions sin et tan sont impaires



3 Les fonctions trigonométriques réciproques

3.1 La fonction ARCSIN

e La fonction sin n’est pas bijective de R — [—1, + 1]

11 fla) =

sin(x)

ame - -m2 Jlo e w2 S

-1

e En revanche la restriction de la fonction sin a [—m/2, 4+ 7/2] réalise une bijection de [—7/2, + 7/2]

dans [-1, + 1]

définition 1:

La fonction arcsin est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction sin a

I'intervalle [—m/2, + m/2]

y
/2 Y
T 0 T X
-1 0 1
y =f arcsin(x)
~T1/2 1

o V€ [—m/2,+ /2], arcsin(sinz) = z
e Vy € [—1,+ 1], sin(arcsiny) =y
e arcsin est continue sur [—1,+1] et dérivable sur | —1,+1[, avec

e En appliquant Tayloy-Young, on trouve arcsinz 5

Vo € [-1/2,4+ 7/2],Yy € [-1, + 1] on a | ’équivalence y = sinz <= z = arcsiny

Vo €] — 1, + 1], arcsin’(z) =

V1—a?

1

3.2 La fonction ARCCOS
e La fonction cos n’est pas bijective de R — [—1, + 1]

A

\ :

=32 - 12 0 m L 12

-1

e En revanche la restriction de la fonction cos a [0,7] réalise une bijection de [0,7] dans [—1, + 1]

définition 2:

La fonction arccos est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction cos a

'intervalle [0,7]

= arccos(x)

-1 0 1

e Vz € [0,7],Vy € [—1,+ 1] on a 1 ’équivalence y = cosz <= x = arccosy

e Vz € [0,7], arccos(cosz) =

o Vy € [—1,+ 1], cos(arccosy) = y

e arccos est continue sur [—1,+1] et dérivable sur |—1,+1[, avec |V €] — 1, + 1], arccos’(z) =

-1

V1— a2

T
e V€ [—1,+ 1], arcsinz + arccosz = 3




3.3 La fonction ARCTAN 4 Les fonctions hyperboliques

e La fonction tan n’est pas bijective de R\ {g +kr|keZ} - R 4.1 Définitions et relation fondamentale

f T -z T _ —x
| y 0Vx€R,Chm=%etshx=%

e VzeR, ch®z—sh?z=1

4.2 Propriétés de la fonction ch

e La fonction ch est une fonction définie et C> sur R, de dérivée ch’ = sh

I
I
I
I
I
I
| e La fonction ch est paire
|

e HP: la restriction de la fonction ch a [0, + oo[ est bijective
- -T7/2 0 ™2 Ll 3m/2 et sa fonction réciproque est [1, + oo — [0, 4 oof

z — In(z+ V22 -1)

I I
| |
| | 4.3 Propriétés de la fonction ch
I I
| |

e La fonction sh est une fonction définie et C°° sur R, de dérivée sh’ = ch

e La fonction sh est paire

e En revanche la restriction de la fonction tan & | — /2, + 7/2[ réalise une bijection de | — 7/2, 4+ 7/2| e HP: La fonction sh réalise une bijection de R dans R
dans R et sa fonction réciproque est R — R

z — In(z+ Va2 +1)

/ définition 3:
La fonction arctan est LA FONCTION RECIPROQUE DE LA RESTRICTION de la fonction tan a
I'intervalle | — 7/2, + 7/2[

4

_ e
=3
o Vz €] —7/2,4+7/2[,Vy € R on a |l ’équivalence y = tanz <= z = arctany ~ - 1
o Vz €] — /2,4 7/2|, arctan(tanx) = x
y = sh(z)
e Vy € R, tan(arctany) =y B
- ; 1
e arctan est dérivable sur R, avec |V € R, arctan’(z) = 52
=

1
e Vx € R*, arctanx + arctan — = sg(z).g avec sg(z) le signe de x (a savoir redémontrer)

T T

chz ~ shx ~ <

e Rappel: le DL de arctan est au programme +00 +oo 2




5 Les fonctions puissances 6 Logarithme et exponentielle

e Ya € R, Vz > 0,2% = =N avec la convention 0% =0 si a > 0 6.1 Logarithme néperien
1
. ‘ Régles sur les puissances: ‘ e La fonction In est 'unique primitive sur I'intervalle |0, 4 oo[ de la fonction z — p qui s’annule en 1.
Pour (a,5) € 2 ct (z,9) €]0, + oof? On a done
In:J0,+0c0[ — R
z° l‘ﬁ _ xa+[3 i — @ ﬁ _ l‘a76 (Ia)[f _ Ia,[i % ya _ (Iy)a z s N @
’ % b ’ ot
. ‘Propriétés de la fonction z — xa‘ elnl=0etlne=1avec e~ 2718
Pour x taeR
v Pour a € R, la fonction f, : ¢ — 2 est définie et C™ sur ]0, + oo * Powrz>0,y>0ctac
Si o > 0, la fonction est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) =0 1
( laf p g P b fa(0) =0) Inz +Iny = In(zy) 111,'1:—1ny=1nE In—=—-Inz In(z) = a.lnz
y T
v Pour n € N*| la fonction  — 2" =g.x..... z est définie et C™° sur R
T e La fonction In est définie et C°° sur ]0, + oof.

i ) 1 . La fonction In réalise une bijection de ]0, + oo[ sur R, de fonction réciproque exp
v Pour n € Z\ N, la fonction z — 2™ = — est définie et C> sur R*
z

. 6.2 Exponentielle

v Pour tout n € N*, la fonction gy est la réciproque de la fonction [0,+ 00 — [0,400[ . e V=1 el —e
r — z" e Pour (a,3) € R?
v Pour n € N* et (z,y) € [0, + oo[? (2.5)
1 _ e _
y=a" =z = y=y/" Van = x (Va)" == efel = ets 57:6& :ﬁzc&ﬂ ()’ = e
] | e La fonction exp est définie et C* sur R
| e La fonction exp réalise une bijection de R sur |0, + oo[, de fonction réciproque In
|
4 ‘I Ve e RVy >0, (y=¢€" <=z =Iny)
3 lll‘ Vo >0, exp(lnz) =z
ll\ N<a<l — Vr € R, Ine® =z
2 _—
—
\ - 1 y
=10
1 'l
— a < .
0 i — l--M
0 1 b 3 3 5 3 i
[
1
3 I
5 . !
2 [
(y=qa) !
=1 2 ] P
1 e
- 1 T VAR A T
nz2
1] 1 /l ! L] [
. n=-1
/
/f -2
11

12



7 Croissances comparées

e Les limites des fonctions usuelles sont a connaitre, ainsi que leurs graphes

e le principe des croissances comparées:

L’EXPONENTIELLE L’EMPORTE SUR LES PUISSANCES QUI L’EMPORTENT SUR LES LN"

"EN CAS DE FORME INDETERMINEE (EN 0 OU EN ),

cad pour a« >0et >0

lim

s

z—too BT

0

Calculs algébriques

lim
T—r+00

(Inz)>

o

=0

n
enl=nx(n—1)x---x1= [] k avec la convention 0! = 1
k=1

(n+1)!=(n+1)xn!

2x4x6x---x(2n) =2"n!

1x3x---x(2n+1)=

(2n+1)!

2m.n!

Lorsque les coefficients ci-dessous ont un sens, on a

SONOR

w
T~
s 3
N
T~
=
+ 3
—_

Il

SN—

V(ah) € C,(a+b)" = 3°

p=0

§

)=t) =

n+1
p+1

(5

) (triangle de pascal)

(formule du capitaine)

(Z) aPb™ P (binome de Newton)

(a+0)% =a®+2ab+V? et (a —b)? = a® — 2ab+ b?

)

n
n—2

(a+b)3 = a®+ 3a%b + 3ab? + b3 et (a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab® — b3

a? — b = (a—Db)(a+b) et a® —b® = (a—b).(a® + ab+ b?)

Z": o n(n+1) ot i 2 n(n+1)(2n+1)
k=0 2 k=0 6
1_qn+1 )
- - si 1
Ltgt @t tq={ 1-q 97
n+1 sinon

ar’ +br+c=0a pour racines x; et xa, avec

13

T+ X2

xr1.12

gt

lim z%.(Inz)® =0
z—0t

>:

n(n —1)

2

9 Dérivées et primitives

9.1

Opérations

linéarité: (\.f + p.g) = A\ f' + pu.g’

produit: (f.9)' = f'.9+ f.9'

inverse : <l>/ = 7£
‘\Nf)

o Aa\ g f—Tg
quotient : ? =

composée: (fog) =g x(f og)

réciproque: (f~1)’

SFerT

linéarité de la dérivee n-ieme: (A.f + 11.g)™ = A.f0) 4 1. g™

formule de Leibniz: (f.g)™ = 3
k

n n
k) gn—k)
(1)

9.2 Dérivées des fonctions usuelles

intervalle f(x) f(x)
R avecmeN
R% ou R* avecm € Zet m < —1 ™ m.xm 1
R% avec m € R\ Z .
R* e —
+ vz NG
I
v Inz Z
R exp(z) exp(z)
R chzx shx
R shx chx
R sinx cos T
R cosx —sinx
s T 1 2
——+km,+ - +kn|aveck€Z tanx —5— =1+tan“z
2 2 cos?z .
R t -
arctan x I J’iIZ
-1,+1 arcsin z —_—
- \/1—1712
—-1,+1 arccos T 77
] [ T
14




9.3 Dérivées des fonctions composées (se déduit du tableau ci-dessus)

u désigne une fonction dérivable a valeurs dans l'intervalle qu'il faut . ..

o (u) =u w7t

ul

2v/u
/

e (Inu) =

o Ju=

° (eu)/ = et

o (ch(u)) = .sh(u) et (sh(u)) = ch(u)

o (cos(u)) = —u'.sinu et (sin(u)) = cos(u)
u/
t I= 1+t
o (tan(u)) P u'.(1 + tan?u)
!
u
arctanu) =
e (arctanu) T
u/ 7u/
o (arcsinu) = —— et (arccosu) = ——
( ) 0 ( ) 0
9.4 Primitives usuelles
intervalle f(z) F(z)
RavecmeN 7::-:11 +C
R% ou R* avecm € Z et m < —2 ™ f;nglj +C
R} avec m € R\ Z . et C
R% — 2z +C
NG
1
R* ou R% N Injz|+C
R exp(z) exp(z) + C
R chz shz +C
R shz chz+C
R sinx —cosz+C
R cosT sinz + C
T T 1
}7§+k7r,+§+kﬂ[aveck62 o =1+tan“z tanz + C
}7g+kﬁ,+g+kﬂ[aveckez tan —In|cosz|+ C
1
R T2 arctanx + C
T
1
]—1,+1] —— arcsinz + C ou —arccosx + C
V1—2a? —

9.5 Primitives des fonctions composées (se déduit du tableau ci-dessus)

Soit u une fonction dérivable & valeurs dans U'intervalle qu’il faut. . .

T n+1
. / (). (t)dt = w + C lorsque n # —1

/ “(f) t*2\/7+C

(L In ju(z)| + C
u u(t)dt u(z) +C
). ch(u(t)).dt = sh(u(z)) + C
u'( (t)).dt = ch(u(z)) +C
.c

u'(t). cos(u(t)).dt = sin(u(x)) + C

u'(t). sin(u(t)).dt = — cos(u(z)) + C

g
[
/u
<[
<[
<[

. / %dt = arctanu(z) + C

/ mdt = arcsin(u(z)) + C

9.6 Intégrales généralisées de référence

1
. / Intdt CV
0

. / e~ Mdt CVssia >0
0

1 00
dt dt

e Riemann: — CVssia<1 — CVssia>1
o t* 1t

9.7 Intégrabilités de référence

e In est intégrable en 0

o ¢t e est intégrable en +oo ssi a > 0

1
ol o est intégrable en 0 ssi v < 1
1
ol o est intégrable en +o00 ssi a > 1

1
e {— —— est intégrable en 0 ssi @ < 1
It —al*

16



10

Développements limités de référence en 0 (trés important)

2 T3 n

x x
expr = e* —1+1,+—+§+ oy Hola”)
2 x4 z2n N
e — 1P . . ot
cosz = 1= Gt T b (C1) o+ oa)
3 5 2l
51 = —aj— T/— —1\" 2n+2
sine = 3 + 5! +(-1) (2n+l)' + o(x )
2 4 2n
. = T— a L 2n+1
chz =1+ 3+ 0+ +(2n)!+0(x )
3 5 .2n+1
3 = L i .. '7“7 2n42
sho=rtgrtgrt +(2n+1)!+0(m )
1
17=1+$+I2+m3+‘~~+x7l+o(m"')
-z
1 .
1+x:17"’””52*w‘5+--~+(*1)"1‘"+0(w”)
2 3 n
1 17 = —r— - — — e — — n
n(l —x) T- 3 n+o(x)
2 3 n
In(l+z)=0— —+"— —... _1)yn-1t n
M(l+a) =2 — T e (1) ()
-1 —1...(a—n+1
e IR CONCE
: n!
T3 12n+1
arctan(z) =z — ? +oet (_1)7'571 — + o(a2n+2)

tan(z) = x + % + o(z®) (seul 'ordre trois est & connaitre)

Théoréme de Taylor-Young

Soit f € C™(1,C).
Alors f admet en tout point @ € I un DL a I'odre n

®)(q
fla) =300

k=0

—a)f +o((z —a)")

Sommes de Riemann

Lorsque f € C°([a,b],K)

i b*(l n
) HECTZf("’“
i=1

“L

Formule de Taylor avec Reste Intégral

Lorsque f € C"*1(I,K)

pour tous a et b éléments de I, on a f(b) =

n _\k b
@ [o- oo

k=0

Inégalité de Taylor Lagrange

Soit f € C"FY(I,R) ainsi que a et b deux réels de l'intervalle I, et notons M = r[nai([f("“ﬁ

a,

M.|b— a"*+!

7o - 30 8= g )| < M-
= kU S (n+ 1)

Formule de Taylor polynomiale

Pour tout polynome P et scalaire a,

s pk) (g
ona P(X)= kz—zo L k!( )(X —a)k cad P(X +a) = 2::

Série de Taylor

Si f est de classe C* on peut définir la série de Taylor de f quiest Y,

x P® (a)

11 Développements en série entiére usuels

DSE dans C
2" 00 LM
e Rayon(}) —;)=o00 etVz€eC, 3 — =¢€
n>0 T n=0 1
1
e Rayon(Y. 2") =1 et V|z| <1, Zz
n>0 = 1—2
DSE dans R
série entiere rayon somme sur l'intervalle ouvert de convergence
" o0 T
z o0 Vr € R, = e
n=0 n! n=0 77,’
.Z,Zn Zn
-1" 00 Vr € R, 1 — cosx
Eo( ) (2n)! Z( )" (2n)!
22 FT eI
' vz € R, T ginz
W%:U( ) (2n +1)! o z "Z (= @n 1) sin
.’L’Z" Zn
00 Vo € R, Z —chz
n20 (2n>! n=0 (277')
1;2n+1 v, R 00 x2n+1 )
@n+1)! o0 x € — =shz
,§0 (2n +1)! nZO (2 TS
. L 1 Vo € —-1,+ 1], —1)"g" =
7§0( ) } [ Z ( ) 1tz
°° 1
Zz" 1 VTE]—l-‘rl[Zr":
n=0 = 11—z
_ a—n =3 —1 — 1
l+zw n 1 VIE]—1,+1[,(1+I)QZI+Za(a ) ((y n+ )
nz1 = ol
Q: o0
Z( 1)n+1 1 Vo 6] —-1,+ 1[7 Z ( 1)n+1 11’1(1 T LE)
n=1 = n
:I;n o0 x’ﬂ
2w L Ve - 1L,+1) 3 L = — (1 - )
n>1 1 = n
(L‘2n+1 y 1 L ) L lL'2T"+1
_1\n 1 el —1, y - — arct
nzz:o( ) 2n + 1 x €] +1] 71,2::()( ) ] = arctana
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12 Equations différentielles

12.1 Premier ordre homogéne

L’équation |y + a(z)y = 0| a pour solution générale |y: I — K ol A désigne une

x — K.exp(—A(z))

primitive de a et K € K un scalaire quelconque

12.2 Premier ordre compléte

e La solution générale de 1'équation |y’ + a(z).y = b(x) | s’écrit comme la somme d’une solution parti-
culiére et de la solution générale de I’équation homogeéne associée.

e Une solution particuliére est trouvée soit de maniére évident, soit en utilisant la méthode de la va-
riation de la constante, cad en cherchant une solution particuliere de la forme y, : z — K (:L').c’A(Z)
avec K fonction dérivable inconnue

12.3 Second ordre homogéne a coefficients constants

L’équation différentielle a.y” +b.y' +c.y = 0 (H) a pour équation caractéristique a.X%+b.X +c = 0 (E,)
Suivant le signe de A les solutions générales ont des formes différentes
12.3.1 cas des fonction a valeurs dans C

e cas o A # 0.
notons 71 et ro les deux racines distinctes de E.
La solution générale de (H) est ‘ Yo Ae? 4 B ‘

e casou A =0.
notons 7o la racine double de E.
La solution générale de (H) est

y:z— (A + B)eo"

12.3.2 cas des fonction a valeurs dans R

e cas ou A > 0.
notons 71 et ro les deux racines réelles distinctes de E.
La solution générale de (H) est ‘ Yy Ae? 4 B ‘

e casou A =0.
notons 7 la racine double réelle de F.
La solution générale de (H) est ‘ y:x— (Ax+ B)e™” ‘

e casou A < 0.
notons a + i3 les racines complexes conjuguées de F.
La solution générale de (H) est ‘ y & == e*(A. cos(fx) + B.sin(Bx)) ‘
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12.3.3 second membre du type z +— C.eM*
On considére équation a.y” + b.y' + c.y = C.e*® ot (C,\) € C2.
e si A n'est pas racine de E,, il existe une sol.part. de la forme x — D.eM®

e si \ est racine simple de E,, il existe une sol.part. de la forme z — D.z.e*?®
2 Az
e

e si A est racine double de F., il existe une sol.part. de la forme x — D.x

avec D € K une constante a déterminer

12.3.4 second membre du type z — C.cos(w.z) ou z — C.sin(w.z)

On considére I'équation a.y” + b.y’ + c.y = C. cos(w.x) ott (C,\) € R2.

e si i.w n’est pas racine de E., il existe une sol.part.de la forme z — D. cos(w.z) + E. sin(w.x)
e si i.w est racine simple de E., il existe une sol.part.de la forme = — D.z.cos(w.z) + E.z.sin(w.x)

avec (D,E) € R? des constantes a déterminer
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13 Suites numériques

13.1 Limite de la suite (¢") (trés important)
Soit ¢ € R

e si|g| <1 alors limg™ =0

e sig=1alors limg" =1

e sig > 1 alors limg" = +o00

e si ¢ = —1 alors la suite (¢") = ((—1)™) ne posséde pas de limite.
e si ¢ < —1 alors la suite (¢") ne posséde pas de limite

13.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

® Q.Upt2 + btpy1 + cuy = 0 pour tout n € N
e Equation caractéristique a.X? +b.X +¢c¢=0

e |expression explicite des suites a valeurs complexes

1. Casou A #0 :
Notons alors 71 et ro les racines distinctes de ’équation caractéristique.
Alors:

3(A,B) € C%,¥n € N,u,, = Ar? + Bl

2. Casou A=0 :
Notons alors rg la racine double de I’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) € C%,¥n € N,u, = Al + Bnrl

e |expression explicite des suites a valeurs ‘ réelles

1. Cas ot A >0 : Notons alors 71 et 7o les racines distinctes de ’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) € R®Yn € N,u,, = Ar? + Bl

2. Cas ott A =0 : Notons alors rg la racine double de I’équation caractéristique.
Alors:
3(A,B) € R2Yn € N,u,, = Arl + B.nrl

3. Cas ou A < 0 : Notons alors 71 et ro les racines complexes conjuguées de I’équation caracté-
ristique.
alors:
3(A,B) € R%Yn € N, u,, = ¢"(Acosnf + Bsinnf)

ot ¢ est le module de 71 et § un argument de r;

14 Séries numériques de référence

. . 1 .
1. séries de Riemman: ) — converge ssi @ > 1
n

x 1
2. série géométrique: Y ¢" converge (acv) ssi |g| < 1, et dans ce cas Y ¢" = T
n=0 —4q
P 00 AN
3. série de ’exponentielle: }° — converge (acv) pour tout z € C, et de plus 37 — =€
n! n=o n!

4. critére spécial des séries alternées: si la valeur absolue du terme général décroit et tend vers
zéro alors la série converge
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15 Probabilités

15.1 Evénements

sewcA—=uwdA (A = complémentaire de A)
s wcAUB<=wecAouweB
sweANB<+=weAetweDB
eweAUAU---UAy < Tj e [I,N],wec A; (union d’une nombre fini d’ensembles)
sweANAN---NAy <= Vje[l,N],we A (intersection d’une nombre fini d’ensembles)
e A\B=ANB={wec A|lw¢ B}
e les (A;)ier sont deux a deux incompatibles lorsque Vi # j, A; N A; =0
o les (A;)icr constituent un systéme complet d’événements lorsque
) U4; =0

iel
i) Vi#j,4NA =0

‘Loi de De Morgan

Soient A et B deux ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

=A AUB=ANB ANB=AUB

||

siAC Balors BC A

Soient A, B et C trois ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités)

AN(BUC) = (ANB)U(ANC) AU(BNC) =(AUB)N(AUC)

‘généralisation a un nombre fini d’ensemble‘

Soient (A;)1<j<n un nombre fini d’ensembles (ou événements si vocabulaire des probabilités).

On a

N
A UA, U Udy=|JA; =4 =AnAn---nAy

-

<
I
=

<.
I
—

AiNAyN---NAN =

<

N
A=A =AuAu-- nAy

-

<
I
=

<
I
-

B()(A1UAsU---UAy) = (BN A) BN A -+ J(BNAy)

BlJAinA;n---nAy) = (BUA)[(BUA)[)-+[(BUAN)
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‘généralisation a un nombre au plus dénombrable d’ensemble

e Soient (4;)ies un nombre au plus dénombrable d’ensembles (ou événements si vocabulaire des pro-

babilités).
On a
Ua=N4
JeI JeI
N4 =U4
Jjel Jjel
B(\(J4)=UbBMN4)
ieJ icJ
BJ( 4 =NBUA)
icJ icJ

15.2 Formules de probabilité
P(Q)=1et P() =0

e P(A)=1-P(A)

e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

P(ANB)

e probabilité conditionnelle: P(A|B) = P4(B) = PCA)

cad P(AN B) = P(A).P4(B)

P(A
e formule de Bayes Pp(A) = PEB; P4(B) cad P(A).Pa(B) = P(B).PB(A)
e si événements 2 a 2 incompatibles: P(|J 4;) = > P(A avec J au plus dénombrable
JeJ jeJ

e formule des probabilités composées

P(AynAsn---NA,) = P(A1)Pa, (A2) X -+ X Paynagn-nan_a(An—1)-Pasnasn-na,_ (An)

e A et B indépendants: P(AN B) = P(A).P(B)
e Ay,..., Ay mutuellement indépendants: P(A; N---NAx) = P(A1) X -+ x P(AnN)
e Formule des probabilités totales: si (Ay)necr est un (quasi-)SCE

=Y P(BNA,) =Y P(A,).Pa,(B)

nel nel

continuité croissante: si Vn € N, A, C A,1; alors | P(|J An) = lim P(A4,)
neN n—r+o00

e continuité décroissante: si Vn € N, 4,11 C A, alors | P( (] 4,) = lim P(A4,)
neN n—+o00
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15.3 Variables aléatoires

15.3.1 Espérance, variance, covariance

. ‘SiX(Q):{xl,..‘,zn} ﬁui.‘

/Mm:i%PM:M: Y 2.P(X =)

zeX(Q)
v E(g(X)) = i g(z;).P(X = ;) = ;(mg(a:).P(X =) (théoréme de Transfert)
i=1 (IS
v V(X)=E([X - E(X))?) = B(X?) - [E(X)]? (formule de Koenig-Huygens)

/dD—MWD

v X est une variable aléatoire CENTREE REDUITE lorsque E(X) =0et V(X) =1

. ‘ SiX(©Q)CcN dénombrable‘

vV E(X)= Y nP(X=n)= P(X >n)si CV
n=0 n=0

e V E(aX+bY)=aEX)+bEY) (linéarité de 'espérance)
v V(aX+b)—a2V( )
vV coo(X)Y)=E((X - E(X)).(Y —E(Y)))=E(XY)- EX).EY)
vV V(X + Y) =V(X)+ V(YY) +2cov(X)Y)
V(X —Y)=V(X)+ V(Y) = 2c00(X.Y)

v/ cov est bilinéaire

15.3.2 Loi uniforme

Soit n >1

X(Q) = {z1,22, ..., 20}

PX =) =~

o X ~U({x1,x2, ...,2,}) lorsque {
n

e cas particulier:

X@Q)=[tn
X ~U([1,n]) lorsun{ Q) =[1,1]

P(X=k)=~

15.3.3 Loi de Bernoulli

Soit p € [0,1], on note g =1—p

X(Q) = {01}

X ~ B(p) lors
. (p) lorsque {P(X—l)—pet P(X=0)=¢q

o F(X)=

o V(X)=
e Gx(t)=1—p+ptet R=c0

e épreuve de Bernoulli: c¢’est une expérience aléatoire qui n’a que deux issues possibles
i. Succes (de probabilité p)
ii. Echec (de probabilité ¢ =1—p)

Si X désigne la v.a. qui vaut 1 en cas de succes et 0 sinon alors X ~ B(p)
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15.3.4 Loi binomiale 16.2 Points et vecteurs

Soit p € [0,1], on note ¢ =1 —p o 4D = <23*;A>
X(Q) =[o,n] B~ YA
« |lAB|| = AB = d(A.B) = /(s —2.a)’ + (5 — ya)’

o Mil[AB] = %(A+B) - (M M)

o X ~ B(n,p) lorsque n _
PX=k=|, prgnt

2 72
o E(X)=nmnp .
o V(X) = npg 16.3 Droites du plan
e Gx(t)=(1—p+pt)" et R=00 e La droite qui passe par le point A(z4,y4) et de vecteur directeur d= (d1,d2)
v o . o r =x4+td; R

e schéma de Bernoulli: c’est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de a pour représentation parameétrique Yy =ya+tds te

paramétre de succeés p. R d

Si X désigne la v.a. qui compte le nombre de succes alors X ~ B(n,p) v a pour équation cartésienne Y yA dl =

— YA 2
15.3.5 Loi géométrique e toute droite du plan admet une équation cartésienne du type ‘ uz 4+ vy + w = 0 avec (u,v) # (0,0) ‘

Soit p €]0,1], on note g =1—1p 1 P
0.1 v/ un vecteur directeur est < uU> et un vecteur normal est (5)

X () =N*
e X ~ G(p) lorsque {P((X) B) = gt
1 =R=a P v/ deux droites sont paralléles ssi Zl uyz =0
e B(X) =1 1 V2
q 1-p v deux droites sont perpendiculaires ssi R I (produit scalaire)
o V(X)= S = 73 U1 V2
p p
Gx(®) pt pt ¢ R 1 1 e toute droite non paralléle & 'axe des ordonnées posséde une éq. cart. réduite du type
. = —=—— et R= —— = —
X 1—qgt 1—-(1-p)t 1-p ¢
. . ) . . . v m est le coefficient directeur de la droite
o La loi géométrique est aussi appelée la loi du premier succes. 1 “m
On répéte de maniéres indépendantes une méme expérience de Bernoulli de paramétre de succés p. v/ un vecteur directeur est <m> et un vecteur normal est < 1 )

Si X désigne le rang du premier succés alors X ~ G(p)
v/ deux droites sont paralléles ssi my = mgo

15.3.6 Loi de Poisson

. v/ deux droites sont perpendiculaires ssi mj.mg = —1
Soit A >0
o X ~ P()) lorsque X@ =N A e distance entre un point et une droite
=k)= k! v la distance du point My(xo,yo) & la droite d’équation (D) : ux + vy + w = 0 est donnée par la
o BE(X) =2\ formule
|uzg + vyo + w|
o V(X)=A ———— = d(My,(D))

Vu? +v?

v la distance du point My a la droite passant par A et de vecteur normal 7 est donnée par la

o Vt e R,Gx(t) =MD = exp(\.(t — 1)) et R = o0

e La loi de Poisson n’est associée a aucune expérience aléatoire formule
< AM,i >
D) = <A

16 Géomeétrie plane i
16.1 Outils 16.4 Cercles du plan

o le produit scalaire caractérise ’orthogonalité Le cercle de centre Q(x¢,yo) et de rayon R > 0

e le déterminant caractérise la colinéarité e a pour équation cartésienne (v — 29)% + (y — y0)? = R?

, . L r =uz0+ R.cost
e a pour équation paramétrique avec t € [0,27] par exemple

y =yo+ R.sint
e a pour équation complexe |z —w| = R avec w = Af fize(Q)
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16.5 Coniques dans le plan 17.2 Plans de P’espace

e Ellipse e le plan qui passe par le point A(x4,y4,24) et de vecteurs directeurs d= (dy,d2,d3) et §= (61,02,03)
v excentricité e < 1 x =xp+td+0.01
2 2
v équation réduite % + Z—Z =1 v a pour rep. paramétrique {y = ya + t.dy + 0.5; avec (t6) € R
@ z =za+tds+0.03
. . o T =a.cost
v représentation paramétrique { b sint avec t € [0,27] par exemple r—x4 di 01
y =osm v a pour équation cartésienne |y —ya da o =0
e Parabole z—2z4 dz 03

v excentricité e = 1 v/ un vecteur normal au plan est dng

v équation réduite y2 = 2px

_ s . .

/ représentation paramétrique possible T =3 avec € R e tout plan de 'espace posséde une équation cartésienne du type | azx + by + ¢z + d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) ‘

y =t le vecteur (a,b,c) est alors un vecteur normal au plan

e Hyperbole
v excentricité e > 1 e La distance du point My(x¢,y0,20) au plan (P) : az + by + cz + d = 0 est donnée par la formule
2 2
ction reduite T U _
v équation réduite PR =1 lazo + byo + c20 + d|
Jato o0+ LA gy, (P))
) . . xr = za.cht va?+b?+c
v représentation paramétrique b sht avect € R
y =bs

b 17.3 Droites de ’espace
v droites asymptotes y = £—x o
a e La droite qui passe par le point A(z4,y4,24) et de vecteur directeur d = (dy,d2,d3)

16.6 Aire d’un triangle T =zps+tld

a pour représentation paramétrique < y =y +t.de avect € R
e Aire du parallélogramme construit sur les vecteurs @ et o | det(w,7)| 2 =24+ tds
iy . . 1 1 . ‘ §
e laire du triangle ABC' est donnée par la formule 3 ‘det(ﬁ,ﬁ)‘ = §-AB-AC~| Sm(@fﬁ)‘ e La distance d’un point My & une droite (D) définie par un point A et un vecteur directeur d est
donnée par la formule
=7
sty 1AM A
17 Géométrie de I’espace [(Mo,(D)) = el
17.1 Outils e Une droite peut étre définie comme 'intersection de 2 plans par un
e le produit scalaire caractérise I’'orthogonalité systéme d’équations cartésiennes ar+by +cz+d =0
e le produit vectoriel caractérise la colinéarité dr+by+dz+d =0
e le déterminant caractérise la coplanarité a a
Dans ce cas [ b | A [ | est un vecteur directeur de la droite
]
c c

17.4 Sphére de ’espace

e La sphére de centre £ = (z0,y0,20) et de rayon R > 0 a pour équation cartésienne
(x—20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = R?

17.5 Aire du parallélépipéde

e Aire du parallélépipede construit sur les vecteurs @, U et w: det(d,v,w)
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