Dérivées partielles et changement de variables

exercice 1

Soit|f: R? — R
(zy) — f(zy)

exercice 2

une fonction de classe C*. On pose | g :

Déterminer g—z et % en fonction des dérivées partielles de f.

Soit|f: R* — R

(x’y7z) — f(x’y’z)

une fonction de classe C*. On pose | g :

exercice 3

Soit|g: R® — R
(u,0) — g(u,v)

exercice 4

Déterminer g—i et % en fonction des dérivées partielles de f.

une fonction de classe C*. On pose | f :

R? — R
(uw) — flu+vu—o)
R2 — R
() — Fluotu+ 20)
R — R

Déterminer di et 85 en fonction des dérivées partielles de g.

Soit|f: R* — R une fonction de classe C%. On pose|g: R* — R
(zy) — [flx ) (uw) — flut+vu—0v)
Déterminer 322 , di e t 5.9 en fonction des dérivées partielles de f.
exercice 5
Soit|g: R® — R une fonction de classe C?. On pose|f: R* — R
(u,w) — g(u,w) (z,y) — g(z+y,ay)
0?f 0? 0?
Déterminer ax‘é, o gy et 8y€ en fonction des dérivées partielles de g.
exercice 6
Soit|f: R* — R une fonction de classe C%. On pose|g: R* — R
(r,y) — f(z,y) (r,0) —— f(rcos@,rsin@)

g 99 99 g %9 ; A s ;
Déterminer 37, 50, 5.3, 5,55 €t 553 en fonction des dérivées partielles de f.
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Solutions

résolution 1| e Pour tout (u,v) € R? on a

g(uw) = flu+vu—v) = f(zy)

e En utilisant la formule de dérivation d’une composée, on a

g—i(u,v) =101 f(u+vu—v)+1.0yf(u+vu—0v)
_ . 9f of
= 1.8x(u+v,u—v)+1.ay(u—|—v,u—v)
_of of
= aaj(u—i—v,u v)—l—ay(u—i—v,u v)

et

99

%(u,v) =10 f(u+vu—v)—1.0f(u+vu—0)
_ . 9f of
= 1.ax(u+v,u v) 1.ay(u+v,u v)

of

:—(u+v,u—v)——f(u+v,u—v)

ox y

e On pouvait également écrire plus formellement

dg Ox oy
%_au'alf+8u'82f et

ce qui s’écrit encore

dg Ox oy
E av-81f+ avazf

dg Oz Of 0yg dg Ox Of 8yg

du " oudx owdy ' Bv ovor ooy
(lest & dire plus précisément
() = ) g () + G w) L (o)
= 1%@ +ou—0)+ 1%@ +v,u—v)
:%(u—l—v,u—v)—f-%(u—l—v,u—v)
et
) = Glw)- 5 (eg) + )5 ()
= 1.%(u+v,u —v) — 1%(11 +v,u —v)
of

:—(u—l—v,u—v)——f(u—l—v,u—v)

ox y
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[résolution 2| e Pour tout (u,v) € R? on a

g(u,v) = f(u277)27u + 2,0) = f(x,y,z)

e En utilisant la formule de dérivation d’une composée, on a

dg _ f 5 o f 5 o Of 9 o
5 (uw) = 2u'8x (u”v*u+2v) + 0'8y (u” v u+ 2v) + 1. 5 (u”,v°u + 2v)
= ZU.%(UQ,UQ,IL + 2v) + %(u{v{u + 2v)
et
9g _aOf 9 Of 5 o Of 5 o
5 (u,w) = 0'8:15 (u® 0 u+ 2v) + QU.ay (u”v*u+2v) + 2.(% (u” 0% u + 2v)

5 O 5 o Of 2 o
= ZU.ay(u 27U+ 2v) +2.az(u 27U+ 2v)

e On pouvait également écrire plus formellement

dg Ox O oy 0 0z 0
g_xf+y_f+2f

77 9y oz oy dg Ox Of 8yg+8zaf
ou Ou dxr Ou dy Ou 0z

T wor avdy v os

C’est a dire plus précisément

_8.75

of of 0z of

g

%(U,U) = %(U,U)-%(iﬂ,y) + %(u,v).a—y(z,y) + a(u,v).%(z,y)
o Of 5 o Of a2 o f 2 o
= 2u.ax(u U ,u+21})—|—0.ay(u Ky ,u+2@)+1.8z(u 27U+ 20)
o Of 5 o Of 2 o
= QU%(U R U+ 20) + 5( 05U+ 2v)

et

dg Oz of oy of Dz of
_ ﬁ 2,2 3_f 2,2 3_f 2 22
= O'EM(U % u+ 20) —|—21}.ay(u 07U+ 20) —|—2.az(u W% u+ 20)
o Of o o Of 5 2
= 2v.ay(u U+ 2v) +2.az(u U+ 2v)
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[résolution 3| e Pour tout (z,y) € R? on a

f(zy) = g(x +yzy) = g(uv)
e En utilisant la formule de dérivation d’une composée, on a

0
8—£(x,y) = L.owg(z + y,2y) + y.029(x + y,2y)

dg dg
=1 —
5 (x +yxy) +y 5 (x + y,zy)

Oy dg
= 9 (z +y,xy) + v5 (z +y,zy)

et
of
a—y(z‘,y) = L.owg(z + y,2y) + x.029(x + y,xy)
. 0g dg
=1l (@ +yay) +z.5°(z +y.ay)
g dg
= 5 (x 4+ y,zy) + :U.(% (x 4+ y,zy)

e On pouvait également écrire plus formellement

8f_8u8g+8vﬁg of Ou dg = Ov dg

2427 t 2y -2

dr  Or Ou ' Oz Ov ¢ dy Oy Ou Oy ov

c’est a dire plus précisément

O () = 2 w). 22 ) + P (). 22
oz = 9z Y gy
1

et
af _ Ou dg ov dg
ay( Y) ay( ,y)-au (u,v) + 3 (z,y) 5 (u,v)
dg 0
= 1'%@ +y,zy) + a—(x + y,2y)
Oy dg
%(w + y,xy) + m%(rv + y,2y)
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[résolution 4| e On a vu dans le calcul [I{ que I'on a

dg

ou ov

e En utilisant la formule de dérivation d’une fonction composée, cela donne

@(u,v) = 1.0\ f(u4v,u—v)+1.05 f (u+v,u—v) et —=(u,v) = 1.0y f (u+v,u—v)—1.0s f (u+v,u—v)

92
a—ug(u,v) = [1.0101f(u+vu—v) + 1.0201 f (u + v,u — v)] + [1.0102 f (u 4+ v,u — v) + 1.0205 f (u + v,u — v)

2f 32 82 3f

= 5wt vu—v)+ ayax(u—%v,u—v)—l—axay(u—kv,u—v)%—a—yg(u—l—v,u—v)
2f 5 2f af

82(u—|—vu—v)+ axay(u—i—v,u—v)—l—ﬁ(u%—vu—v)

2
aigv(u,v) = [1.0101f(u+v,u—v) + 1.0:01 f(u+v,u—v)] = [L.O10 f (u+ v,u —v) + 1020 f (u + v,u —
>’f 0% f O f of
axg(u—i_vu_U) ayax<u+vvu_v) axay(u+vu—v)—a—y2(u+v,u—v)
0 f o'
axg(u—i_vu_l)) ayz(u—i-v,u—v)

2
%(u,v) = [1.0101 f(u + v,u —v) — 1.0201 f(u + v,u — v)] — [1.0102f (u + v,u — v) — 1.020a f (u + v,u — v)
o2 o2 2
’f of o°f o
= 5wt vu—v) - ay(%(u—l—v,u v) 8x8y<u+v’u v) + ayQ(u—l—’u,u v)
0 f % f o'
—@(u—kv?u—v) axay(u%—v,u—v)—km(u—kvu—v)

remarque: comme f est de classe C?, d’apres le théoreme de Schwarz,
o*’f  0*f
0xdy  Oydx

on peut affirmer que
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[résolution 5] e On a vu dans le calcul [3{que 'on a
of of
c W) = Loty ay)+y dglvtyay) et Fo(ry) = Logle+yay)+edg(r+yzy)

e En utilisant la formule de dérivation d’une fonction composée, cela donne

62
a—xé(x,y) = [01019(7 + y,2y) + y.0,019(x + y,2y)] + y. [01029(7 + y,7y) + y.02009(x + y,7Y)]
B 829 829 629 ) a2g
= w(% + y,xy) + yavau(fv + y,zy) + Y 5ud0 (z +yxy) +y w(m + y,xy)
B @29 29 ) 829
= w(% + y,xy) + 25 o (z +y,zy) +y w(ﬂc + y,xy)
B
a_y2<x7y> = [01019(x + y,2y) + 2.0:019(x + y,2y)] + . [01029(x + y,2y) + 1.0029(x + y,2Y)]
82g 82g 829 282g
= %(w + y,2y) + x8v8u<x + y,2y) + T (z+yzy)+x @(ﬂc + y,2y)
an 829 282g
= %(ﬂ: + y,xy) + %auav (z+y,2y) + o w(ﬂs + y,zy)
2f

(z,y) = [01019(x + y,xy) + y.0,019(x + y,xy)] + 2. [01029(x + y,2y) + y.02029(x + y,2y)]
0%g 0%g 0%g 0%g
= —(v+yzy) + Y500m (x4 y,2y) + T (x4 y,zy) + fcy@(ﬂc + y,2y)

(z +y,2y) + (z + )829 (& +y,zy) + o @(H )
Y,xy ) Judv y,xy ?/aUQ y,xy

0xdy

Ou?
_ P
Qw2

remarque: comme g est de classe C?, d’apres le théoréeme de Schwarz,
on peut affirmer que 01,0, = 02019
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[résolution 6| e Ona
dg . . .
o (r,0) = cos 0.01 f(r cos 0,rsin ) + sin .05 f (r cos 6,r sin )
et
g

20 (r,0) = —rsin .0, f(r cos 0,rsin @) + r cos 6.0y f (r cos §,r sin 6)

e et subséquemment

2
99 (r,0) = cosf. [cos 0.0, fO, f(r cosO,rsinf) + sin0.05 f 0 f (r cos 0,1 sin 0)]

or?
+ sin 6. [cos 0.0, fOo f (r cos 0,1 sin 0) + sin 6.05 f 0o f (r cos 0,7 sin 0)]

2 2
= cos? 8@(7" cosf,rsinf) + 2 COSQSineE)xE)y (7 cos 0,7 sin §) + sin? 95—y2(7’ cos 6,1 sin 6)
0?g . . . . . .
m(r,@) = —sin 6.0, f(rcosf,rsinf) — rsinb. [cos 0.0,0, f (r cos 0,rsin @) + sin 0.0,0, f (r cos 0,1 sin 6)]
+ c0s0.05f (rcos6,rsinf@) + rcosf. [cos 0.0,0: f (r cos 0,r sin @) + sin 0.0,0, f (r cos 6,r sin §)]
o of o o 2y g O
= —SmQam(..) + cos@ay(..) + 7 cosfsinf (ay2(..) - (9:52(”) + 7(cos” 6 — sin H)axay(..)
0%g . . . . :
w(r,@) = —rcos0.0,f(rcosf,rsinf) — rsinf [—rsin6.0,0, f(r cos0,rsin ) + r cos 0.0,0, f (r cos 0,r sin ¢
—rsinfosf + rcos@ [—rsinh.0,0: f (r cos 0,r sin @) + r cos §.050 f (1 cos 0,7 sin )]
2 f 2
= —7cos 9%() — rsin QZ_J;() + 72 sin? 0%() + 72 cos? Qé?—yQ() —2r? cosHsinHaigy(..)

o remarque: comme f est de classe C?, d’aprés le théoréeme de Schwarz,
o*’f  0*f
0xdy  Oydx

e vous pouvez maintenant aisément retrouver la formule du laplacien en polaire

on peut affirmer que

50 P 10y 10
oz Oy2  Or2  r'or 12062
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