convergence et calcul d’intégrales généralisées convergentes

exercice 1 (*)
dt
12 4+ 4t

A laide la la définition, montrer que floo converge et donner sa valeur

exercice 2 (*)

dt
A Taide la la définition, montrer que fooo m converge et donner sa valeur

+2V2t + 4

exercice 3 (*)

converge et donner sa valeur. (on pourra poser u = t*)

s B3di
A Taide la la définition, montrer que |, i

exercice 4 (*)

dt
A Taide la la définition, montrer que f?oo 2619 converge et donner sa valeur
exercice 5 (**¥)
Jnt 2 gy o0 t+ 3
A laide de la définition, montrer que fo R 1)2dt converge et donner sa valeur

At+B+ C n D
t24+4  t+1  (t+1)?

)

(on pourra chercher une décomposition de la forme

exercice 6 (***)

A laide de la définition, montrer que fooo e tIn(1 + e')dt converge et donner sa valeur.
(on pourra poser 6 = €')

exercice 7 (**¥)

Soit 0 < a < .

Mont [= [ dt t vaut ——
ontrer que I = converge et vau
q 0 2 —2cos(a).t+1 8 sina
exercice 8
|
exercice 9
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Solutions

1
24t t(t+4)

est définie et continue sur l'intervalle [1,+ oo,

[résolution 1| e Lafonction f : ¢t —

— elle posséde donc des primitives sur cet intervalle

5 , +oc0 dt . ., . L.
— l'intégrale f1 i+ 4) est généralisée uniquement en sa borne supérieure
e Pour z > 1, on note F(z) = [/ f(t)dt = [/ _dt
! Lt +4)

e Une décomposition en éléments simples donne

1 11 1 1

X(X+4) 14X 4(X+4)

d’ont

Toodt
F =
(@) /1 0t + 4)
1,1 1
= —(=———)dt
Rt
1 /x 1 1
4t t+4
1 z
) n[t] —In |t + 4]]]
1
= Z(ln(x) —In(z +4) +Inb)
1 4
= Z(ln(az) — (In(z) + In(1 + E» +1nb)
1 4
= Z(—ln(l + E) +1nb5)
: : : Inb
Sous cette forme, il est clair que lim F(z) = —
r—400 4
On peut affirmer que
w dt Inb

1A g converse et vaut e
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1
résolution 2| e La fonction f:t+— —————— est définie et continue sur 'intervalle [0, + oo,

t2 4+ 2/2t + 4
— elle posséde donc des primitives sur cet intervalle
dt

~ L’intégrale [/~ 2422t +4

est généralisée en sa borne supérieure uniquement

e Pour x > 0, on note F(x) = / ft)dt
0

On a alors

@ dt
Fl)= | ————
() A 12422t + 4
_l/x dt
0 (t+2)2+2
_1/1 dt
-3/ =%
<t+\/_> O

V2

t 2 dt
On effectue le changement de variable u = V2 (on a donc du = —=).
V2 V2
Ainsi
1 [EVINZ g
F(z) = — / 4
V2 )i u?+ 1
1
= —= |arctan u
s larctan
1 tan ¥ +2 tan 1
= — | arctan — arctan
V2 V2
Comme

On peut affirmer que

s
converge et vaut ——

Jo 2

2 4+ 2V/2t + 4
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3

1418

résolution 3] e La fonction ¢ : ¢t +— est définie et continue sur l'intervalle [0, + ool:

— elle posséde donc des primitives sur cet intervalle

s tPdt
~ lintégrale [ .

176 est généralisée uniquement en sa borne supérieure

@ . t3dt
e Pour z > 0, on pose F(z) = fo f(t)dt = fo T

Le changement de variable indiqué est u = t* (et donc du = 4t3dt) ce qui donne

4 4

v du 1 [ du 1 A 1 4
F(z) = /0 TERT] = Z/o vk Z[arctan(u)]o =2 arctan(z”)
Comme .
lim F(x) = R,
T—+00 4 2 8

On peut affirmer que

1o Bt T
J: converge et vaut —
0 14148 8
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1 1
2—6t+9  (t—3)2

résolution 4| e La fonction ¢ : t — est définie et continue sur 'intervalle

] - 00’0]7

— elle posséde donc des primitives sur cet intervalle
dt

— 1’intégrale fi)oo m

est généralisée uniquement en sa borne inférieure

o Pour z < 0, on pose F(z) = [\ f(t)dt

On a . 0
dt —1 1 1
F — — = —
(@) /x (t—3)? [t—?)L R—
Or ]
xEIPoo poy- 0 et ainsi IEEHOO F(x) = 3
On peut affirmer que
~ _————— converge et vaut —
<2 —6t+9 3
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t+3

 résolution 5| e La fonction f : t —

est continue sur [0, + oco[ comme quotient de

(t2+4)(t+1)2
fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas.

— f admet donc des primitives sur cet intervalle
— et l'intégrale est généralisée en sa borne supérieure uniquement

La décomposition en éléments simples sur R est du type

_At+B  C

= AB,C.D)eR*
f(t) t2+4—|—t+1+(t+1)2avec( ,B,C.D) €
t+3 2
1 2 Tk _Z
OnaD—tLlIIll(t+1) f(t)_rlgill PdT 5
t+3 2143 -1 18
. T 2 . _ — _
On a A x (22)—|—B_tlgr21i(t +4)f(t) —tlgglz G110 @i 5
—1 -9
B:_ A:_
donc 5% et 5%
. . 9
Onatgglmt.f(t)—A+C. Or tkinootf(t)—Odonc C’——A—%

Pour tout x > 0 on pose

TAt+B  C D
F(z) = dt
(z) /0 I B TRV

On intégre chaque élément simple ensuite. On a

* 1 /M 2 1 |
/ ! dt:—/ P = [—ln(t2+4)] — L2 +4) —ma)
0 0 2 2

244 2 /o 244 0

Todt Todt -1 1" 1
—— =In(z+1) et / = 1-—
o t+1 o (t+1)2 t+1], 1+

/x dt 1/2: dat 1/30/2 du 1acta :17 (on a posé t/2)
== e == = —arctan = (on u =
L 244 4), @22r1l 2), @il 2 2 P

On a donc

¥ 9 9 1 2 9
F(z) = =_—1 1) — —In(z* +4) - —— — — 2)+=+--In2
(x) /0 f(t)dt o n(z+1) 20 n(z” +4) " arctan(z/2) + E +—1In

Ensuite, on s’intéresse a la limite quand z tend vers +oo. En particulier on a

9 9 9 1.9 4
%ln(:v +1) — %ln(z +4) = %(lnx +In(1 + E)) — %(ln(a: )+ In(1 + ﬁ)
1

9 9 4
= (14 2) — 2 (14 —
o5 I+ ) = 5 n(l+ 5)

o0 2 9
Conclusion | [~ f(t)dt converge et vaut —% + R + 9% In2
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[résolution 6] e La fonction f : ¢ +— e *In(1 + e') est continue sur [0, + co|

— f admet donc des primitives sur cet intervalle
— et l'intégrale est généralisée en sa borne supérieure uniquement
e Pour z > 0 on pose F(z) = [ f(t)dt = [} e " In(1 + e")dt

On effectue le changement de variable § = €' (et donc df = e'dt). Cela donne

F(x):/ e_tln(1+et)dt:/ ln(l@_;—@)de
0 1

On effectue maintenant une intégration par parties

1 1
en posant u(f) = In(1 + 6) (et donc v'(0) = ) et v'(0) = B (et on choisit v(0) =

1+6
1n(1+9)r” / o
Flz) = |- 200
(@) [ 2 R AT
1 1 1

Une décomposition en éléments simples donne ———— = — — ———

X(X+1) X X+1

Fla) = {—M} 1 + /1 % _ ﬁd@
_ [_M}

0 1
=In(2) —e “In(l +€*) + In(e®) — In(e” +1) +1n2

et ailnsi

+ [In(8) — In(6 + 1))

On détermine maintenant proprement les limites

— Comme e *In(1+¢€*) = e *(In(e*(1 +e7%))) = e “(x+1n(l +e7%))

on peut affirmer que hrf e ?ln(l+e¢")=0
T—r1+00
C In(e?) — (e 4+ 1) = In — !
— Comme In(e”) —In(e =1In =
e?+1 14e®
on peut affirmer que liI_{l In(e*) —In(e* +1) =0
T—r+00

On a montré que final que lirf F(z)=2In2
T—r+00

Ceci prouve que

J~ e In(1 4 ¢')dt converge et vaut 21n 2
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[résolution 7] soit 0 < a < 7 fixé.

1
t2 — 2cos(a).t +1
L’équation ¢* — 2. cos(a).t + 1 = 0 ne posséde pas de solutions réelles car

On note f:t+—

A=4cos’a—4=—4.sin>a <0

La fonction f est donc continue sur [0,+00[ comme quotient de fonctions continues, le dénominateur
ne s’annulant pas.
Ainsi f posséde des primitives sur cet intervalle et I'intégrale est généralisée en +0o uniquement

1
Il est clair que l'intégrale est convergente car f(t) ol et 'on applique la régle des équivalents.
o0

On utilise la méthode classique en mettant sous forme canonique puis en effectuant un changement
de variable.
Soit X >0

F(X)_/X dt _/X dt
Jo t2—2cos(a)t+1 Jy (t—cosa)?+sin’a

1 /X dt
sin?a J, <z€—cosa)2
—) +1

sina

1 { (t — cos a)] X
= — arctan [ ———
sin a sina 0

: : X —cosa ™
Comme sina > 0, on a lim arctan | ——— | = —
X500 sina 2
Comme la fonction arctan est impaire, on a
T
cosa sin(= — a) s
arctan (— , ) = —arctan —— = — arctan ——— = — arctan(tan(; — a))
sina sina cos(= — a) 2
2
. T
On sait que V0 €] — 5,5[, arctan(tanf)) = 0
, ™ T . T s
Ici comme a €]0,7[, on a 50 €] — 5,5[ et ainsi affirmer que arctan(tan(§ —a)) = 5 al
s 3T us
Il est & noter ici que si a €|7,27], on a arctan(tan(§ —a)) = - —a # 5 a!

En résumé, on a prouvé que

lim Flr) = — (Z+(Z-a)) -2t

X —+o0 sin a sin a
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résolution 8
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 résolution 9
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