Somme d’une série entiére (2A)

exercice 1 (*)

Déterminer la somme de (—1)”90 pour x € R
n=0 (271)'
exercice 2 (*)
o0 xn+3
Déterminer la somme de » , ——— pour x € R
n=2 (n — 1)'
exercice 3 (*)
Déterminer la somme de ———— pourx € R
nz::g (n+2)! p
exercice 4 (*)
o0 3n
Déterminer la somme de ) , —— pour z € R
Lt ?
exercice 5 (**)
00 $2n+3
Déterminer la somme de —— pourx € R
L onso P

exercice 6 (**)

0o 4n+1.x2n+4
Déterminer la somme de - pour tout z € R.

n=0 (2n + 3)
exercice 7 (**)
o0 2n
Déterminer la somme de ) 5 pour €]—1,+1]
n=0 "M

exercice 8 (*)

Déterminer la somme de —— —pourz € R
2, ez 131 P

exercice 9 (**)

Déterminer la somme de )

pour x €| — 1, + 1[*
n=on(n —1) | |

exercice 10 (*)

A~ =

n=2

= 1
Déterminer la somme de > (1 + 3.22"*1)2"™ pour z € ] —,

|

exercice 11 (*)

o < (-2 =g
Déterminer la somme de Y ~————x™ pour x € | —,=
= n 9 2’9
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exercice 12 (*%*)

Déterminer 1 de 3 (2" o iy
cterminer la somine de —X our xr —_—,=
g OF P

exercice 13 (**%*)

< 2n? 1
Déterminer la somme de nhn
m=ann—1)(n+1)

" pour x €] — 1,4+ 1]

exercice 14 (**)

o0 n
Déterminer la somme de pour x € R
n=0 (Qn)'

(on pourra poser X = \/x ou X = /—x)

exercice 15 (*%*)

Déterminer la somme de ———pourz €R
2 I

(on pourra poser X = \/x ou X =+/—x)

exercice 16 (*)

~ © n*+3n—5
DA(©)terminer la somme +—'x”
n=0 n.

exercice 17

exercice 18
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Solutions
résolution 1| e Soit x € R.
Ona 6n+2 3\2n .2 312
S AR CHRE R - ()™
Sy =S (=1)" =3 (=1)" = )"
() = S0 g = LU = 0 gy
Or on sait que
0 X2n
VX € R, cos(X) = nz:(— ) ool
On en déduit ainsi que
S(x) = 2*. cos(x?)
e Conclusion:
o nx6n+2 ) 5
Ve e R, S(z) = Z(—l) @) = 2°. cos(x?)
n=0 ’
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résolution 2| e Soit x € R.

On effectue le changement d’indice p «<— n — 1, et on obtient

0 L3 e~ P A o0 P
nz:; (n—1)! pz:; p! pz:; p!
Or
> o D oo l=e—1
p=1 p=0
d’ou
e xn+3 4
S(a;):z<n_1)' — 2t (e" — 1)
n=2

e Conclusion:
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résolution 3] e Soit x € R

Le changement d’indice p <— n + 2 donne

o $2n+5 :L,Qp—i-l > :L..(xQ)p > (I.Q)p
SURD DEE S D D
s nt2)t = pl ol ~ 7
On sait que
X — [
VX eRe¥ =) o
p=0
On a donc
VX € R, —'—eX—l—X
p=2 P
Ainsi

e Conclusion

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus

PT*



résolution 4| e Soit x € R

Le changement d’indice p <— n + 2 donne

e :E3n e x3p—6
S@) =2, =2
| |
n=0 (’I’L + 2) p=2 p:
e pour x = 0, on a directement S(0) = =
e Soit x € R*
On peut alors écrire
N L N 4
S(@) = | 46 Z |
p=2 p: p=2 p:
On sait que
X f— —_—
VX eR e =) "
p=0
On a donc
VX eR, —':eX—l—X
p=2 P
Ainsi

e Conclusion
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 résolution 5| e Soit x € R.

Le changement d’indice p <— n + 1 donne

0 2n+3 i 2p+1 i i T
= =T.
7’L:0 2n + 2 p: : p:l (2p
Or on sait que
Vz € R, ch(z) i o
xr € R, ch(x) =
= (2p)!
on a donc
>
Ve € R, —1
= (2p
D’ou -
Vr € R, S(x) = z. Z i ch(z) — 1)

e Conclusion

Vr e R, S(x) =x.(ch(z) — 1)
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 résolution 6| e Soit x € R.

La changement d’indice p «— n + 1 donne

> 4n+1_$2n+4 e 4p‘$2p+2 22p 2p+1 T > 2[E 2p+1
5(‘”)22 9 3!222 ! 9 522 1)!
= @Cn+3)t = (2p )= (@p+ 1)l — 2+
Or on sait que
0 X2p+1
VX € R, sh(X) =
N =2 Gy
On a donc
o0 X 2p+1
VX € R, =sh(X) - X
— (2p+ 1)!
D’ou
T (20)7t oz
=55 B 2 ey -2
e Conclusion
o 4n+1'l.2n+4 T (2 )
A R, S(x) = _— = —, -
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[résolution 7| e Soit x €] — 1, +1].
On effectue le changement d’indice p <— n + 3, et on obtient

> r2n o0 IQ(p—?)) o 12p—6
S@ = =l T
n=o " +3 p=3 p p=3 p
. 1
e pour x = 0 on a directement S(0) = 3
e Soit x €] — 1, + 1[*
On peut alors écrire
> 2n > _2p—6 > 2p > 2
x x 1 T 1 ()P
S =3 =Y =g =)
n:0n+3 e e P e S
Or on sait que
VX €l-1,+1, —In(1 - X) = —
p=1 P

et ici comme |z| < 1 on a encore |z?| < 1 et I'on peut ainsi écrire

Z(x )p:Z(x >p—x2—x—:—ln(1—a:2)—:v2—x—

p=3 p p=1 p 2 2
En conclusion:
2 1 i 0
g2 — slx =
S(z) = Z ={3 2 2, 4
2In(1 — 2
s _ 2 x2)2— v size]l—1,+1*
T
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résolution 8] e Soit x € R.

On commence par effectuer le changement d’indice p «— n — 1, ce qui donne

—~ 2n+2(p — 1)! g 2r+3 pl o 23 pl 23 — !
or on sait que
VXER, ) = e~
p=o P
on a donc ici
() ()
o0 E o0 ? x4
Z = —l=exp(—)—-1
=2
=1 P = P
e Conclusion:
o0 A3 27 ot 2 A
vz €R,S(z) =) eI TR TR {exp(;) - 1} = [exp(;) - 1}

n=2
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 résolution 9| e Dans tout cet exercice, x désignera un réel de l'intervalle | — 1, + 1]

e On commence par opérer une décomposition en éléments simples

1 1 1
X(X-1) X-1 X
2n—1 x?nfl x?nfl
et I'on a donc pour tout n > 2, = —
nn—1) n-1 n

o0 ZEanl
On s’intéresse a .
e On s’intér §2n_ 1

Le changement d’indice p <— n — 1 donne

0 2n—1 > 2p+l > o 2)p
e P DE
n— p
n=2 p=1 p=1 p=1
Or on sait que
VX €l-1,+1, —In(1 - X) = —
p=1 p
00 (932)17
et ici comme |z| < 1 on a encore |z?| < 1 et on peut ainsi écrire Y ~—— = —In(1 — 2?)
p=1 p
On a ainsi
[o.¢] T n—
_ 2
Z - = —zlIn(l —z%)
n=2
o0 x2n71
e On s’intéresse a »
n=2 n
On distingue deux cas
i) si =0 on a directement ) =0
n=2 n
ii) si z €] — 1,4 1[*, on peut écrire
©  2n—1 o — n o0 n
Sy oy )
n=2 n n=2 x n=2 n
avec la méme série entiére de référence, on peut en déduire que
e e} o
(%) _ (%) 2 _ 2 2
Z - _Z - =—In(l—-2°) -z
n=2 n=1
et ainsi -
Z 2t —In(1 —2?) — a?
~ n x
e Conclusion
x - on-1 0 siz =0
JE— In(1 — 2 2 1 — 2 In(1 — 2
;n(n—l) —xln(l—x2)+n( v)te =< z) In( x>+x sizel—1,+1[f
x x
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—-11
’résolution 10‘ e Dans tout cet exercice, x désignera un réel de 'intervalle } 11 [
e On s’intéresse a > a"
n=2
On a évidemment
ix”—ix”—l—x— ! —1l—x= v
N S l-x Cl-x
n=2 n=0
1 :
e Comme |z| < gona |[4z| < 1 et 'on peut donc écrire
- - & 1 16.22 962>
3.22" g =) 3.24"2" =6. )y (4x)" =6. —1—4z| =6. =
; v ; v ;( ?) 1 -4z v 1—4x 1—-4z
e On en déduit ainsi
i(l _|_ 3 22n+1)xn _ ixn ‘l’ ig 22n+1 l'n _ 1’2 + 961‘2
' ' ' 11—z 1—4x
n=2 n=2 n=2
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1
résolution 11 ‘ e Dans tout cet exercice, on aura x € } 53 [

e Le changement d’indice n <— n — 2 donne

f: 2)" i (_2)n+3$n+2 _ i —(_2)n'(_2)3m".x2 = 8% f: (Z2.0)"

n=3 n—2 n=1 n n=1 n n=1 n
Or on sait que
VX el -1,+1, —In(l — X) = —
p=1 p
- —11 o
et icl comme x € Sog|ona —2x €] — 1, + 1] et l'on peut ainsi écrire
> (= —In(1 = (=22)) = —In(1 + 22)
n=1
e Conclusion
—11 > n+1 )
—,= =8z".In(1 42
VJUG}Q’Q[ Zn_Qx 8z, In(1 + 2x)

n=3
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-11
’résolution 12‘ e Dans tout cet exercice, x désignera un réel de I'intervalle } 55 [
e On effectue le changement d’indice n <— n + 2, ce qui donne
i n+1 _ i (_2)n—1wn_2
n=0 n + 2 n=2 n
e On va distinguer deux cas
N : & (—2)tH —2
i) si =0 on a directement ) ~——z" = — = —1
n=0 N + 2 2
. -11[
ii) size — 5| onaura alors 2z €] — 1, + 1[*.
Or on sait que
VX €] =1, + 1] ln(1+X):iﬂX”
Y Y vt n °
On peut ainsi écrire
— (=2)"! (=2
S — n — n
(z) % n+2 v ; n .
& -1 n—1
— Z ( 2n 271 xn x*?
n
n=2
L G DL
n=2
1 = (_1)71—1 n
n=2
1
iii) Conclusion
o In(1+4+22)—2x . ]-11[
—9\n+l S
N e iz 3q]
n—+2 .
n=0 —1 six =0
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résolution 13| e Dans tout cet exercice, x désignera un réel de l'intervalle | — 1, + 1]

e On décompose en éléments la fraction rationnelle et I'on trouve

2X2+X+1 2 1 1

X(X-1)(X+1) X-1 X X+1

e On a ainsi

omPdntl s 22" 2t " N N T
;n(n—l)(n—i—l)x _;n—l _?—i_n—l—l B ;n—l_;? nZTH—l
— — -
=T(z) =U(x) V(x)
e On rappelle que
Voel -1, + 1 In(l—2)=—Y =
n
n=1
e On a ainsi .
x" i
e En effectuant le changement d’indice p «— n — 1 dans T'(x) cela donne
= =, zPt = 2P
T(x)zzn_l :Z 5 :x.zgz—x In(1 — x)
n=2 p=1 p=1
e Pour V(z), on va distinguer deux cas:
i) si x =0, on a évidemment V' (0) =0
ii) six €] — 1,4+ 1[*, le changement d’indice p «— n + 1
" n+1 = P
T p
1 | & P 7
= —. —_— m _ —
1 z?
=—(-In(l—2z)—2——
- ( n(l—xz)—=x 5 )
~ In(1—=x) x
B x 2
e On en déduit en conclusion que
o0 In(1 — x) x .
Z 2n® +n+1 o —Q.x.ln(l—x)—l—ln(l—x)—7—14—5 sixel—1,+1]
n— n(n —1)(n+1) 0 siz=0
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résolution 14| e Nous allons utiliser les séries entiéres de référence ci dessous
© 2n © X2n
XeR —— =ch(X XeR —1)'— = X
VX € ’;0(271)! ch(X) VX e ,nZ:O( )(2n)! cos(X)
e Soit x > 0.
On a ,
AR S (V)
D SN
“— (2n)! <= (2n)!
e Soit x < 0.
On a

5= 3 o = S0 = S B (v

e Conclusion

= g ch(v/x siz >0
S@) = Z B {coiz/\;z_x) sinon
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résolution 15|

0 2n+1
XeR —_
VXER, D 2n + 1)
=0
e Soit =z > 0.
On a .
S(z) =)
n=0
e Soit x < 0.
On a

n=0

Pour £ =0, on a S(0) =

Conclusion

:Z(Qn':

= sh(X)

e Nous allons utiliser les séries entiéres de référence ci dessous

VX €R, Z K

(VD)™™ _ sh(J)

x2n+l
2n+1)!

COI

= sin(X)

_ sin(y/—1)

TV (2n)!
Shi/?) siz >0
3 vy siz=0
= () sin(y/—x) siz <0
e
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résolution 16| e Soit x € R.
On a

:z%n nx —5Zn‘
_ i n? +3n:1:"—561

n!

o0

—~ (n—1)!

On effectue le glissement d’indice p «— n — 1

oop+4 .
S(x)—g P Be”
|
=
=z E —:L’p—|—4x.2 — — be®
| |
p:[)p p:Op

= 2. 1 + 4xe” — He
~ (-1
On effectue le glissement d’indice ¢ «— p — 1
O patl
S(x) = xz o + 4xe® — Se
q=0
= 2. ix——i—élxe — be”
ql
q=0
2 x

e Conclusion
o0

2+3n—5
Ve € R, S(x) = Zn—i_—nx” = 2%e” + 4xe” — be”

n!
n=0
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résolution 17
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résolution 18
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