Séries entiéres et équations différentielles (2A)

exercice 1 (*)

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S.
n=0

Montrer que Vx €] — R, + R|

228" () + 425’ (x) + 2S(z) = Z(nz + 3n + 2)a,z"

n=0

exercice 2 (*)

Soit > a,x™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S.
n=0

Montrer que Vz €] — R, + R|

22.5"(z) — x(x +6)S'(z) + 3(z + 4)S(x) = 12a + Z [(n—3)(n—4)a, — (n —4)a,_1] .x"

exercice 3 (*)

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S.
n=0

Montrer que Vx €] — R, + R|

S'(z) +2°.8(x) = ay + 2.a0.7 + 3.a>.2* + Z [(n+1).an41 + ap_3] 2"

n=3

exercice 4 (*)

Soit > a,x™ une série entiére de rayon R # 0 et de fonction somme S.
n=0

Montrer que Yz €] — R, + R|

zS"(z) + (x — 1)S'(x) — S(x) = Z [(n* = 1)ans1 + (n — 1)a,| "

n=0

exercice 5 (**)

Déterminer les fonctions développables en séries entiéres au voisinage de 0 de I’équation diftérentielle

4oy +2y +y =10

exercice 6 (**¥*)

Déterminer les fonctions développables en séries entiéres au voisinage de 0 de I’équation différentielle
22y —a(z+6)y +3(x+4)y =0

Les écrire si possible a I'aide des fonctions usuelles
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exercice 7 (**)

Déterminer les fonctions développables au voisinage de 0 de I'équation différentielle

(*+2)y" + B+ 1)y +y=0

exercice 8
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Solutions

’résolution 1‘ e On sait par théoréme que
i) S est de classe C* sur | — R, + R|
ii) S’ est obtenue par dérivation terme a terme
Ainsi, sur | — R, + R[ on a

S'(z) = Zn.an.xn_l et S"(x) = Zn(n —1).a,.2"2
n=1 n=2

e Soit z €] — R, + R|.

On a donc
o0 e} o0
225" () + 4xS'(x) + 25 (x) = 2°. Z n.(n—1).a,.2" % + 4. Zn.an.xnfl + 2. Z A 2"
n=2 n=1 n=0

= i n.(n —1).a,.2" + 4 f: n.a,.x" + 2. f: . x"
n=2 n=1 n=0

On remarque que

Zn(n —1).ap.2" = Zn(n —1).a,.2"
n=2 n=0
car
0.(0 — 1).ag.2° =0 et 1.0.ap.2" =0
et que
Z n.a,.r" = Z n.Qp. X"
n=1 n=0
car

0.a9.2° =0

On a ainsi en reprenant 1’égalité initiale

hE

228" (x) + 425" (x) +25(x) = Y n.(n—1).a,.2" + 42 n.a,.x" + 2. Z A z"
n=0 n=0

N
I
o

n.(n—1)+4.n+2]a,.z"

NE

i
o

NE

(n2 + 3n + 2) Q2"

3
I
o
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résolution 2| e On sait par théoréme que
i) S est de classe C* sur | — R, + R|
ii) S’ est obtenue par dérivation terme a terme
Ainsi, sur | — R, + R[ on a

n.(n —1).a,.2" 2

hE

oo
= Z n.ap.z" " et S"(x)
n=1

3
[|
¥

e Soit z €] — R, + R|.

On a donc

225" (x) — x(x +6)S'(z) + 3(z +4)S(v) —

z2, f: n.(n—1).a,.2"% — (2% + 62). f: n.a,.x" " + (3 + 12) f: ap.x" =
n=2 n=1 n=0

i n.(n—1).a,.a" — in.an.xnﬂ -6 i n.a,.z" +3 i Q. 412 i ap.2"

n=2 n=1 n=1 n=0 n=0

Dans la deuxiéme et la quatriéme somme, on effectue le décalage d’indice n <— n + 1, et on obtient

2%.8"(z) — x(z +6)S'(z )+3(1:+4)S( ) =

in n—1) an.x”—Z(n—l ).p_1.2" —6Znan$ +3Zan " +122an
n=2

n=2
On remarque que > n.(n—1).a,.2" = Z (n—=1).ap.2"et > (n—1).ap_1.2" = > (n—1).a,_1.2"
n=2 n=1 n=2 n=1

Ce qui permet d’avoir

2?.8"(x) — x(x + 6)S"(x) + 3(x +4)S(x) =
Z n.(n—1).a,.z" — Z(n —1).ap_1.2" — 6 Zn.an.x" +3 Z App.2" + 12 Z Q. 2"
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0

En isolant les termes d’indice n = 0, on obtient au final

.5"(2) = (o + 6)5'(2) + 3o+ )50 _

Zn n—1).a,.2" — Z(n —1).ay_1.2" — Gin.an.x” + 3ian1.x” + 12ian.x” +12ay =

12a0 + Z n(n—1)—6n+12)a, + (3 — (n —1))a,—1] .2" -

12a0 + Z [(n? — Tn +12)a, + (4 — n)a,_,] .a" _

n=1

12a0 + Z n—3)(n—4a, — (n—4a, 1] 2"
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résolution 3] e On sait par théoréme que
i) S est de classe C* sur | — R, + R|
ii) S’ est obtenue par dérivation terme a terme
Ainsi, sur | — R, + R[ on a

S'(z) = Zn ap.x" ! = Z(n +1).aps1.2"
n=1 n=0

e Soit z €] — R, + R|.
On a donc

S'(z) +2°.8(z) = Z(n +1).apy 2™ + 27 Z Qp.z"

n=0

o

n=

- i(n +1).api1.2" + i ap.x"?
n=0

3
Il
=)

On effectue le décalage d’indice n < n + 3 dans la seconde série

S'(z) +2.8(z) = Z(n +1).apr.2" + Z ap_3.x"
n=0 n=3

On isole les termes d’indices 0, 1 et 2 dans la premiére somme
S'(z) +2%.8(x) = ay + 2.a9.7 + 3.a3.2% + Z(n + 1).app1.2" + Z ap—3.2"
n=3 n=3

= ay + 2.a9.7 + 3.a3.2° + Z [(n+1).apy + a,_3].2"

n=3
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résolution 4| e On sait par théoréme que
i) S est de classe C* sur | — R, + R|
ii) S’ est obtenue par dérivation terme a terme
Ainsi, sur | — R, + R[ on a

S'(z) = Zn.an.x”_l et S"(x) = Zn(n —1).a,.2"2
n=1

e Soit z €] — R, + R|.
On a donc
xS"(x) + (x — 1)S'(x) — S(x)
zS"(x) + xS (x) — S'(z) — S(x)

o oo (o] [o.¢]
T. E n.(n — 1).an.xn_2 +x g n.a,.z" t — g n.a,.c" ! — E anx”
n=2 n=1 n=1 n=0

oo o0 o0 o0
E n.(n —1).a,.2"* + E n.a,.x" — E N,z — E a, "
n=2 n=1 n=1 n=0

On effectue maintenant le glissement d’indice n <— n — 1 dans la premiére et troisiéme

zS"(z) + (x — 1)S'(z) — S(x)

oo oo o0 o0
Z n.(n+1).ap41.2" + Z n.a,.x" — Z(n +1).apq.2" — Z anx"
n=1 n=1 n=0 n=0
On constate que
oo o0
Z n.(n+1).a,.2" = Z n.(n+1).a,41.2"
n=1 n=0
et
oo (o.9]
Z n.a,.r" = Z n.Qp. 2"
n=1 n=0
D’ou

zS"(x) + (x — 1)S(x) — S(x)

oo oo o0 oo
Z n.(n+1).a,41.2" + Z n.a,.x" — Z(n +1).ap41.2" — Z an,x"
n=0 n=0 n=0 n=0

o0

Z n.(n+1).ans1 +n.a, — (n+1).ay1.2" — a,) 2"

n=0

NE

[(n* = 1)aps1 + (n — 1)a,] 2"

3
Il
=)

somme

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus

PT*



’résolution 5‘ Nous allons procéder par Analyse-Synthése

’Partie Analyse‘
On suppose qu’il existe une solution y de I’équation différentielle sous la forme d’une série

entiére de rayon R # 0

e On considére donc y(z) = > a,z” une SE de rayon R # 0
n=0

Le théoréme de dérivation terme & terme des SE nous dit que
—yest C®sur | — R, + R

~Vz€]l-R,+R[,y(z) = na,z" ' = > (n+1ay,z"
n=1 n=0

Vo €] = Rt RLy'() = 5 n(n - Dana™ = 5 n(n 4+ Danar™
n=2 n=1

e On a alors pour tout = €] — R, + R|

NE

4oy (x) + 2y () + y(z) =42 Y nn+ Dayq2™ ' + 2 Z(n + Dapz"” + Z apz"
n=0 n=0

1

n(n+ 1)a, 12" + 2 Z(n + Dapz" + Z apx"

L
NEE

n=1 n=0 n=0
=4 Z n(n+ 1)a, 2" + 2 Z(n + Day2" + Z anx"
0 n=0 n=0

[
Pﬁgﬁ

[(n+1)4n + 2)ayi1 + ay] 2"

Il
o

n

e Or une série entiére est la série entiére nulle ssi tous ses coefficients sont nuls,

On a donc
Vn>=0,(n+1)(4n+2)aps1 +a, =0

ce qui peut s’écrire
Vn>0,2(n+1)2n+ 1)ape1 +a, =0

ou encore !

2n+2)2n+ 1"

Vn > 0,a,41 =

e soitn > 1.

On a alors
B —1
"= 2n)@2n— 10"
o -1
T 2n)@2n—1) (2n—2)@2n—3)""?
—1 -1 —1

Gn)2n—1) 2n—2)2n—3) n—-4)n—5) "

) 1 _ (_1)n
= e e 2@ 8. 21" @)

Qo
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(on pourrait alors pour étre extrémement rigoureux prouver par récurrence cette formule)

On vient de prouver que si une solution dse existe alors elle est forcément de la forme

= (=1)".z"
y:xHao.Z% avec ag € R
n=0

Partie synthése

Elle consiste ici a vérifier que le rayon de la série entiére trouvée est non nul.

Nous allons utiliser la régle de D’Alembert, .

—1\". n
Pour = # 0, on pose u,, = ( (231)'36 = (|;7L)' # 0.
On a (20) )
Up 1 n) 5 x
= =—"—0<1
w Cn+ 2l T 2n(2n - 1)

On peut donc affirmer que la série ) u,, converge pour tout x # 0

On vient de prouver que Rayon | > =t = +00
n=0 (2”)'

’Conclusion: ‘ Les solutions de I’équation différentielle développables en séries entiéres sont

y:R — R avec A € R

= (—=1)" .
T — A.;—( (2)71)!
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’résolution 6‘ On va procéder par Analyse-Synthése.

’Partie Analyse‘
On suppose qu’il existe une solution y de I’équation différentielle sous la forme d’une série
entiére de rayon R # 0

oo
e On considére donc y(z) = ) a,z" une série entiére de rayon R # 0.
n=0
Le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres nous permet d’affirmer que y est C*>

sur | — R, + R et le calcul ?? nous rappelle que Vz €] — R, + R|,
22y (x) — x(z + 6)y' (z) + 3(x + 4)y(z) = 12a¢ + Z [(n—3)(n—4)a, — (n—4)a,_q].a"
n=1

e Or une série entiére est la série entiére nulle ssi tous ses coefficients sont nuls,
12&0 =0

O d
n a donc {(n_g)(n—4)@n—(n—4)an_l:0 n>1

On constate déja que 1’égalité précédente est toujours vraie pour n = 4, et si dans le cas contraire
apg = 0
(n—3)a, =an—1 ,Yn>N*— {4}

on peut simplifier par n — 4 # 0, ce qui donne ainsi

En prenant n = 1,2 et 3 cela donne ’ao =a; =ay = O‘

On a donc Vn > 5, a,, = anflg
n _
De cette relation, on obtient pour n > 5
1 1 1 1 1 1 ay
an - an, ani f— — —Qy =
n—3"""n-3n—4"" n—3n—4""2"" (n-3)

e On note qu’il n’y a pas de conditions sur a3 et ay
On vient de prouver que si une solution dse existe alors elle est forcément de la forme

oo

3
LT . . —
YT a3.x” + ay ng_ (n—3)]

avec (az,aq) € R?

Partie synthése

Elle consiste ici & vérifier que le rayon de la série entiére trouvée est non nul.
Le rayon est ici infini car d’apreés les dse de référence, on a

S o~ 2 5 [ 2 3/
n=4 p=1 p=0

\ Conclusion: \ Les solutions de ’équation différentielle développables en série entiéres sont

y:R — R avec (A,B) € R?
z — Az®+ Ba’(e” —1)
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’résolution 7‘ Nous allons procéder par Analyse-Synthése

’Partie Analyse‘
On suppose qu’il existe une solution y de I’équation différentielle sous la forme d’une série

entiére de rayon R # 0

e On considére donc y(z) = > a,z” une SE de rayon R # 0
n=0
Le théoréme de dérivation terme & terme des SE nous dit que
—yest C®sur | — R, + R
~Vr€]—R,+R[y(z) = na,z" = > (n+ a2
n=1

n=0
~Vr€|—R,+R[Ly'(x)=> nn—1a,xz" %= nn+1a,2""
n=2 n=1

e On a alors pour tout = €] — R, + R|

(z* + 2)y"(x) + Bz + 1)y (z) + y()
2y (x) + xy (x) + 3zy/(2) + ¢/ () + y(z)

2 Z nn —Daz"* +x Z nn+ Da,2" ' + 3z Z na,z" ' + Z(n + Dap2™ + Z anx"
n=2 n=1 n=0 n=0

n=1
[e%S) [e%S)

[e.e] o0 oo
Z n(n — 1)a,z™ + Z n(n+ 1)a, 12" + 3 Z na,x" + Z(n + Day2™ + Z anx"
n=2 n=1 n=1 n=0 n=0

o0

Z n(n —1)a,z"™ + f: n(n+ 1)a,12" + 3 f: na,x" + i(n + Day2" + i anx"
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0
oo

Z(n2 +2n 4 1)(aps1 + ap)x"

n=0
oo

Z(n +1)*(aps1 + an)z"

n=0

e Or une série entiére est la série entiére nulle ssi tous ses coefficients sont nuls,
On doit donc avoir Vn > 0, (n + 1)*(ap41 + an), cad Vn > 0,a,41 = —a,
On en déduit que Vn > 0,a, = (—1)".ag

e On vient de prouver que si une solution dse existe alors elle est forcément de la forme

Y x> ag. Z(—l)”az” avec ap € R
n=0

Partie synthése

Elle consiste ici a vérifier que le rayon de la série entiére trouvée est non nul.
o0

D’apreés les dse de référence, on sait que Y (—1)"x™ est une série entiére de rayon 1 (et de somme .

n=0 +x

sur l'intervalle ouvert de convergence)
’Conclusion: ‘ Les solutions de I’équation différentielle développables en séries entiéres sont
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y:]—-1,+1 — R avec A € R

X

1+«

Serge Lemarquis

Lycée Les Eucalyptus

PT*



12

résolution 8
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