équations différentielles linéaires du second ordre a coeflicients
constants (1A)

exercice 1 (*)

‘ Déterminer les solutions a valeurs réelles de I'équation différentielle y"” — 2y’ + 2y = cos(2z) sur [ = R

exercice 2 (*)

‘ Déterminer les solutions a valeurs réelles de I'équation différentielle y” — 10y’ +41y = sin(z) sur [ = R

exercice 3 (*)

Déterminer les solutions a valeurs réelles de I'équation différentielle " — 3y’ — 18y = ze*® sur I = R
(On pourra chercher une solution particuliére de la forme y, : x — (K.x + L).e**)

exercice 4 (*)

Donner la solution générale complexe de I'équation différentielle y" + 2y’ — 3y = 0

exercice 5 (*)

Déterminer les solutions a valeurs réelles de 1’équation différentielle y" — 4y’ + 5y = 10 sur I = R

exercice 6 (***)

Déterminer les solutions a valeurs réelles de 'équation différentielle y" 4+ y = x.sin(z) sur [ = R
(On pourra chercher une solution particuliére de I'équation complexifiée 3" + y = x.e'® de la forme
Yp : T = (a.x® + b.x).€)

exercice 7 (*¥*)

Déterminer les solutions réelles de I'équation différentielle y" + ' +y = sin®(z) sur I = R
(on pourra linéariser le second membre et utiliser le principe de superposition)

exercice 8 (*)

m est un paramétre réel.
Résoudre I'équation différentielle y" — 2y + y = e™*

exercice 9 (**)

m est un paramétre réel.

Résoudre I'équation différentielle y" — 2y + y = xe™*

(Dans le cas ot m # 1 on pourra chercher une solution de la forme x — (Kx + L).e™" et sinon de la
forme x — (K.x* + L.X?).e")

exercice 10

exercice 11
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Solutions

résolution 1| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
gene associée et d’'une solution particuliére

e L’équation caractéristique de I’équa. diff. est X2 —2X +2 = 0 qui a pour racines complexes conju-
guées 1 +iet1—1

La solution générale de I’équation homogéene est donc
y:R — R avec (A,B) € R?

r — e"(Acos(z) + Bsin(z))

e On sait que cos(2z) est la partie réelle de e**.
Comme 27 n’est pas racine de 1’équation caractéristique,
on peut chercher une solution particuliére de la forme y : z — K. cos(2z) + L.sin(2x)

On a
y'(x) = —2K.sin(2z) + 2L. cos(2x)

et
y"(x) = —4K. cos(2x) — 4L.sin(2x)

D’ou en remplacant dans 1’équation

y"(x) — 2y (z) + 2y(x) = (—2K — 4L) cos(2x) + (4K — 2L) sin(2x)

—2K —4L =1 -1 -1
Le systéme posséde comme solution (K,L) = <—,—>

4K — 2L =0 10° 5
une solution particuliére est donc

Y:x I—O cos(2x) — R sin(2z)
e La solution générale de I'équation compléte est ainsi
y:R — Rl ) avec (A,B) € R?
T cos(2zx) — 5 sin(2z) 4 e”(A cos(x) 4+ Bsin(z))

e remarque: on aurait également pu procéder par complexification
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résolution 2| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation caractéristique de I'équa.diff. est X? — 10X + 41 = 0 qui a pour racines complexes
conjuguées 5 + 4 et 5 — 41

La solution générale de 1’équation homogéne est donc
y:R — R
r > e"(Acos(4r) + Bsin(4xz)) avec (A,B) € R?

e On sait que sin(x) est la partie imaginaire de e
Comme 7 n’est pas racine de I’équation caractéristique,
on peut chercher une solution particuliére de la forme y : x — K. cos(z) + L. sin(z)

On a
y'(z) = —K.sin(z) + L. cos(x)

et
y"(x) = —K.cos(x) — L.sin(x)

Dot en remplacant dans 1’équation
y"(x) — 10y (z) + 41y(z) = (40K — 10L) cos(z) + (10K + 40L) sin(x)

40K —10L =0 1 2
Le systeme osseéde comme solution (K,L) = | —,—
Y 10K +40L =17 (#.L) <1ﬂ)85)

une solution particuliére est donc

Dx e L cos(x) + 2 sin ()
YT 0 85

e La solution générale de ’équation compléte est ainsi

y:R — Rl 5 avec (A,B) € R?
T — 15 cos(x) + T sin(z) + €°*(A cos(4x) + Bsin(4x))
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résolution 3] o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation caractéristique de I'équa.diff. est X? —3X — 18 = 0 qui a pour racines réelles distinctes
—3 et 6.

La solution générale de 1’équation homogéne est donc

y:R — R avec (A,B) € R?
r — Ae " 4+ Be%

e Comme 4 n’est pas racine de I’équation caractéristique,
on peut chercher une solution particuliére de la forme y : z — (Kx + L)e*®

On a
Y (z) = (4Kx + 4L + K)e*

et
y'(z) = (16Kx + 16 L + 8K )e*”

D’ou en remplagant dans I’équation
y'(x) — 3y (z) + 18y(x) = (—14Kz + 5K — 14L)e*

—14K =1 -1 =5
Le systeme osséde comme solution (K,L) = | —,—
Y 5K —14L =0°" (L) (14 196)

une solution particuliére est donc

~1 5\ . 1 A
cx [ — 2 — — ) e = —(14z + 5)e™
vl (14:” 196)6 Tog (14z +9)e

e La solution générale de I’équation compléte est ainsi

y:R — R avec (A,B) € R?

r o—> ﬁ(lélx +5)e*” + Ae 3 4 Beb”
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résolution 4| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
homogéne

e L’équation caractéristique de I'équa.diff. est X2 4+ 2X — 3 = 0 qui a pour racines réelles distinctes
1et —3.

La solution générale de cette équation homogéne est donc

y:R — R avec (A,B) € C?
v — Ae ™ 4 Be*

remarque: ici les constantes sont complexes car on demande les solutions a valeurs complezes
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 résolution 5| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation caractéristique de 'équa.diff. est X2 —4X + 5 = 0 qui a pour racines complexes conju-
guées 2 +iet 2 —1

La solution générale de 1’équation homogéne est donc

y:R — R avec (A,B) € R?
v > e**(Acos(z) + Bsin(x))

e Une solution particuliére évident est la fonction constante y : z + 2

e La solution générale de I’équation compléte est donc

y:R — R avec (A,B) € R?
r > 24 e*(Acos(x) + Bsin(w))
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 résolution 6| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation caractéristique de 1’équa.diff. est X2 + 1 = 0 qui a pour racines complexes conjuguées i
et —1i

La solution générale de 1’équation homogéne est donc

y:R — R avec (A,B) € R?
x +—— Acos(z)+ Bsin(z)

e On va complexifier cette équation pour déterminer une solution particuliére.
On sait que sinz est la partie imaginaire de ", on va donc s’intéresser a ’équation

Y +y=x.e" (%)

On pose .
Yp i T = (ax® + br)e™
On a alors .
yo(z) = (iaz® + (2a + ib)x + b)e™
et

yn(x) = (—az® + (4ai — b)x + 2a + 2ib)e™

En reportant dans (%) cela donne

Vo € R, (4aiz + 2a + 2ib)e"™ = xe'™

daz =1 —i1
On considére alors le systéme @ . qui posséde comme solution (a,b) = (—Z,—>
20 +2tb =0 44
—1 1 .. 1 .
Une solution particuliére de (%) est donc y : x +— (ZZ:E2 + Zaz)e” = Z(—iwz +z)e”

Il nous reste a prendre la partie imaginaire de cette fonction pour obtenir une solution particuliére
de I'équation de départ.

1, i 1 .9 ..
Im (4_1(_”: + x)e ) = ij ((—iz® + z)(cos(x) + isin(x)))
= Z(x sin(x) — 2? cos(x))

e Conclusion: la solution générale de I’équation compléte est

y:R — R ) avec (A,B) € R?
T — zsin(z) —4x cos(z) + Acos(x) + Bsin(z)
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| résolution 7 | o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e équation sans second membre:
L’équation caractéristique est X2+ X +1 =0

—1+i/3

Les racines sont complexes conjuguées, a savoir

La solution générale de 1’équation homogéne associée est donc

avec (A,B) € R?

2

x — e 2 <ACOS(\/2§:U) —f—Bsin(@))

e équation avec second membre:

On va linéariser le second membre puis utiliser le principe de superposition des solutions

it —it\ 3 . )

- -1 , . o 3 t 3t

— On a Sil’l3<t) = (l) — _(e?nt — 3eft 4 370t _ 6_3115) _ Sln( ) o Sln( )
2

21 81 4 4
— Une solution particuliére (évidente) de 'équation y” + ' + y = sin(x) est y(x) = — cos(z)
(si on ne trouvait pas cette solution évidente, on pouvait procéder de maniére standard, voir
ci-dessous)
— solution particuliére de I’équation y” + ' + y = sin(3x)
1. PREMIERE METHODE: ON COMPLEXIFIE L'EQUATION
On considére I’équation différentielle z” + 7' + z = 3=,

On cherche une solution particuliére sous la forme ae® avec a complexe

1 —8-3i
—8+3i 73

En remplacant dans I’équation cela donne (—8 4 3i)a = 1, soit a =

On trouve donc comme solution particuliére

x—Im (%esﬁg = ;—; cos(3x) — % sin(3x)

2. DEUXIEME METHODE:
on cherche une solution sous la forme y : z + acos(3z) + bsin(3z) avec (a,b) € R?

3b—8a =0

On remplace et on aboutit sur le systéme .
—3a—-8 =1

-3 =8
C id b) =\ —=,=— |-
e qui donne (a,b) ( =3 73)
(on retrouve bien la méme solution que par la premiére méthode)

e En appliquant le principe de superposition on trouve que la solution générale est

;R — R .
3 3 2 -3 3 3
r — ——cos(z) + — cos(3z) + — sin(3x) + e 2 (A Cos(\/;x) + Bsin(—x)>

4 292 73 2

avec (A,B) € R?
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résolution 8] o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation homogeéne est vy’ — 2y +y =0

Son équation caractéristique est X? —2X +1=0

Cette équation posséde une racine réelle double 1

La solution générale de ’équation homogene est ainsi |y : R
x

— R avec (A,B) € R?
— (Az + B)e”

e Equation compléte: on discute suivant que m = 1 ou pas

i)

i)

’cas oﬁmsél‘

Comme m n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére
de la forme y : x — K.e™" avec K constante.

On a alors y/(z) = Kme™ et y”(x) = Km?e™®

en reportant dans I’équation cela donne

Vo € R, K(m?* —2m + 1)e™ = ™

1 1

o otve m?2—2m+1 (m—1)2

La solution générale de I'équation compléte est ainsi

y:R — R - avec (A,B) € R?
r — (Az+ B)e® + ‘

(m — 1)

’cas oﬁmzl\

Comme 1 est racine double de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére
de la forme y : x — Ka2.e®

En remplacant dans I’équation compléte on aboutit a

Ve € R, 2Ke* =e*
1
et donc K = 3

La solution générale de I’équation compléte est ainsi

y:R — R avec (A,B) € R?

2.z
r — (Aac#—B)ew—er
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 résolution 9| o Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
avec second membre: la solution générale est la somme de la solution générale de I’équation homo-
geéne associée et d’'une solution particuliére

e L’équation homogeéne est vy’ — 2y +y =0
Son équation caractéristique est X? —2X +1=0

Cette équation posséde une racine réelle double 1

R avec (A,B) € R?

La solution générale de I’équation homogéne est ainsi |y : R —
r — (Az + B)e”

e Equation compléte: on discute suivant que m = 1 ou pas

i) ’cas oﬁmsél‘

Comme m n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére
de la forme yx — (Kx + L).e™® avec K et L deux constante.

On a alors y/(z) = (mKx +mL + K)e™ et y'(z) = (m*Kz + m*L + 2mK)e™

en reportant dans I’équation cela donne

Ve € R, [(m—1)*Kz +2(m — 1)K + (m — 1)°L] ™ = ze™

ce qui donne le systéme
20m— 1)K +(m—1)2L =0
1 -2
OntrouveK:metL:m

La solution générale de I’équation compléte est ainsi

y:R — R avec (A,B) € R?

. ((m—=1)z —2)em™
r — (Az + B)e® + (m 1)

i) |cas ott m = 1]

Considérons y : z + (K2® + Lz?)e®

En remplagant dans I’équation compléte on aboutit a (6 Kz + 2L)e” = xe”

etdoncK:%etho

La solution générale de I’équation compléte est ainsi

y:R — R avec (A,B) € R?

3,z
T —> (A:E+B)e””+$€
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| résolution 11
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