applications linéaires, noyau, image

exercice 1 (*)

Montrer que ’application

exercice 2 (*)

Montrer que ’application

f. R® — R
(xy,2) — 2z+y—=z

puis déterminer son noyau.

exercice 3 (*)

Montrer que ’application

fi R — R
(a,b) — (a+b,a—b,2a)

puis déterminer son noyau

exercice 4 (*)

et son image.

Montrer que I’application

fiRy[X] — R[X]
P +— P+(1-X)P

puis déterminer son noyau

exercice 5 (*)

et son image

Montrer que I'application

f: R — MyR)
(0be) s (a—b b—c)

C —a

puis déterminer son image

exercice 6 (*)

et son noyau

Montrer que I'application

f:My(C) — My(C)
M — 2M —MT

puis déterminer son noyau.

exercice 7 (**¥*)

Montrer que I’application

f:C*RR) — C°(R,R)
U —  u +u

puis déterminer son noyau.

exercice 8

a suivre

est une application linéaire.

est une application linéaire,

est une application linéaire,

est une application linéaire,

est une application linéaire,

est une application linéaire,

est une application linéaire,
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Solutions

[résolution 1|  — Soient (P,P,\) € R[X] x R[X] x R

Notons P; = AP, + Ps.

On a

fAPL+ Py) = f(Ps)
= P(X + 1)+ P3(2).X?
= AP+ P)(X +1)+ (AP + P)(2).X?
= AP(X + 1)+ P(X + 1) + AP(2).X° + Py(2) X?
= AMP(X +1)+ P(2).X7) + P(X + 1) + P(2).X?
= A(P1) + f(P2)

— On a bien montré que

V(PP \) € RIX] x RIX] x R, f(AP, + o) = Af(Py) + f(P»)
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’résolution 2‘ — Soient u = (71,y1,21) € R3, v = (T2,42,20) € R® et A € R.

On a Au+v = A(x1,51,21) + (22,y2,22) = (Ax1 + T2, Y1 + Y2,A21 + 22)
Ainsi

fAhu+v) = f(Axy + x2,Ay1 + ya2,A21 + 22)
= 2(Azy + 22) + (M1 +y2) — (A2 + 22)
=211 + 229 + A\y1 + Y2 — A21 — 2o
= AN(271 +y1 — 21) + 272 + Y2 — 2
= Af(u) + f(v)

— On a bien montré que
Y(uw,\) € R® x R®* x R, f(Au+v) = Af(u) + f(v)

— Soit u = (z,y,2) € R3.
On a les équivalences suivantes

u€eker(f) <= f(u)=0<=2r+y—2=0
Ainsi
ker(f) = {(7,y,2) € R*|22+y — 2 =0}
={(zy.2) Rz =22 +y}
={zy.2v +y)|(vy) € R?}

= {2(1,0,2) + y(0,1,1) | (z,y,2) € R*}
= vect((1,0,2),(0,1,1))

Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, on peut affirmer que ker(f) est le plan engendré
par les vecteurs (1,0,2) et (0,1,1)
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[résolution 3|  — Soient 7 = (ay,b) € R, = (az,b;) € RZ et A € R.

Notons 2= A\.Z+ y = A.(a1,b1) + (az,b2) = (M.ag + az,\.by + bo).
On a

fAZ+y)=f(2)
= f(A\.ay + az,A\.by + bs)
= ((Aay + az) + (A\.by + b2), (A\.ay + az) — (AN.by + ba), 2(A.ay + az))
= (Aajg + as + A\.by + by, Aag + ag — A\by — ba, 2X.a1 + 2as)
= (A(a1 + by) + ag + by, A(a; — by) + ba — ag, AN(2a1) + 2as)
= MNay + by, a1 — b1, 2a1) + (ag + by, ag — by, 2a5)
= M) + [(9)

On a bien montré que
Y(Z,4) € R x REVA € R, f(NT+4) = Af(Z) + f(¥)

— Soit ¥ = (a,b) € R?
On a les équivalences suivantes

a+b =0
7 eker(f) < f(@) =0 <= (a+ba—b2a) = (000) == a—-b =0<=a=b=0+<=7=(0,0)
2a =0

On a prouvé que ker(f = {0} (rem: on peut alors affirmer que f est injective)

— Premiére idée pour déterminer Im(f).
On écrit

Im(f) = {f(a,b) | (a,) € R*} = {(a + b,a — b,2a)|(a,b) € R*} = {a(1,1,2) + b(1, — 1,0)|(a,b) € R*}

On reconnait alors | Im(f) = vect((1,1,2), (1, — 1,0))

— Seconde idée pour déterminer Im(f)
Soit (z,y,2) € R3
On a les équivalences suivantes

(7,9,2) € Im(f) <= 3(a,b) € R?, f(a,b) = (2,y,2)

rT+y
a+b =z a )
< J(ab) ER* {a—b =y = I(ab) €R? {y _ P Y e aty=2
o 2
2a =~ Tty ==z

On écrit alors |[Im(f) = {(z,y,2) E R} |z +y — z = 0}

remarque: Im(f) est un plan: avec la premiére idée, on en trouve une base, avec la seconde on en
trouve une équation.
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résolution 4|  — Soient (P,P5,\) € Ry[X] x Ro[X] x R

Notons Ps = AP, + Ps.

On a

fOAP + P2) = f(Ps)
=P+ (1-X)P;
= (AP +P)+ (1—X)\P+ P)
=AP+ P+ (1 - X)(\P| + Py)
=P+ P+ \N1-X)P + (1 - X)P,
=ANPi+(1-X)P)+(P+(1—-X)P)
=M (P) + f(P)

On a bien montré que
V(PP A) € Ro[X] X Ry [X] X R, f(APL + ) = M (P1) + f(P2)

— Soit P =aX?+bX + ¢ € Ry[X].
On a les équivalences suivantes

Peker(f) <= f(P)=0<+=aX*+bX +c+ (1 -X)(2a+b) =0 <= —aX?*+2aX +b+c=0

Or un polynéme est le polynéme nul ssi tous ses coefficients sont nuls
D’ou
a=20

Peker(f<:>{
c=—-b

On trouve ainsi
ker(f) = {aX?*+bX+c € RX]ja =0,c = —b} = {bX —bb € R} = {b.(X—1)|b € R} = vect(X —1)

ker(f) est la droite vectoriel engéndré par X — 1

— On a

Im(f) = {f(P)| P € Ro[X]}
= {f(aX®+bX + )| (a,b,c) € R*}
= {—aX?+2aX +b+c|(a,bc) € R?*}
= {a(—=X*+2X) + (b+c).1| (a,b,c) € R?*}
= vect(—X? + 2X,1) = vect(X? — 2X,1)
Comme la famille (X? — 2X,1) est une famille de polynomes de degré distincts deux a deux et ne

contenant pas le polynéme nul, on peut affirmer que cette famille libre.
Conclusion: Im(f) est le plan engendré par les vecteurs X? — 2X et 1
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’résolution 5‘ — Soit x = (ay,b1,c1) € R3,y = (ag,ba,c0) € R? et X € R.

On a Az +y = A(a1,b1,¢1) + (az,b2,c2) = (Aa1 + a2,Aby + ba, Aer + ¢2)
Ainsi

Az +y) = f((Aa1 + az,Aby + by, Acq + ¢2)
. ( )\CLl + CL2 )\bl + bz) ()\bl + bz) — (/\Cl + CQ))

N )\Cl + Co —()\Cll + CLQ)
. )\CLl + as — /\bl — bz )\bl + b2 — /\Cl — Co
o Act + ¢ —\aj — as
_ )\ a1 — bl CL2 — bg) )\(bl — Cl) + (b2 — CQ)
)\Cl + Co )\(_al) — Ay
)\(al—bl b1—01> + <CL2—b2 bQ—Cg)
Cy —as
= A\f(z)+

On a bien montré que
Vo e R Vy e R3 VA ER, fAz +y) = Af(z) + f(y)

— Soit (a,b,c) € R3.
On a les équivalences suivantes

ab,c) € ker(f) <= f(a,b,c) =0 <= a=b b—c =0« b-c :O<:>a:b:c:0
( c =

o
|

Ainsi on a ker(f) = {(0,0,0)} (rem: on peut alors affirmer que f est injective)

— Premieére idée pour déterminer Im( f)
On écrit

Im(f) = {f(a,b,c) | (a,b,c) € R}
- {(a ; b b_—ac) | (a,b,c) € R?}

= {a ((1) _01> (7 (1)) +c((1) _01) [ (abc) € R?)

(
Sl ) (50 (3
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— Seconde idée pour déterminer Im(f)
L (T oy
Soit (z t) € My(R)

On a les équivalences suivantes

<x y) € Ma(R) € Im(f) <= 3(a,b,c) € R, f(abc) = (Z g)

z t
(2 =a—0
—ph—

<= J(a,b,c) € R?, Y ¢

z =c

I =-—a

(a = —t

b =—x—1t
<= J(a,b,c) € R?, o

c =z

v =(o—1)-2

S r+yt+tz+t=0

On écrit alors
Im(f>:{(§ ZZ) le+y+2+t=0}
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[résolution 6]  — Soient M; € My(C), My € My(C) et A e C

Nous allons utiliser le fait que la transposition est une application linéaire

On peut donc écrire

FOM, + My) = 2(AM; + My) — (AM; + My)"
= 2A\M,; + 2My — (AM] + M)
= 2AM; + 2My — AM{ — M
= \2M; — M) +2My — My
= M (M) + f(Ma)
On a bien vérifié que

VM, € MQ(C),, VM, € MQ((C),\V//\ S C, f()\Ml + Mz) = )\f(M1> + f(MQ)

~ Soit M = (CC‘ Z) € My(C)

On a les équivalences suivantes

M € ker(f) <= f(M)=0+=2M - M" =0

a =0

(:)Qab_ac_OO <:>2b—c:O
c d b d) \0 0 2% —b =0

d 0

—a=b=c=d=0
On a ainsi 0oy,
() = (g o)) =10}

— Comme le noyau est réduit au vecteur nul, on peut en déduire que f est injective

— Comme f est un endomorphisme d’un ev de dimension finie qui a son noyau réduit au vecteur nul,
on peut méme affirmer que f est bijective (et que c’est donc un automorphisme de Ms(C))
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[résolution 7|  — Soient u € C%(R,R),v € C*(R,R) et A € R

Nous allons utiliser le fait que la dérivation est une application linéaire

On peut donc écrire

FOu+v)=Au+0)"+ (Au+v)
=+ + M+
= Au" +u) + (V" +v)
= Mf(u) + f(v)

On a bien vérifié que
Vu € C*(R,R),Vv € C*(R,R),VA € R, f(\u +v) = Af(u) + f(v)

— Soit u € C*(R,R).

On a les équivalences suivantes
ueker(f) = flu)=0<=u"+u=0

On sait que la solution générale de I’équation différentielle v’ +u =0
est u = A.cos +B.sin avec (4,B) € R? quelconque.

On a donc
u € ker(f) <= 3(A,B) € R?,u = A.cos+B.sin

On trouve ainsi
ker(f) = vect(cos, sin)
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résolution 8
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