Sommes de séries numériques (1A)

exercice 1 (différence entre terme général et somme partielle (fondamental))

1. On considére la série de terme général u, = n pour tout entier n > 0.
Donner la somme partielle d’indice n

2. On considére la série dont la somme partielle d’indice n est S, = n pour tout entier n > 0.
Donner son terme général.

exercice 2 (trés classique)

1
Déterminer la somme partielle d’indice n de la série de terme général u,, =In(1+ —) avecn > 1 .
n

Indiquer alors la nature de la série.

exercice 3

2
Justifier la convergence et déterminer la somme de
& E) (n+3)(n+5)

exercice 4
2

n
Justifier la convergence et déterminer la somme de In
& P Ty

exercice 5 (**)

o iy L 1
On consideére la série de terme général u,, = 3 avecn = 2.
nd—n
Déterminer sa somme partielle d’indice n, puis justifier que la érie ) w, converge en précisant sa
n=2
somme.
exercice 6
Prouver la convergence puis déterminer la somme de ) ~———
n=2 2
exercice 7
cos(nm/2)

Prouver la convergence puis déterminer la somme de o
n=0

exercice 8 (*)

Soit ¢ un complexe tel que |g| < 1.

Donner la nature et la somme de la série Y q
n=2

3n+4

exercice 9 (*)
Soit z € C.
23n+8

Donner la nature et la somme de la série , ————
n>0 (7’L + 1)'
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exercice 10 (*** procédé télescopique)

1. Décomposer en éléments simples

X3 —-2X?2+4+3X+2
X2(1— X)(X +1)2

b c d e

a
On cherchera la décomposition sous la forme — + — +

nof3—2k% 4+ 3k+2
2. Calculer S,, = ];::2 R0 k).(h 1) pour tout n > 2

o R R TE N T
3. En déduire que la série k§2 P —h).(k+ 1)

est convergente et donner sa somme

exercice 11 (**, procédé télescopique)

1. Décomposer en éléments simples
5X +9

X(X+1)(X +3)

a b c
On cherch dé A% l —
n cherchera une décomposition sous la forme ~ + X1 + X3
e 5k +9

2. Calculer S, =
alculer nz::lk(k—i-l)(k—i-fi)

5k +9
3. En déduire que la série
n uire qu T ,;k(k—i—l)(k—l—ii)

pourn =1

converge et donner sa somme

exercice 12 (*, procédé télescopique)

1. Décomposer en éléments simples
1

4X2 -1

a b
)] herch dé 17} l
n pourra chercher une décomposition sous la forme 5% 1 + X1

n

2. Calcul =0
acuer];)4k2_1 pour n
1
3. En déduire la nature de la série Y, ——— et donner sa somme
exercice 13 (*%*)
Soit z € C.
3n+1
Donner la nature et la somme de la série Y, ————
n>1 (n + 1)‘

DA TR ES RS ¢S IE
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exercice 14

4.(—-1)"
Justifier la convergence et déterminer la somme de ) 41"
n>0 32n+1
exercice 15
. . . n+3
Justifier la convergence et déterminer la somme de ) ————
n>2 (TL — 1)'
exercice 16 (**, procédé télescopique )
On not =l g 3 tout n > 3
n note u, = ————— € = > wuy pour tout n :
n n<n2 _ 4) n = kD =
1. Déterminer S,, pour tout n > 3.
2. Justifier que la série ) u, converge, et donner sa somme
n=3

exercice 17 (*)

: ) : n?+4n —5
Justifier la convergence et déterminer la somme de ) —
n>0 n:
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Solutions

’résolution 1 1. Par définition, on a pour tout n > 0

B ST ST ILE
k=0 0

k=

2. e Notons u, le terme général
e Onawuy=95 =0
e Pourn>1ona

0 =sin=0

e Conclusion: le terme général u,, est défini par u,, = ) _
= sinon

remarque: il a fallu isoler le cas n =0 car S,_1 n’a alors pas de sens
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’résolution 2‘ On commence par remarquer sur les premiers termes que
® Sl =1n2

1
) 52:1n2+1n(1+§):ln2—|—1ng:1113

1 1 3 4
e Sy=In24+In(l+-)+mIn(l+-)=m2+In-+In-=1In4
2 3 2 3
1l semble ici que l’on puisse expliciter tres simplement S,, en fonction de n pour tout n > 1/

Soit n > 1.
On a

n n

n 1 n

Su=> In(l+ )= > (n(k+1)—nk) =) In(k+1)— ) Ink=In(n+1)
k=1 k=1 k=1 k=1

On a utilisé ce que 'on appelle le procédé télescopique

La suite des sommes partielles (S,),>1 n’est donc rien d’autre que la suite (In(n + 1)),>;.

On a clairement lim S,, = 400, ce qui prouve que la série de terme général u,, diverge
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résolution 3 e Pour tout n > 0, notons u,, =
’ ‘ (n+3)(n+5)

e Notons pour tout n > 0,5, = > u la somme partielle d’'indice n.
k=0
e Une décomposition en éléments simples donne
2 1 1
(X+3)(X+5) X+3 X+5

On en déduit que pour n > 0 on a

3

2

En effectuant le changement d’indice p < k 4+ 3 dans la premiére somme et p < k + 5 dans la
seconde, on reconnait un procédé télescopique

1 1 1 1 1 1
DI Dl Rl Sy R
-y n—+ n—+
Il est clai lim S, 1+1 7(1"tﬁ')
est clair que lim .S,, = — + — = — (limite finie).
E 3717 1
0 r6 que | 3 2 " ¢
e On a montré que converge et que sa somme vaut —
s mranrs T 2
remarque: autre moyen de justifier la convergence
2
e Le terme général u,, est toujours positif et on a wu, fodier Up,
o n

la régle des équivalents permet alors d’affirmer que > u, et > v, sont de méme nature.

e Comme Y v, est une série de référence de Riemman convergente, on en déduit que ) u,, est une
série convergente
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n

résolution 4 e Pour tout n > 2, notons u,, = In

(n+1)(n—1)
e Notons pour tout n > 2,5, = > uy la somme partielle d’indice n.
k=2

e Pour tout n > 2 on a

2

(n+1)(n—1)

U, = In =2lnn—In(n+1) —In(n — 1)

e On en déduit que pour n > 2 on a

S”:;ln &+ Dk —1)

= iZlnk—ln(k—l— 1) —In(k —1)

k=2
= Qilnk - iln(kjL 1) — iln(k - 1)
k=2 k=2 k=2

En effectuant le changement d’indice p < k + 1 dans la deuxiéme somme et p < k — 1 dans la
troisiéme, on reconnait un procédé télescopique

n+1 n

n —1
Sp =2 Z Inp — Z Inp — Z Inp (les termes d’indices p € [3,n — 1] se simplifient)
p=2 p=3 p=1

=(2In2+2Inn)— (In(n) +In(n+1)) — (In1 +In2)
=In2+Inn—In(n+1)
n+1
n

=In2—1In

1
=In2 —In(1+ —
n n( —i—n)

Il est clair sous cette forme que lim S,, = In2 (limite finie)
2

e On a montré que In
4 %:2 (n+1)(n—1)

converge et que sa somme vaut In 2

remarque: autre moyen de justifier la convergence
¢ On note que

| n? | n? | n?—1 (1 1 —1 1
Up = I = 1n = —1n = —1n - — ~ —|—= | =—=v,
(n+1)(n—1) n?—1 n? n? ) +oo n? n?

e Comme v, > 0 pour tout n > 1 et que u, o Up, la régle des équivalents permet d’affirmer que
oo

> uy, et > v, sont deux séries de méme nature.

e Comme Y v, est une série de référence de Riemann convergente, on en déduit que Y u, est une
série convergente

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus PT*



| résolution 5 | e Les racines du polynomes X? — X = X(X —1)(X 4+ 1) sont 0, — 1 et 1
e Une recherche de décomposition en éléments simples donne

1/2 1/2 1
n—1 n+1 n

n

e Soit n > 2 un entier fixé. :

Ces trois sommes possédent le méme terme général:
on va les regrouper dans un seul signe X2, en laissant de cotés certains termes. . .

n—1 n—1 n—1
11 & 1 1 1
Su=5(1 e -G+-+Y 7
=505+ P+ 5 PGty
k=3 k=3 k=3
n—1
11,1 11 1
— 4= _ )Y+ (24221 =
T e R S I R Y
——— k=3
=0
11,11
TR
1

e On trouve alors facilement que lim S, = —
n—00 4

e Ainsi on dit que la série >

1

n—-—n 4

converge et la somme de cette série est 1

o0
On écrit | Y
2
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’résolution 8‘ e On commence par écrire que que pour tout entier n on a

q3n+4 — q4. (q3)n

On reconnait un terme général géométrique de raison ¢*

e Onalg’| = lg|® <1 (car [g| <1).
Ceci nous assure la convergence de cette série géométrique

e Et 'on peut ainsi écrire

(o] o0 o
Zq3n+4 _ Z q4'(q3)n _ q4' Z(q3)n
n=2 n=2 n=2

A ce niveau, on a deux possibilités pour conclure:

i) premiére idée:
On écrit que

3yn _ B\ _ 1 _ P — T D
HZ:;(Q) ;(Q) =1 g T

ii) seconde idée:
On effectue le changement d’indice p = n — 2, cela donne

Z<q3)n _ Z(q?))p—i-? — Z(QS)p.(q?))? = q6. Z(q?;)p = q6' 1 _1q3

Au final, on trouve que
10

3n+a 4
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| résolution 9|

e On commence par effectuer le changement d’indice p = n + 1, cela donne

0 3n+8 0 Z3p+5
Z - Z u
—~ (n+1)! o p!
B i 25.(23)P
B |
=1 P
00 3\p
_ .5 (2°)
= z°. E
|
=1 P
3\p
G
p=0 P

[
NC)‘(
— ,—|‘
(]2

e On montre, par exemple avec la régle de D’Alembert, que cette série numérique
converge pour tout complexe z.
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résolution 10 1. La décomposition donne
X3—2X2+3X+2_1+2 1 2
X2(1-X)(X+1)2 X X2 X-1 (X+1)2
2. Soit n > 2.
On a

o K -2k +3k+2
= k2.(1 = k).(k + 1)2

"1 2 1 2

Sn

k=2

"1 1 &1 = 1
= Z4+2 S 9

PO DD ED Dy k) DY oy

k=2 k=2 k=2 k=2
1l 1 o —~ 1 5 ~ 1
Tl a1 2 2

k:Qk k::Qk 1 k:Qk k=2 (k—l—l)

Dans la deuxiéme [resp. quatriéme somme],
on effectue le changement d’indice k <— k — 1 [resp. k <— k + 1].

Ce qui donne

“ 1 1 1 1
Si=D T p TR m g
k=2 k=1 k=2 k=3
n—1 n
1 1 1 1 1
=——1 1-1 —+2.—=—2. 2—2 —
n L >§k+ 2 P TP
_ 11 2
2 n (n+1)2
1 k3 — 2Kk + 3k + 2
3. Comme nl_lgloo Sp = —3 (limite finie), on peut en déduire que la série 1~§2 EXT k)+(k: ++1)2

convergente et que sa somme vaut -

est
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| résolution 11 1. La décomposition donne
5X +9 3 2 1
XX+D)(X+3) X X+1 X+3
2. Soit n > 1.
On a

n

5k 49
S”:Zk(k+1)(k+3)

k=1
_yEo 21
—~k k+1 k+3
"1 "1 "1
=3 - - _ -

Dans la deuxiéme [resp. troisiéme| somme,
on effectue le changement d’indice k <— k + 1 [resp. k +— k + 3].
Ce qui donne

n+1 n+3
1 1

"1
Si=3) 52 172
k=1 k=2 k=4

=3 1+1+1 1+1
- 2 3 2 3

n

\)

+(3-2-1).

s

k=

4
1 _( Lo, )
n-+1 n+1 n+2 n+3
23 3 1 1
"6 n4+l n+2 n+3

23 5k + 9
3. Comme lim S, = — (limite finie), on peut en déduire que la série ) +

n450 6 Akt D)(k+3) el

et que sa somme vaut 3
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[résolution 12| 1. On a la décomposition

1 12 1/2
4X2 -1 2X—-1 2X+1

2. Soit n = 0 fixé.
On a par procédé télescopique

n n

3 1 _21/2_1/2_1” 11
4h? -1 “=2%k-1 2k+1 2 4=2k-1 2 4=2k+1

k=0

o
e
Il

o

En effectuant le changement d’indice k <— k — 1 dans la premiére somme, cela donne

12":1 12":1_1“1 1 1

2 L2k —1 24=2%k+1 2 L= 2%k+1 2 2%+
1 1 11
S 22(-1)+1 22n+1
111
2 22n+1

| 1, o
3. Comme n1—1>I—$I-lookZ:0 E 1= 3 (limite finie), on en déduit que k;) IR

gente, de somme _7

est une série conver-
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’résolution 13‘ e On montre, par exemple avec la régle de D’Alembert, que cette série numérique
converge pour tout complexe z.

e On commence par effectuer le changement d’indice p = n + 1, cela donne

>

n=1 p=2

3n+1 0 Z3p—2

p!

Ici, on va distinguer le cas z = 0 et la cas z # 0

i) cas 2z =0

Il est clair qu’alors
DT
ii) cas z # 0
On écrit alors
i Z3n+1 B o0 »3p—2 B i 52 (z3)p
| I |
n=1 (n + 1) p=2 p: p=2 p
_ 1 i (%)
2° I
i
L [gs ]
= —. —-1-2
5 |2
S el 2
e Pour conclure, on trouve donc
2 3n+1 0 siz=20
e —1— 23
nz:; (n+1)! — Q= sinon
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’résolution 14 e Pour tout n > 0, notons u,, = T

e Pour tout n > 0 on remarque que

4(=D" 4 (=D"

Un = 32n+1 T 3 (32)n o

- e . —1
Ainsi ) u, est une série géométrique de raison —.

Comme

e On peut écrire

S-S IS -

Et l'on vient de prouver que | > u, = 5
n=0

< 1, on peut affirmer que | > u, converge|.

4

)

Serge Lemarquis Lycée Les Eucalyptus

PT*



16

n+3

(n—1)!

e Nous allons utiliser la régle de D’Alembert pour prouver la convergence.
Comme u,, > 0 pour tout n > 2, on peut former

résolution 15| e Pour tout n > 2 notons u,, =

Upr  n+4 n—1) n+4 n 1

= ~S — —_

(9 n' " n+3  nn+3) ten? n

1
On en déduit que lim Untl i = = 0<1.
Up, n

La régle de D’Alembert permet de conclure que | Y u, est une série convergente

. . X n+3
e Considérons maintenant la somme »  ———
n=2 (’I’L — ].)'

Le changement d’indice p <— n — 1 permet d’écrire

Zm— o —+Z——Z(p_

| |
p=1 p=1 P P

=1
+4y =

ool e’}
-O0r Y —=—-1+> —=-1+e
,1]7! p=0P

=
Sl 1 > ]
=1 (p— 1)! g=0 ¢!

On a ainsi justifié que

xX n—+3
Z

—e+4—1+e =bHe—4
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’résolution 16 e La décomposition en éléments simples donne

2X — 1 2X — 1 C1/4 38 5/8

XX 1) X(X_-2X+2) X X2 X+i2

e Soit n > 3, on a ainsi

En effectuant dans la deuxiéme|resp. troisiéme| somme
le changement d’indice k «— k — 2 [resp. k <— k + 2|, on obtient

e On trouve alors facilement que lim S, =

e
Ainsi on dit que la série ) m
x© 2n—1 89

On écrit | Y ————~ = —
n écri ;n(n2—4) %

, 8
converge et la somme de cette série est 9%
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’résolution 17‘ e La régle de D’Alembert assure sans probléme la convergence.
X n4+4n -5
e Considérons maintenant la somme S = ) +—'
n=0 n:
On a

> n2+4 =1 “ nZ+4
S=X T e

Comme le premier terme de la série restante est nul, on a

= n?+4n > n?+4n
Z n! :Z n!

n=0 n=1

On peut maintenant simplifier par n (qui est # 0!) le numérateur et le dénominateur

Cni44An o= n+4
2 n! :Z(n—l)!

n=1 n=1

On effectue le glissement d’indice p +— n — 1 ce qui donne

S = i p—l—l 5€:i
p=0 p=0

o0

o 5 oo
S R
pt = ! prdd pr il

Et on répéte le raisonnement, comme le premier terme de la série restante est non nul...par
glissement d’indice. .. On obtient successivement
PSR D e Bl ey P D R
p=0 p=1 p=1 q=0
e On aurait pu écrire d’'un coup également
“n?+4n -5
S = Z nl
n=0
o 2 o0
n® +4n 1
=) 5>
n=0 ’ n=0
00 2
n° +4n . .
= Z — S5e on fait partir la somme a 1
n!
n=1
= n+4
=>. | o°
“—~ (n—1)
~p+5
:Zp—'—5e (p—mn—1)
p=0 P
Y L5y s
p! p!
p=0 p=0
0 DIrE B ILEY
| —1)! !
— p! ~ -1 ¢!
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