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Sommes finies (1A)
exercice 1 (* )

Soit n ∈ N.
Déterminer

n∑
k=0

32k+1

exercice 2 (* )
Soit n ∈ N.
Déterminer

n∑
k=0

22n+1

exercice 3 (**, classique)
Soit n ∈ N et θ ∈ R
Calculer Cn =

n∑
k=0

cos(k.θ) et Sn =
n∑
k=0

sin(k.θ)

Le résultat final sera donné sous forme factorisée

exercice 4 (**, classique)
Soit n ∈ N et θ ∈ R
Calculer Cn =

n∑
k=0

(
n
k

)
. cos(k.θ) et Sn =

n∑
k=0

(
n
k

)
. sin(k.θ)

Le résultat final sera donné sous forme factorisée

exercice 5 (* )
Soit n ∈ N∗.

Calculer
n∑
k=1

2k

32k+1

exercice 6 (* )
Soit n ∈ N.
Calculer

n∑
k=0

(
n
k

)
23k+1

exercice 7 (**,classique)

Soit n ∈ N et (x, y) ∈ R2

Calculer Cn =
n∑
k=0

cos(k.x+ y) et Sn =
n∑
k=0

sin(k.x+ y)

Le résultat final sera donné sous forme factorisée

exercice 8 (**, classique)

Soit n ∈ N et (x,y) ∈ R2

Calculer Cn =
n∑
k=0

(
n
k

)
. cos(k.x+ y) et Sn =

n∑
k=0

(
n
k

)
. sin(k.x+ y)

Le résultat final sera donné sous forme factorisée
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exercice 9 (** )
Soit n ∈ N et x ∈ N
Calculer

n∑
k=0

2k. cos(kx)

exercice 10 (**, procédé télescopique)
Pour tout k > 1, on note uk = ln(k + 3) + ln(k + 2)− 2 ln(k).

Calculer Sn =
n∑
k=1

uk pour n > 1

exercice 11 (*, classique)
Soit q un nombre complexe et n 6 m deux entier naturels.

Déterminer
m∑
k=n

qk

exercice 12 (* )
Soit q 6= 1 un complexe et n ∈ N.

Calculer
2n∑
k=0

q2k

exercice 13 (*** )

Pour x 6≡ 0[
π

2
], montrer que

n∑
k=0

cos(kx)

cosk x
=

sin(n+ 1)x

sinx. cosn x

exercice 14 (* )
Soit n ∈ N∗.
Calculer

n∑
k=1

(2k − 1)

exercice 15 (*** )
Soit n ∈ N∗.
Calculer

n∑
i=1

n∑
j=1

min(i,j)

exercice 16 (* )
Soit n ∈ N∗.
Calculer

n∑
k=1

(n− k + 1)

exercice 17 (*** )
Soit n ∈ N∗.
Calculer

∑
16i6j6n

2i+j
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Solutions

résolution 1 • On sait que pour tout k entier on a 32k+1 = 3.(32)k = 3.9k

• On a ainsi
n∑
k=0

32k+1 =
n∑
k=0

3.9k = 3.
n∑
k=0

9k = 3.
1− 9n+1

1− 9
=

3

8
(9n+1 − 1)
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résolution 2 • On a évidemment

n∑
k=0

22n+1 = (n+ 1).22n+1
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résolution 3 • Nous allons passer en complexe pour introduire une suite géométrique.

• Soit n ∈ N et θ ∈ R.
On a

Cn + i.Sn =
n∑
k=0

cos(k.θ) + i.
n∑
k=0

sin(k.θ) =
n∑
k=0

(cos(k.θ) + i. sin(k.θ)

=
n∑
k=0

eik.θ)

=
n∑
k=0

(eiθ)k

On reconnait une somme géométrique de raison eiθ.

Une discussion commence.

i) Si θ ≡ 0[2π] on a eiθ = 1 et ainsi Cn + i.Sn = n+ 1
On a simplement Cn = <(n+ 1) = n+ 1 et Sn = =(n+ 1) = 0

ii) Si θ 6≡ 0[2π].
On a

Cn + i.Sn =
n∑
k=0

(eiθ)k =
1− (eiθ)n+1

1− eiθ

On va utilise l’astuce de l’angle moitié

Cn + i.Sn = a =
1− (eiθ)n+1

1− eiθ

=
1− ei(n+1)θ

1− eiθ

=
ei(n+1)θ − 1

eiθ − 1

=
ei(n+1)θ/2.

(
ei(n+1)θ/2 − e−i(n+1)θ/2

)
eiθ/2. (eiθ/2 − e−iθ/2)

= einθ/2.
2.i. sin((n+ 1)θ/2)

2.i. sin(θ/2)

= einθ/2.
sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)

On a donc
Cn = <(einθ/2.sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)
) = cos(nθ/2).

sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)

et
Sn = =(einθ/2.sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)
) = sin(nθ/2).

sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)
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résolution 4 • Nous allons passer en complexe pour introduire un binôme de Newton.

• Soit n ∈ θ et θ ∈ R.
On a

Cn + i.Sn =
n∑
k=0

(
n
k

)
. cos(k.θ) + i.

n∑
k=0

(
n
k

)
. sin(k.θ) =

n∑
k=0

(cos(k.θ) + i. sin(k.θ)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
.eik.θ)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
.(eiθ)k

=
n∑
k=0

(
n
k

)
.(eiθ)k.1n−k

= (eiθ + 1)n

On va utiliser l’astuce de l’angle moitié

Cn + i.Sn = (eiθ + 1)n =
[
eiθ/2.

(
eiθ/2 + e−iθ/2

)]n
=
[
eiθ/2.2. cos(θ/2)

]n
= 2n. cosn(θ/2).einθ/2

• On en déduit que

Cn = <(2n. cosn(θ/2).einθ/2) = 2n. cosn(θ/2). cos(nθ/2)

et
Sn = =(2n. cosn(θ/2).einθ/2) = 2n. cosn(θ/2). sin(nθ/2)
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résolution 5 • On commence par écrire que pour tout entier k on a

2k

32k+1
=

2k

3.(32)k
=

1

3
.

(
2

9

)k
• Première idée possible:

On a ainsi

n∑
k=1

2k

32k+1
=

n∑
k=1

1

3
.

(
2

9

)k
=

1

3

[
n∑
k=0

(
2

9

)k
− 1

]

=
1

3

(
1− (2/9)n+1

1− 2/9
− 1

)
=

1

21
.

(
2− 9

(
2

9

)n+1
)

=
2

21

(
1−

(
2

9

)n)
• Seconde idée possible:

On a ainsi

n∑
k=1

2k

32k+1
=

n∑
k=1

1

3
.

(
2

9

)k
=

1

3
.
2

9
.

n∑
k=1

(
2

9

)k−1

=
2

3.9

n−1∑
p=0

(
2

9

)p
on pose p = k − 1

=
2

3.9
.

1−
(
2

9

)n
1− 2

9

=
2

21

(
1−

(
2

9

)n)
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résolution 6 • On commence par remarquer que pour tout entier k on a

23k+1 = 2.(23)k = 2.8k

• Nous allons utiliser la formule du binôme de Newton.

n∑
k=0

(
n
k

)
23k+1 =

n∑
k=0

(
n
k

)
.2.8k = 2.

n∑
k=0

(
n
k

)
.8k

= 2.
n∑
k=0

(
n
k

)
.8k.1n−k

= 2.(8 + 1)n

= 2.9n
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résolution 7 • Nous allons passer en complexe pour introduire une suite géométrique.

• Soit n ∈ θ et (x,y) ∈ R2.
On a

Cn + i.Sn =
n∑
k=0

cos(k.x+ y) + i.
n∑
k=0

sin(k.x+ y) =
n∑
k=0

(cos(k.x+ y) + i. sin(k.x+ y)

=
n∑
k=0

e(ik.x+y)

=
n∑
k=0

eiy.(eix)k

= eiy.
n∑
k=0

(eix)k

On reconnait une somme géométrique de raison eix.

Une discussion commence.

i) Si x ≡ 0[2π] on a eix = 1 et ainsi Cn + i.Sn = eiy.(n+ 1)
On a simplement Cn = <(eiy.(n+ 1)) = (n+ 1) cos y et Sn = =(eiy.(n+ 1)) = (n+ 1) sin y

ii) Si x 6≡ 0[2π].
On a

Cn + i.Sn = eiy.
n∑
k=0

(eix)k = eiy.
1− (eix)n+1

1− eix

On va utilise l’astuce de l’angle moitié

Cn + i.Sn = eiy.
1− (eix)n+1

1− eix

= eiy.
1− ei(n+1)x

1− eix

= eiy.
ei(n+1)x − 1

eix − 1

= eiy.
ei(n+1)x/2.

(
ei(n+1)x/2 − e−i(n+1)x/2

)
eix/2. (eix/2 − e−ix/2)

= ei(nx/2+y).
2i. sin((n+ 1)x/2)

2i. sin(x/2)

= ei(nx/2+y).
sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)

On a donc

Cn = <(ei(nx/2+y).sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)
) = cos(nx/2 + y).

sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)

et
Sn = =(ei(nx/2+y).sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)
) = sin(nx/2 + y).

sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)
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résolution 8 • Nous allons passer en complexe pour introduire un binôme de Newton.

• Soit n ∈ θ et (x,y) ∈ R2.
On a

Cn + i.Sn =
n∑
k=0

(
n
k

)
. cos(k.x+ y) + i.

n∑
k=0

(
n
k

)
. sin(k.x+ y)

=
n∑
k=0

(cos(k.x+ y) + i. sin(k.x+ y)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
.eik.x+y)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
eiy.(eix)k

= eiy.
n∑
k=0

(
n
k

)
.(eiθ)k.1n−k

= eiy.(eiθ + 1)n

On va utiliser l’astuce de l’angle moitié

Cn + i.Sn = eiy.(eix + 1)n = eiy.
[
eix/2.

(
eix/2 + e−ix/2

)]n
= eiy.

[
eix/2.2. cos(x/2)

]n
= 2n. cosn(x/2).einx/2.eiy

= 2n. cosn(x/2).e(inx/2+y)

• On en déduit que

Cn = <(2n. cosn(x/2).e(inx/2+y)) = 2n. cosn(x/2). cos(nx/2 + y)

et
Sn = =(2n. cosn(x/2).e(inx/2+y)) = 2n. cosn(x/2). sin(nx/2 + y)
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résolution 9 • Nous allons passer en complexe pour introduire une suite géométrique

• Soit n ∈ N et x ∈ N
On a

n∑
k=0

2k. cos(kx) =
n∑
k=0

2k.<(eikx)

=
n∑
k=0

<(2k.eikx)

= <

(
n∑
k=0

2k.eikx

)

= <

(
n∑
k=0

(
2.eix

)k)

= <
(
1− 2n+1.ei(n+1)x

1− 2.eix

)
• Ici, il n’est pas question d’utiliser l’astuce de l’angle moitié.

On écrit donc

(1− 2n+1.ei(n+1)x

1− 2.eix
=

1− 2n+1. cos((n+ 1)x)− i.2n+1. sin((n+ 1)x)

(1− 2. cosx− 2i. sinx

=
1− 2n+1. cos((n+ 1)x)− i.2n+1. sin((n+ 1)x))(1− 2 cosx+ 2i. sinx)

(1− 2. cosx)2 + 4. sin2 x

Il suffit alors de développer le numérateur et de considérer la partie réelle
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résolution 10 • Soit n > 1 fixé.
On a

Sn =
n∑
k=1

uk =
n∑
k=1

ln(k + 3) + ln(k + 2)− 2 ln(k)

=
n∑
k=1

ln(k + 3) +
n∑
k=1

ln(k + 2)− 2
n∑
k=1

ln(k)

• Dans la première [resp. deuxième] somme,
on effectue le changement d’indice k ← k + 3 [resp. k ← k + 2].

Ce qui donne

Sn =
n+3∑
k=4

ln(k) +
n+2∑
k=3

ln(k)− 2
n∑
k=1

ln(k)

= ln 3− 2(ln 1 + ln 2 + ln 3)

+ (1 + 1− 2).
n∑
k=4

ln(k)

+ 2 [ln(n+ 1) + ln(n+ 2)] + ln(n+ 3)

= −2 ln 2− ln 3 + 2 [ln(n+ 1) + ln(n+ 2)] + ln(n+ 3)
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résolution 11 • Le cas q = 1 donne directement
m∑
k=n

qk = m− n+ 1

On envisage dorénavant le cas q 6= 1

• Première idée.
On effectue le changement d’indice p←− k − n, et l’on obtient

m∑
k=n

qk =
m−n∑
p=0

qn+p = qn.
m−n∑
p=0

qp = qn.
1− qm−n+1

1− q
=
qn − qm+1

1− q

• Seconde idée.
On écrit, dans le cas où n > 1

m∑
k=n

qk =
m∑
k=0

qk −
n−1∑
k=0

qk

=
1− qm+1

1− q
− 1− qn

1− q

=
qn − qm+1

1− q

et on constate que cette formule est encore valable pour n = 0

• Conclusion
m∑
k=n

qk =

m− n+ 1 si q = 1
qn − qm+1

1− q
sinon
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résolution 12
2n∑
k=0

q2k =
2n∑
k=0

(q2)k =
1− (q2)2n+1

1− q2
=

1− q4n+2

1− q2

remarque: ici, poser le changement d’indice j ←− 2k serait une catastrophe. . .
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résolution 13 • Soit x 6≡ 0[
π

2
] et n ∈ N.

En passant en complexe, cela donne

n∑
k=0

cos(kx)

cosk x
=

n∑
k=0

<(eikx)
cosk x

=
n∑
k=0

<
(
(eix)k

cosk x

)
= <

[
n∑
k=0

(
eix

cosx

)k]

• On remarque que
eix

cosx
=

cosx+ i sinx

cosx
= 1 + i.

sinx

cosx

Or par hypothèse, on a x 6≡ 0[
π

2
], et donc sinx 6= 0.

On vient de prouver que
eix

cosx
6= 1, et on a donc la formule

n∑
k=0

(
eix

cosx

)k
=

1−
(

eix

cosx

)n+1

1− eix

cosx

=
1

cosn x
.
cosn x− ei(n+1)x

cosx− eix

=
1

cosn x
.
cosn x− cos((n+ 1)x)− i sin((n+ 1)x)

−i sinx

=
i

cosn x
..
cosn x− cos((n+ 1)x)− i sin((n+ 1)x)

sinx

On en déduit bien que

n∑
k=0

cos(kx)

cosk x
= <

(
i

cosn x
..
cosn x− cos((n+ 1)x)− i sin((n+ 1)x)

sinx

)
=

sin(n+ 1)x

sinx. cosn x
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résolution 14 • Soit n ∈ N∗.

On a

n∑
k=1

2k − 1 = 2.
n∑
k=1

k −
n∑
k=1

1

= 2.
n(n+ 1)

2
− n

= n2

• remarque: ici, poser le changement d’indice j ←− 2k − 1 serait une catastrophe. . .
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résolution 15
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résolution 16 • Soit n ∈ N∗ (fixé)
Le changement d’indice j ←− n− k + 1 donne

n∑
k=1

n− k + 1 =
n∑
j=1

j =
n(n+ 1)

2
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résolution 17 • Soit n ∈ N∗.

On a ∑
16i6j6n

2i+j =
n∑
i=1

n∑
j=i

2i+j =
n∑
i=1

2i
n∑
j=i

2j

• Pour i 6 n fixés, on a

n∑
j=i

2j = 2i.
n∑
j=i

2j−i = 2i.
n−i∑
k=0

2k = 2i.
1− 2n−i+1

1− 2
= 2i.(2n−i+1 − 1) = 2n+1 − 2i

• Pour n ∈ N∗ fixé, on en déduit donc

∑
16i6j6n

2i+j =
n∑
i=1

2i.(2n+1 − 2i)

= 2n+1.
n∑
i=1

2i −
n∑
i=1

2i.2i

= 2n+1.
n∑
i=1

2i −
n∑
i=1

4i

= 2n+1.(2n+1 − 2)− 4n+1 − 4

3

= 4n+1 − 2n+2 − 4n+1

3
+

4

3

=
2

3
.4n+1 − 2n+2 +

4

3

car en effet:

–
n∑
i=1

2i =
n∑
i=0

2i − 1 =
1− 2n+1

1− 2
− 1 = 2n+1 − 2

–
n∑
i=1

4i =
n∑
i=0

4i − 1 =
1− 4n+1

1− 4
− 1 =

4n+1 − 4

3
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