Sommes de Riemann (1A)

exercice 1 (*)

n n
Déterminer lim _
n=-+oo ,;1 k2 + 2nk + n?

exercice 2 (*)

1 & k
Déterminer lim — ) sin (—)

n—+0o N 1. n

exercice 3 (*)

. ) 12 . km
Déterminer lim — ) sin [ —
n—+o00 N . n

exercice 4 (**¥*)

(2n)! ) 1/n

Déterminer lim (
n".n!

n—-+o0o

exercice 5

1 .
Déterminer lim — ) In (E + 1)

n—+00 N n
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Solutions
n n
[résolution 1| e Posons pour tout n > 1,u, = 5

i1 k%2 + nk + n?

e Pourn>1ona

e Considérons | f: [0,1] — R
t

1
1242t +1

Notonsa=0etb=1

Comme f est une fonction continue sur le segment [a,b] = [0,1],
on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que

n n b
U, = %Zf(%) - b_“Zf(aJrk.b_Ta) —>/ f(t)dt
k=1 k=1 a

n

e On a

! Lodt 11" 1
) f(t)dt:/o (1+t)2:{1+th:§

n n 1
1; 2
n=soo k; k% + 2nk +n? 2

e On a prouvé que
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1 & k
\résolution 2‘ e Posons pour tout n > 1,u,, = — > sin (—)
n n

e Considérons | f: [0,1] — R
t > sin(t)

Notonsa=0etb=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a.b] = [0,1],
on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que
— ['10

/0 f()dt = /0 sin(t)dt = [— cos(t)]; = 1 — cos(1)

e On a

e On a prouvé que

1 n
lim —251n<k) =1 —cos(1)
n

n—-+oo N, L
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n k
\résolution 3‘ e Posons pour tout n > 1,u,, = — E sin ( W)
n

e Considérons | f: [0,1] — R
t > sin(m.t)

Notonsa=0etb=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a.b] = [0,1],
on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que
— ['10

w3 )=t
k=1
/01 f(t)ydt = /01 sin(7.t)dt = {_@] ! _ %

n 2
lim —Zsm(kﬂ'):—

n~>+oonk 1 n

e On a

e On a prouvé que
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. , 2n)\ /"
\resolutlon 4‘ e Notons pour tout n > 1, u,, = et v, = lnu,

e Commencons par remarquer que pour tout n > 1 on a
(2n)! T
=n+1)n+2)(n+3)...(2n) = H(k—l—n)

et donc

e Pour n > 1, on a ainsi

e Considérons | f: [0,1] — R
t — In(t+1)

Notonsa=0etb=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a,b] = [0,1],
on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que
— (10

1~ , k
(on aura alors u'(t) = " et on choisit (astucieusement!) v(t) =t +1)

e On réalise une ipp en posant u(t) = In(t + 1) et v'(t) = 1.

/11n(t+1)dt:[(t+1)1n(t+1)]3_/11.dt:21n2_1

e Pour tout n > 1 on a u, = e
Comme la fonction exp est continue sur R (donc en particulier en 2In2 — 1),
on en déduit que
oma-1 _ 4
e

limu, =lime™ =e¢

e On a prouvé que
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[résolution 5 e Pour n > 1, notons

n

1 k
n=—Y In(—+1
v nZn(n+)

k=1

e Considérons | f: [0,1] — R
t — In(t+1)

Notonsa=0et b=1

Comme [ est une fonction continue sur le segment [a,b] = [0,1],
on sait par théoréme sur les sommes de Riemann que

I~ k. b—aw b—a b
Un_ﬁgf(ﬁ>_ ;f(a+k-T)—>/af(t)dt

n

e On réalise une ipp en posant u(t) = In(t + 1) et v'(t) = 1.

(on aura alors u'(t) = — et on choisit (astucieusement!) v(t) =t +1)

/1ln(t+1)dt: [(t+1)1n(t+1)]3—/11.dt:21n2—1

I k
e Conclusion: lim — ) In (— + 1) =2ln2-1
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