Equivalents, o et O de suites (1A)

exercice 1

. . n+1)>
Déterminer un équivalent en oo de u,, = u
2.(n—5)4
exercice 2
4TL
Déterminer un équivalent de u,, = 1
In(1+4 —
(1+-)
exercice 3
A est une constante réelle. 3
Déterminer un équivalent de u, = A — 1 — —
n
exercice 4
Déterminer un équivalent de u, =3+ e™"
exercice 5
Déterminer un équivalent de u, = e" +n+4

exercice 6

Déterminer un équivalent en +oo de u, = In(1 + —) + —
n

n
exercice 7
. . Lo 2 2
Déterminer un équivalent en +oc de u, = In(1 + —) — —
n n

exercice 8
cos(1/n) — n.sin(1/n)
sh(1/n)

Déterminer un équivalent de u,, =

exercice 9

Déterminer un équivalent de u,, = 31n(n? + 1) — In(n® + 2)

exercice 10

Déterminer un équivalent de u, = v/n*+n

exercice 11

Déterminer un équivalent de u,, = vVn* +n — n?

exercice 12

Déterminer un équivalent de u,, = | — 2n> + In(n)|
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exercice 13

Soient a et b deux réels non nuls.
A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on respectivement

Q) a" = o) b)a"=O0F") ) - —o (%) d) ni ~0 (%)

exercice 14

: . 4" 43"
Déterminer un équivalent de u,, = T
n2 ' n

exercice 15
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Solutions
| résolution 1| e L’EQUIVALENT D’UN QUOTIENT EST EGAL AU QUOTIENT DES EQUIVALENTS
e On a
(n+1)% ~n?
e et
(n—5)* ~n!
e donc
n? 1
u ~N — , = —
"o2nt 22
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| résolution 2| e L’EQUIVALENT D’UN QUOTIENT EST EGAL AU QUOTIENT DES EQUIVALENTS

e On sait que

e donc
In(1+ L2
n’ n—oo N
e ct ainsi "
Up, ~ 4T =n4"
n
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[résolution 3] ® SI u, POSSEDE UNE LIMITE FINIE NON NULLE [ ALORS u, ~ [

e On aici

e on en déduit que

i) premier cas A # 1

On a alors

ii) second cas A =1

On a alors

limu, =X —1

Uy ~ A — 1
3 =3
un:——N—
n n
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| résolution 4| ® SI u, POSSEDE UNE LIMITE FINIE NON NULLE [ ALORS u, ~ [
e Ona
limu, =3
e donc
Uy ~ 3
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 résolution 5| e SIIL Y A UN TERME PREPONDERANT DANS UNE SOMME, C’EST LUI L'EQUIVALENT
DE LA SOMME

e On a donc ici
Uy ~ €
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[résolution 6/ Je propose deux solutions

L. [Lére idée:]

e SIIL Y A UN TERME PREPONDERANT DANS UNE SOMME, C’EST LUI L’EQUIVALENT DE LA

SOMME
e On a 5 )
ln(l + ﬁ) ~ ﬁ
1 . ) 2
e et — est prépondérant sur —
n n
e donc ]
Up ~ —
o n

2. [2nde idee:|

e ON FAIT UN DL PUIS ON GARDERA LE TERME PREPONDERANT

* Ona 2 2 1
hl(l + ﬁ) = ﬁ + O(ﬁ)
* donc 1.1 1 2 1
un:E—i—o(ﬁ)%—E:E—i—ﬁ—i—o(ﬁ)

(on écrit toujours un DL par ordre décroissant de prépondérance)

e Ainsi

Up ~ —
oo N
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| résolution 7 | e Ici, contrairement a l’exercice précédent, les deux termes de la somme
sont du mA?me ordre (pas de terme prépondérant), donc on effectue nécessairement
un DL!
e On a
2 9
In(1+ ) :x—?—i-o(x )
e Donc )
()
2 2 n? 1 2 2 1
* Dou 2 2 1. 2 2 1
= Tt o) T = T o)
e Ainsi
2
Uy ~ ——
+oo  nt
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[résolution 8] e L’EQUIVALENT D’UN QUOTIENT EST EGAL AU QUOTIENT DES EQUIVALENTS

e On a
sh(z) =z + o(2) ~

e donc ]
sh(1/n) ol
e Ona
x? 2 . a® 3
cos(x) =1— 5 + o(z?) et sin(x) = — o + o(z”)
e donc

cos(1/n) —n.sin(1/n) =1 — (/n)? + o(1/n*) — n. (1/n — % + 0(1/n3)>

2
_q o Wmr o(1/n?) — 1+ <1/6”)2 +o(1/n?)

e On en déduit que
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[résolution 9] e On sait que, en 0, on a

In(1+z) =x+ o(x)

e ON MET EN FACTEUR LE TERME PREPONDERANT POUR FAIRE APPARAA@TRE UNE QUANTITE
QUI TEND VERS 0

u, = 3.1n (nz.(l + %)) —In <n6-(1 + %))

= 3.In(n?) + 3.In(1 + %) —In(n®) —In(1+ —)

nb
=6.In(n) +3.In(1 + %) —6.In(n) — In(1 + %)
=3.In(1+ %) —In(1 + %)
e On a . ) . X ' X
ln(1+ﬁ) = —2+0(ﬁ) et 1n(1+$) = Ejuo(ﬁ)
e Ainsi
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|résolution 10| e ON NE PEUT COMPOSER LES EQUIVALENTS SAUF EXCEPTIONS!. .. LA FONCTION
/ EST UNE EXCEPTION !

e On a

7#+n~n4

e donc

Up = VA +n ~Vnt=n?
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[résolution 11| Je propose deux solutions

1. |1ere idée: en effectuant un DL |

e On sait qu’en 0 on a
(I1+2)* =14 a.x+o(z)

donc
(1+2)2 =1+ o+ o(z) (au voisinage de 0)

e On met en facteur le terme principal pour faire apparaA@tre une quantité qui tend vers 0

1
Uy = VnA+n—n?= n4(1+—3—n2
n
1\ V2
=n2 (1+—) —n?
n3
11 1
— 2 2
11 1
— 2 - = Y p2
=n +2.n+0(n) n
11 1 L
=5+ o(—) (noter la nouvelle précision du DL)
n n
111
2'n 2n

2. | 2nde idée: on utilise I'astuce de la quantité conjuguée‘

e On a

(n* +n) — (n?)? n
up, = Vnt+n—n?= =
vnt+n+n? vVnt +n 4+ n?

e On remarque en mettant en facteur le terme dominant que

1 1
Vnt+n+n?= n4(1+—3)+n2:n2 (\/1+—3+1)
n n

e On remarque que cette derniére parenthése tend vers 2, donc est équivalente a 2!

e Ainsi
n n 1

1 Thr2 T o
n? 1+ —+1
n

Up =
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[résolution 12| e ON NE PEUT COMPOSER LES EQUIVALENTS SAUF EXCEPTIONS!. .. LA FONCTION
valeur absolue EST UNE EXCEPTION !

e On a
—on3 + In(n) ~ —on3

e donc
Uy = | —2n3+ln(n)| ~ | —2n3| = 293
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[résolution 13| a) e Par définition, on a a™ = o(b") lorsque lim a_n = lim (—) = 0.

b

. a\" . , L. . a
La suite ((5) ) est une suite géométrique de raison 7

a
On sait qu’elle converge ssi ‘E‘ <1

Conclusion: |a™ = o(b™) <= |a| < |b|

Par définition, on a a™ = o(b™) lorsque la suite <<%) > est bornée,

cA d ssi la suite (‘%

n
) est majorée.

Conclusion: |a" = o(b") <= |a| < |b|| (¥)

* ici, si on le souhaite, mais ce n’est pas nécessaire, on peut le prouver ainsi:

. .| a . al” . .
i) si 7 <1 on alim ‘6 =0, la suite est donc majorée car convergente
.. .la . a|m .
i) si 3 =1, la suite <’E ) est constante donc majorée
I _(lam .
ii) si 7 > 1, la suite (‘E ) tend vers 400 donc n’est pas majorée
1
A 1 e .oonb
Par définition, on a — = o | — | lorsque lim =~ = lim — =0
ne n 1 na
nb
, 1 1
Conclusion: | —=o( — | <= a>b
n n
1
o 1 1 N = . ,
Par définition, on a — = O [ — | lorsque la suite | &= | = (n a) est bornée.
ne nb 1
nb
. 1 1
Conclusion: | — = — | =az=b| (*)
n n

** 4ci, si on le souhaite, mais ce n'est pas nécessaire, on peut le prouver ainsi:

i) sia>bonalimn®® =0, la suite (n°~*) est convergente donc bornée

ii) sia="b, la suite (n®=?) est constante donc bornée

iii) sib>a on alimn®® = oo, la suite (n°~*) n'est donc pas bornée
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|résolution 14|

e L’EQUIVALENT D’UN QUOTIENT EST EGAL AU QUOTIENT DES EQUIVALENTS

e S’IL Y A UN TERME PREPONDERANT DANS UNE SOMME, C’EST LUI L’EQUIVALENT DE LA SOMME

e ainsi

o ct

e donc

\ résolution 15

4" 43" ~ 4"
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