Intégrales (1A)

exercice 1 (*)

1 3

t+2

Calculer I = / (L) en posant u =t + 1
o \t+1

exercice 2 (*)

/4 1 t 2
Calculer I = / cosz(1 + tan x)dx en posant u = tanx

0 sinx + cosx

exercice 3 (**)

T
Calculer I = / sin® z. cos® xzdx en posant u = cos
0

exercice 4 (*, épatant)
cos?t
1 +sin'?z

Calculer I = /
0

dx en posant u = sinx

exercice 5 (*)

dt en posant u = et

1
Calculer I = /
0

e t+1

exercice 6 (**)

T sin’

Calculer I = _—
x/2 V1 —cosw

dx en posant u = cosx

exercice 7 (**)

Calculer I = /
_1/2 V1 —t2. arccos(t)

exercice 8 (**)
2

52 arctan z dz
T

1
Calculer I = /
0

exercice 9 (**)

1/2
Calculer I = / aresint dt
0
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Solutions

t+2

3
résolution 1] e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ — (t—> est continue sur le seg-

+1
ment [0,1]

e En effectuant le changement de variable u = ¢ + 1 (et donc du = dt),
on obtient

2 3
[:/Mdu
1

w3
2
3 3
:/ I+—+—+—)du
) w w2 3
1 2
= lu+3nuy - > - —
{u—l— n |ul 2U2]1
23
= — +3In2
g Tom
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cos z(1 4 tan? z)

- est continue sur
SiInx + CoSx

[résolution 2| e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ —

le segment [0,7/4],
(car c’est le quotient de fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas)

e En effectuant le changement de variable u = tanz (et donc du = (1 + tan® x)dz),

on obtient P ) )
R4t d d
]:/ (1 + tan a?)x:/ u :[ln|1+u|](1):1n2
0 1+ tanz o 1+u
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5 2

[résolution 3] e L’intégrale I est bien définie car la fonction o + sin” x. cos®x est continue sur le

segment [0,7]

e On commence par remarquer que
Vx € [0,7], sin® z. cos® = sinz. sin* 2. cos? x = sinz.(1 — cos® 2)%. cos® x
e En effectuant le changement de variable u = cosx (et donc du = — sin zdx) on obtient
T -1
I= / sinz.(1 — cos® )% cos® xdx = —/ (1 —u?)*u’du
0 1
En développant

1 3 5 77+
16

ot s [
/_1(u R I o BT/
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cos?'

[résolution 4| e L’intégrale I est bien définie car la fonction = — —3
l+sin"z

est continue sur le

segment [0,

e On commence par remarquer que

21

cos“" x cos x.cos? x cosx.(1 — sin?x)!
V€ [0,7], = = ( )

1+sin3x 1 +sin'3x 1+ sin'3 2

0 0

e En effectuant le changement de variable u = sinx (et donc du = cos z dx),

on obtient

[:/” cosx(l—sian)mdx:/o (1 —u?)'0 0
0 0

1+sin3x 1+ utd

remarque: dans une intégrale non généralisée (ie intégrale de premiére année) le changement de
variable n’est pas nécessairement bijectif!
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[résolution 5] e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ — est continue sur le segment

[0,1]

e t+1

[ ]
En effectuant le changement de variable u = €' (et donc du = e'dt),

€ d ¢ ud € 1-1 € 1
[z/lu :/uu:/Ldu:/ (1— )du
1 41 1u+1 1 u—+1 1 u—+1

u

on obtient

ainsi

I=u—Inju+1|]f=e—1+1In(2) —In(l+e)
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L2
sin®
[résolution 6] e L’intégrale I est bien définie car la fonction & +— ———= est continue sur le

v1—coszx

segment [m/2,m]

—du

S

e En effectuant le changement de variable u = cosx (et donc dx =

on obtient

™ 1—cos’w Tl - —du 0 2 0 2
I= [ ——dx= . = [ Vitudu= —1+u3/2] ==
/ﬂ/g V1 —cosz v 0 V1I—uV1—u? /_1 {3( ) ., 3
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[résolution 7| e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢t — est continue sur

V1 —t2. arccos(t)

le segment [—1/2,1/2]

!/

L U
e On reconnait directement une forme —— on a donc
U

2
+1/2——lnz—|—ln—7T =1n2

I =[—InJarccost|]"), = 3 3
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2

arctan z est continue sur le

x
\résolution 8‘ e L’intégrale I est bien définie car la fonction = — 2
x

segment [0,1]

On commence par 'astuce classique

1.2 1 1 1
1-1 1 t
I= / Tt arctenzds = / 11— arctan r = / arctan(x) dx — / FEAL o
o 142z 0 1+ 2?2 0 o 1+a?

e La premiére intégrale(classique) se calcule par parties

1 1 1
1 In2
/0 arctan(z) do = [r. arctan x]; — /0 ; fo dx = {x arctan r — 5 In(1 + x2)>0 = Z DT

La seconde intégrale se calcule directement

1 1 2
t 1
o 1422 2

Au final
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[résolution 9] e L’intégrale I est bien définie car la fonction ¢ +— arcsint (cad la fonction arcsin) est

continue sur le segment [0,1/2]

e Nous allons réaliser une intégration par parties en posant

u(t)=t et w(t)=arcsin(t) ; onaalorsu/(t)=1 et '(t)=
V1—1t?

D’ou

1/2
arcsin t dt = [t. arcsin t / dt
| | Vs

1
-1y [ 1—t2
26
T
V3
12 2
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