Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Linéarisation

016A

Calcul 17.1 0
Linéariser :
a) cos®(z) ..., d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2x)sin’(x) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin®(42)sin(3z) ...
Arc moitié, arc moyen
Calcul 17.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? . avec r > 0) :
a) 14e® ... e) —l—e's ...
b) L+e S f) 1—e= ..............

(x 1 !
c) e'e —1 ...l ) + .

1—e'12

d) 1+ie's ... h) (1+e16)27 ..........
Calcul 17.3 o
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re', avec r > 0) :
a) % 4t b) el% —elT L.
Délinéarisation
Calcul 17.4 0
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
a) cos(3z) ...l b) sin(4x) ...............
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Factorisation

Calcul 17.5

Factoriser :

a) cos(x) + cos(3z)

b) sin(bz) — sin(3z)

Calcul 17.6

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(7x)

2m T
c) cos(z)+ cos(m + ?) + cos (a: + —

3

Intégrales

Calcul 17.7

Calculer :

00
c) cos(x) —cos(3x) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
7
00

Réponses mélangées

1 1 3 1 1 3
—=cos(6z) + = cos(4x) — = cos(2z) + - — cos(3z) 4+ - cos(z) 4 cos®(z) — 3 cos(x)
8 4 8 4 4 4
137 x 1 1 1
2 cos (%)e‘% 2sin (%)e‘% ~1 cos(4x) + 3 cos(2x) — 1 2 cos(4x) sin(x)
coségx) + 3 002(530) + Coség$) 3 cos(z) 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) 2 sin(%)e_i%
—2cos L e i 2cos(i)ei% C?S(ﬁ)e% 2 cos om oTE
12 12 sin(35) 12
3z
sin (=" ) sin(2 (51 1
in 2 ) ;n( 2) 2 cos(2x) cos(z) 2 sin(x) sin(2x) 2 cos(1>e‘?_2 —(e™—2)
sm(5) 12 5
T+1 1 1 1
227 cos®” (%)e‘I 2sin(4x) cos(x) 0 ¢ ;_ ~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 3 sin(3x)
8111'(830) 2sin(1)e+’:‘” _ sin(9z) N 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z)
2sin(z) 12 8 8 8 8
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Fiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes

Réponses
1 3 ™ ix
17.1a) oo 1 cos(3x) + 1 cos(z) 17.2h) oo 227 cos?” (ﬁ)e 1
]. 1 ]_ Y ibm
17.0b) e - cos(dz) + 5(}05(21) - 17.38) i 2COS<E>6 12
1 1 1 in( =) el
17.1 C) o _§ COS(Gx) + Z COS(4SIJ) _ gCOS(ZIE) + 1 17.3 b) ............................ 25111(12)6 12
17.1 d) sin(9z) n 3sin(5z) sin(3z)  3sin(x) 174a) ..o ’4C083(.’E) — 3 cos(x) ‘
' 8 8 8 8 [
174Db).......... cos”(z)sin(x) — 4 cos(z) sin” (x
74b 4 cos® 4 3
17.1¢) cos(9z) = 3cos(bxr) cos(3z)  3cos(x)
) 8 8 8 8 17.5a) o ’ 2 cos(2x) cos(x) ‘
1 1 1 ; i
17.16)....... ~1 sin(11z) + 1 sin(5z) + 3 sin(3x) 17.5Db) oo ’ 2 cos(4x) sin(x) ‘
17.5C) i 2sin(x) sin(2x)
17.28) i 2cos( )e‘l?
12 175 d) oo ’ 2sin(4x) cos(x) ‘
17.2Db) oo —2cos L eI sin(32) sin(2x)
12 17.6 a) ........................... 2—($)
sin(%
2
L/ T\ =—rtix
17.2¢C) i QSIH(E)G 12 sin(82)
176 D) oo e
in(x
L% 5im
T2 ) 2605(1>e T 1T 0) [0]
13 e +1
17.2€) i 2cos(l>e‘ 3 1727 a) e
12 2
17.26) oo QSIH(%)e*‘% 17T D) e Z(e™ —2)
17.208) oo cos(f5) .1
Sln(f)
Corrigés

17.1 a) On calcule :

1
=1 cos(3z) + %cos x.

17.1 b) On calcule :

2ix —2iz ix —iz\ 2
cos(2z) sin?(z) = (e +e > <e —e ) _ _é(QQil‘ n e—Qia:) (e2iz 9y e—2iz)
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17.1 d)

On calcule :

2 161

1

3 e e e — 7" ° 1 3iz —3iz 6iz 2ix —2ix —6iz
cos(3x) sin”(2z) = 5 = (e +e )(e —3e”" + 3e —e )

1 i —9ix iz —b5ix 3ix —3ix ix —ix
= (egmfe9 —3(e” —e 7T 4 &% — eI L 3(e' — e ))

161
= fé sin(9z) + g sin(bx) — %sin(?)x) — %sin(m).
17.2a) 1+¢6 =¢'T (e_lll + eiTW) = 2005(112) o't
————
>0
17.2Dh) 1ded — % (o 55 %) 9 9 _ (o 7 G5 o-im _ (o 7 -i%5
.2 b) +e =e (e +e ) = cos(ﬁ>e = (f COS(E>)6 e = (7 cos(ﬁ))e
—_———
<0
17.2 T 1= (e _eiTe) = e T2 (2 T)) =2 515 — 9 —5
2¢) et —1=e (e —e )—e (— 1sm(ﬁ)> = sm(ﬁ)e s1n(ﬁ)e
17.2d) 1+4ic's =1 1 = 65552005(%) =2 s(%)esﬁr
iz i%s (L —ids i ™ iTs iZs i m 137
—1 — 6 — — 12 12 12 = — J— 12 — 12 = J— 12
17.2 e) 1—e e (e +e ) 2608(12)6 QCOS( )e 2005(12>e
<0
17.2 1) 1—¢'1 =¢'on (—2lsm(ﬂ)> = 231n<ﬂ>e‘24e 2 = 251n<24t>e_11147r
17.2 g) On fait le quotient de a) et f).
17.2 h) (1 +e‘6) = (2005<1>ei%)27 =2%"co 27( )614
’ 12 12
iz = Ers (B % (E-E T\ bz
17.3a) €3 +e2 =¢" 2 (e z 4e 2 ) 72cos(ﬁ>e 1
>0
. . T4z T_z n_z o e ,r
17.3b) €5 —e'F =t (e‘ R ) = len(l%)ie51 12 = 231n(17r—2)651ﬁ+15 = 25111(112) e
———
>0
17.4 a) On calcule :
cos(3z) = Re(e””) = Re((eiz)g) = Re((cos(:v) + isin(m))3)
= Re(cos” (z) 4 3icos”(z) sin(z) — 3 cos(x) sin” () — isin®(z))
= cos®(z) — 3cos(x) sin?(z) = cos’ () — 3cos(z)(1 — cos”(x))
= 4cos®(z) — 3cos(x).
17.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e*™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).
17.5a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + ¢**) = Re (eimgsw i eiz)) = Re(eziIQ cos(x)) = 2cos(2z) cos(z).
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17.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e'” + e** 4 &*)

1— e411

= Im(l + e 4 () + (eim)3). Or, e # 1 donc 1+ €' + (€)% + () = o

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im <e2iz —2isin(2z) Sin(?x)> =1Im <e132z sin(2m)> = sin(%ﬂ”) sin(2x).

e'2 —21sm(g)

17.6 b) Six € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :

cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e'” 4 ¥ + &7 4 ™)
_ Re<eix(1 + (68%) 4 ()2 4 (e2iw)3))‘

Or, ¢ % 1 donc

i i i i w1 — (e27)? iz 1 — (e%7) i €17 —2isin(4x) i Sin(4x)
iz 1 2ix 2ix\2 2ix\3 — ol® i — ol® i — ol® i — 4ix .
¢ ( )+ () + () ) ¢ T e ¢ T et ¢ e —2isin(x) ¢ sin(x)

Finalement, on a
cos(4x)sin(4z)  sin(8x)
sin(z) "~ 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

17.6 ¢) On calcule :

(I+D)z ™ T e _e™ — —i
—Tm( | ' [ & : 1 :Im( e .1) ~ Im (—e 1)(1—1)
141 0 141 141 2
_|_
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