Prérequis

Fiche de calcul n°18

Sommes et produits

Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carré, logarithme népérien).

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N*2 et m < n, on a

n

b

=m

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

2
~ (n—m+1)(m+n) o [ ~ nP(n+1)>
k= . ka3< k) SR

k=1
1— qn—7n+1 )
" ————— sig#1
n—m+1 sinon.

0017A

Calcul 18.1 0
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn ....................... c) Z(3k+n—1) ................
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) D Tk o d) (3) ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
n n
a) Y k(k+1) ..o d) Y o2ksmh o
k=1 k=0
b) > (4k(R+2) e) > (T"+dk—mn+2) ...........
k=0 k=1
s X 1 n
C) 3% f) ﬁ + ﬁ + -+ NCERREERREERE
k=2
Calcul 18.3 — Produits. (]
Calculer les produits suivants, ot p et g sont des entiers naturels non nuls tel que p > q.
q n
a) H 2 c) H SVEXE ..o
k=p k=1
n 10
b) [I3" oo, d Ik
k=1 k=—10
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Changements d’indice

Calcul 18.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

Zn+1—k avec J = n+ 1 — k. oo
b) Zn:l avec j=n+1—k
25 n+1—k j= e
c) Zka avee J =k — Lo
k=1
n+2
d) Z(k—2)3 avee J =k — 2. L
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 18.5 — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2 n k
a) Y (k+1° =k . c) FED
k=2 k=1
n 1 n
Zln<1+k> ............. d) Y kxkl
k=1 k=1

Calcul 18.6 — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

a) n% ................... o) n(l—}i) ................

Décomposition en éléments simples

Calcul 18.7

Calculer les sommes suivantes.
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Sommation par paquets

Calcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 18.9

Calculer les sommes doubles suivantes.

1<i<j<n

) D G G)

I<i<gsn

Réponses mélangées

JRACESS n%(n+1) 0 n(5n + 1) n(n+1) In(n!) T(n+1)(n+4)
2 2 - 1) 2 2 2
n+1 1 n(n®—1 1
1 —4n? - e 1-— 2"t L o(1 -2 2n?
n 5 - 5 +111+1 n +2( ) n°+n
n(n+1)(4n —1) n(n+1) a1 = (3)" 3 n+1
—_— 1 "(n!
5 5 i 5 3 nl—i- 1 5 (n)?( 10)( 2)2n
+ 1)(n+
9a-p+1 -1  —(m-1 4 - por - ARTS
; , (n+12) 6 A A o
n(n4+ ) n (n4+ ) n(n+1)(n® +n+4) n(n+2) % In(n +1)
3 o3 n(3n+1) 9 on—2 n(n+1)(Tn2 + 13n 4 4) 1
(n+2)” -2 Y 5(3 1) 12 ! (n+1)!
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Réponses
181a).....ccvvvenn.. n(n + 2) 18.3b) eeveeiianiin gt 18.6d) oo n2+ 1
n
n 3
18.1b) ....... Tn+1)(n+4) 18.3¢C) v, 5"(n!)2 1
2 18.7a) cieeennn.. -
)
18.3d) . et [0] n+l
18.1 ¢) n(dén + 1) : -
T 2 n(n+1) | 187y -
18.4a).............. 5 ) 5 713
(n—2)(n—="7)
18.1d)...on 6 184 D) .oiiiiiii [0] 18.8a)................ 2% 4 n
18.4¢)...... 2"t 4 o(1 -2 1
2w, [WCED0ED] 1840 [T RACD] gy 41
n?(n+1)?
18.4d)............ 2
18.2 ). [n(n+ 1)(n’ +n +4), 1 18.90) oo i+ )
9 185a) .......... n+2)% —23
18.2¢) .....on.... ~(3"2 1) ) ( ) 3
2 18.9 b) nin+3)
185Db) i, In(n +1) U e 4
1— (2)77,-{-1
18.2d)....... prtl_ 5. 1 n(n? —1)
185¢c)........... - 189c¢)..cvii.. .. _
3 ) | 189¢ 2
7 n
18.2¢)... | (7" =1 +nn+4)|  185d)............ (n+DI=1]  qg.9qy,. |2t DO+ 18n+4)
12
1829 ntl 18.6a) . ......cc.ooni.... ot D)
n\n
26) 1890 a(nl
2n 18.6D)...ccoeeiiii, °) g b
18.3a). cceeeeeee.... 24—p+l
1 _
18.6C) oo 11891, n(n+ Didn—1)
n 6
Corrigés
n+2 n+2
18.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=(n+2-141)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
18.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk=17Xx (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ D+ 4).
k=2
18.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
- - - - _3n(n+1) _n(n+1)
§:®k+n41)—3;:k+(nfnk 1= "2 = 1) = =7
=1 =1 =1

18.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

k:—4)7
=)=

3

S
W =
M1
1

ol

|
B

Il
W =
TR
M1
oyl

|
[

T 3
M1
—_
\_/
Il
W =
7 N

3
|
[\]
N =
3
+
=
|
S
3
|
N
N———
Il
8
|
[\)
o<
3
|
-
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18.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1) = Z 4+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 nr+1)@2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : Z k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

k=1

18.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

n

S (kR +2) =4 K +8Y k= 4”2("; DN s”(”; D _o(n 4 D(n(n+1) +4) = n(n + 1)(n> +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1— 3n—1—2+1 9 _
18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a ZSI“ = 32# = 5(3" 2_1).
k=2

18.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

n - n ~ n k 1_(%)71—0-0—1 1— (§>n+1
2k5n k — 5n 2k5 k — 5n (Z) — 5n 5 — 5n+1 5 )
2 2 2 (5 i 3

[SIN]

18.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

n

5 Nk ~. 7" —1 am+1) T
> +4k—n+2)7;7 +4;k+(—n+2)2177 st + (et n= (7" 1) +ntd

k=1 k=1

18.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=mn+41—j, les bornes varient alors de n a 1, on les remet dans le bon ordre. On a

N 1 N |
ZE_Zank:ZE_Z}'
k=1 k=1 k=1 j=1
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18.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
S, = Z(] + 1)2j+1 _ Zj2j+1 + 22j+1 — 22]2] 4 222]
7=0 j=0 j=0 j=0 j=0

n
" 1—2"
o

Dot S, = n2"" +2(1 -2") = (n—1)2""" + 2.

n+2 n n (n + 1)2
3 3
18.4 d) Onakg (k—2)° = = 7
=3 j=1

z": k _zn:[k—kl—l]_n{k—i-l 1 }_”{1 1 }_1 1
1 Ll 1 1 kO o 1
P (k+1)! o (k+1)! pot (k+1)!  (k+1)! | k! (k+1)! (n+1)!
18.5d) En écrivant k=k+1—1,0ona:
D hxkE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—kl] = (n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
. +1 2 3 n+l n+1
18.6 a) Onecrlth—Ixix — =7 =n+1

T2%+1 3 5 7 2n—1)+1 _ 2n+1
= — X -X=X X X
Hop—1"-171"3 2n—1)—1" 2n—1
2n—1)+1 2n+1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)@2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n>.
. 1 Sk—1y 12 n—-1 1
1 E A , . . 11\ = -1y _ 1 2 _1
8.6 ¢) n mettant au méme dénominateur k|_|2( k) kli[Q( A ) 5 X3 % - -

18.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

[ ) - TT(5) - T2 - (115 « (14

k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
1 2 n—l) (3 4 n+1) 1 n+1 n+1
=[=-x=x X X|=x=x---X = - X = .
2 3 n 2 3 n n 2 2n
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a

— + ——. En réduisant au méme dénomi-

1
18.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a m PR

nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

Dot 1 1 1 1 et cilosconi
ou Z k(T = - = 71, €N reconnailssant une somme telescopique.

18.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a CEDIEE) =z oty
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

1 1
D’ou Z m Z P2 k 3 =3~ et en reconnaissant une somme télescopique.

2n
S Yo ¥ oeoe Y oee Y
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n

k pair k impair k pair k impair

n n—1 o1
:Z(QPP,Z 2p+1 Z4p fz 4p2+4p+1)
p=0 p=0 p=0
=4ip2—4ip2—42p—21:4n2_4w_n:2n2+n_
p=0 p=0 p=0 p=0 2

18.8 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k, n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1
n 2n
_ _n(n+1) _n(n+1) 2 n(3n+1)
_;k+k21n_ 3 +n2n—(n+1)+1] = 5 +n° = 3 .

18.9 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

)

Jj=1

18.9 b) On somme d’abord sur 'indice 7; on calcule donc

_ j@+1 + 1) 1 1 _n(n+3)
> s ZZ Z ZZ Z 523“ g2 k="
1<z<]§n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
18.9 ¢) 1l faut faire attention & l'inégalité stricte :
n j—1 n 3 1)
J— L.
SNTRE HYBUES 30 DS 9 B 9l LS ST
1<i<j<n 7j=2 i=1 j=2 j=2
_2”23.2._3 PR A D11 £ P T ~ .
[ = () = () - () +
j=2 Jj=2 Jj=2 j=1 Jj=1
- 3[n(n+1)(2n—|—1) _ n(n—!—l)} C3nn+1)(2n+1-3) nn+1)(n-1) n®m’>-1)

6 2 3xX2x2 2 2
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18.9 d) On développe d’abord puis on choisit I'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

Yoo+ = D> @42+ = > if+2 Y ij+ > 5

1<i<5<n 1<i<i<n 1<i<i<n 1<i<i<n 1<i<G<n
n J n J n J n J
S5 2 8) -2l 2 0n) 2l
=1 7 j=1 1= j=1 i=1 =1 =1 j= =1 Jj=1 i=

:Z¢2(ni+1)+2ijj(j;1)+ij Z (n+1) —i°] +le +])+7n2(n4+1)2
(n+1 Z Zz +Z] +Zy +2 "+1)

_ (n+2)n(n+1)6(2n—|—1) 4" (n4+ 1)?
_ n(n+1)(7Tn® + 13n + 4)
= B .

18.9 ¢) On calcule :

Z In(i/) = Z Jn(7) (Z]) (Zln )-Wln(ﬂi)-n(gmln(n!).

18.9 f) On fait une sommation par paquets :

Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(i,5) + Z max(i, j)

1<6,j<n 1<i<j<n 1<j<ikn 1<j=i<n
= D it ) Z+Z
1<i<j<n 1<i<ign
n j—1
n+ oy
:25 E ) + ————= par symétrie
Jj=2 i=1

—QZJ]—I 7—22]]—1 ;1)

Lt l) 2[n(n+ D@2n+1) n(n+1)
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