Prérequis

Fiche de calcul n°29

Séries numériques

Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

028A

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 29.1 — Séries géométriques.
a) ZQk ......................
k>0
1 1
b) 227 ...................... d) 3
k>0 k=10
Calcul 29.2 — Séries exponentielles.

k>0
2k
b) T
k>2
Calcul 29.3 — Séries de Riemann.

Séries télescopiques

Calcul 29.4

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1
b) Zm ...............

k>1

S (L ST

1+ (k+2)(k+1)
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1, 1], les séries

Zkak_l et Zk(k—l)ak_z,
k>1 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

+oo 1 oo 1
k—1 _ - _ k—2 - -
Zka =~ {zare et Zk(k Do SR
k=1 k=2
Calcul 29.5 — Séries géométriques dérivées. o
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1
a) sz .......................................................................
k>2
b) Z e R
E>1
c) Z B2k
k>1
d k 1
) Z F .....................................................................
k>0
Calcul 29.6 — Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

d) Y k(- 1)e T

Réponses mélangées

—2—5V/2i e 2 1 L
— 1 z di t
5 p— 2 — 2 B 6 e? ivergente
T 2¢3
— divergente 4 In(2 1 -3 2 —_—
1 g (2) e 17
divergente U 749 L ! 1 divergente
Vi — - — Vi
& 6 35v/2 i 2x3 4 &

2
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Fiche n° 29. Séries numériques

Réponses

29.1a).... [divergente|  29.9¢).. ... 29.4a). . ... 29.5 ¢).... |divergente |

29.1b).....oal 2 29.4b) ... . 11 205d).............
29.3a)........... — 4
2 6 29.62).............
29.1¢)...... =3 29.4 ¢) In(2)
- 29.3 b).... | divergente E 11
) — a0 I
29.1 d) """"" 1 29.3 C) PN 29.4 d) ............ Z
2 x3° o 29.6C)............
—49;
29.2a)............. [e]  29.34d)...... — 1 3
29.5a)........... — 2
; 35v2 2) 2] 29.6d)..... -
29.2b)........ e“—3 7 (e—1)
—2—5v2i ©
_f eve 29.5b)........
29.3 ¢)... = ) 1
Corrigés
29.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ | — 1, 1], donc elle diverge.
KV
29.1 b) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z (5) =71 2.
k=0 T2
29.1 ¢) La série est géométrique de raison % €] —1,1], donc elle converge. De plus, on a
f \* 1 2 2
=\ V2 -7 v2-1 2-V2
< /I\VF 13
29.1 d) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z (g) = 1 =3 Donc,
k=0 3

+o0 +o0 9 1\ 10
1 1 1 3 1-(3) 3 1
DBEED B DD ok e s sl R Y
k=0 k=0

k=10

Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a

+o0o +oco +oo
1 1 1 1 1 1 3 1
Z?’czzmzﬁzﬁzﬁxﬂzixyw
§=0 3=0

k=10
.................................................................... 1 e
29.2 a) On reconnait la série exponentielle Z o
k
2k ~— 2 — 2" 20 2!
29.2 b) On reconnait la série exponentielle Z Pk et on a Z o eQ, donc Z o e? — T
k k=0 k=2
O
29.2¢) Ona o % Al 2' et on reconnait donc une série exponentielle.
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2
. - . a ™ s s .
29.3 a) Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-étre que sa somme est — ; en général, si

—+oo
a > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme g
k=1

1
ke’

29.3 b) 1l s’agit d’une série de Riemann divergente.

29.3d) 1l s’agit d’une série géométrique de raison % et ‘%‘ €] —1,1], donc la série converge. De plus,

+oo k .3 +oo

I B )
TRl T2 7 TPl 1 49T
k=3 k=3

Enfin, en multipliant par ’expression conjuguée, on trouve

— " (4947 1-7i

TR-L 492472 350

k=3

29.3 ¢) On reconnait une série géométrique de raison 1 qui est de module 1 €]—1,1[. Ainsi
1—iv2 Vizt vk V3 '

la série converge. De plus,

Mg

+o0
1
D

k—4
—~ (1-iv2)" 1—1\f (11\f>
_ 1 1 _<1+i\/§>4i 2-1
1-iv2)' 1= s V2
:(1+1\/§>4\/§+1‘

3 V2

4
1+4+iv2 —7 —4iv2
En développant, on obtient (1 + i\/i)4 = —7 — 4iv/2, donc ( +31f> - 31 iv2 et

—+oo

1 _—7—41\/§X\/§+i_—2—5i\/§
-y 8 V2 2

29.4 a) Soit n € N* fixé. On remarque que Z ﬁ = Z(l — ;) =1—
k=1 k=1

29.4 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

S mrmrra =3 oG )~ s 8
k3+3k2+2k 2 k+1 k+2 T 2\n4+2 n+1 2) nostoo 4’

29.4¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que

n

Zln(kf_l> :Zln<(k§(k+1)> Z(?ln(k)—ln(k+1)fln(k71)):ln(2)fln(n—’_l) s In(2).
k=2 k=2

k=2
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Soit n > 0 fixé. On remarque que pour tout k,

29.4 d)
(k+2)—(k+1)
arctan = arctan(k + 2) — arctan(k + 1).
(1+(k+2)(k+1) ( ) ( )
- (k+2)— (k+1) . ™
D t = t k+2)— t k+1)) = t 2) — t 1) — —
onc, ;arc an(l T ;(arc an(k + 2) — arctan(k + 1)) = arctan(n + 2) — arctan( )nHJroo 1
1 - s . 1
29.5a) Ona 5% = I donc la série est géométrique de raison 1 €]—1,1] : elle converge. De plus,
§ (1)k 14
- — ==
prs 4 1-3 3
bone, S~ L oS L L 11
’ 22k 4k 40 41 12
k=2 k=0
—(k=1) k1 1 e .
29.5b) Onae =e "e =ex —. Or la série géométrique de raison — € ] — 1, 1] converge.
e e
+oo —+oo —+o0
1\* 1 e —(k=1) 1 e e e
Deplus,Z(E) zl_l:m,doncZe =e F o (efl_l):efl'
k=0 e k=1 k=0
“+oo “+oo +oo . 1 e
: . PO s 1. —(k=1) _ —J _ -1\ _ _
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Ze = Ze = Z (e7) = T —el-5_1
k=1 j=0 j=0
29.5 ¢) La série diverge grossiérement.
29.5 d) On reconnait une série géométrique dérivée, de raison = € | — 1, 1|, donc convergente, dont la somme vaut
1
5 =4
(1-3)
k_k—lkl-l - kl PRSP dérive .
29.6 a) Ona k2 " = Skormr 5 la série Z Y est une série géométrique dérivée, de raison = € ] — 1, 1], et est
k
1 1
donc convergente. Sa somme est Z k2k71 = m =4.
k=1 2
29.6 b) La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] — 1,1 et d’'une série géométrique
dérivée de méme raison, et
400 —+oo —+o0
1 k 1 1 1 1 9 3 11
N O At bl & R
k=1 k=1 k=0 3
« P S e . . 2
29.6 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison —, convergente, de somme i 16.
1-3)
On a affaire & une série géométrique dérivée deux fois.
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