Fiche de calcul n°20 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 20.1 — Fonctions circulaires réciproques. L

Calculer les valeurs suivantes.

e) arctan(l) ............ ... ...

1 1
£ S+ =)
) arccos<3 + 6)

Calcul 20.2 — Valeurs de fonctions hyperboliques. L
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).

a) ch(0) ..o d) sh(In(3)) ....oovveiiniinnn.

b) sh(0) ... e) ch(In(2/3)) ...,

c¢) ch(In(2)) «.oovviiiiii, f) th(In(2)) ..ot

Calcul 20.3 — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00

Soient x et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch(x)sh(y) + ch(y)sh(x) ..o

b) ch(z)ch(y) — sh(@)sh(y) ..o

Résolution d’équations

Calcul 20.4 — Fonctions z — a”. )
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R.
9.7,’
a) 37—? ............. c) 2°=3x4% ..........
b) 4°=2x2% .......... d) 10** =4x5°x9% ...
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Calcul 20.5 — Fonctions x — a” : plus difficile.. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT = A

D) 167 — 3 X A% £ 2= 0 oot

Calcul 20.6 — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et 2 € R pour les autres.

a) arcsin(x) = g ........... d) arcsin(sin(x)) = g ......
o 1
b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = 3 e
c) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(xz)) =1 ......
Calcul 20.7 — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R. On rappelle que, pour © € R, on pose th(z) =

sh(z)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z) <4 ..o
b) sh(z)=1 ...........coi. e) sh(z)=3 ...,
1

c) thz)== ... f) th(z) < CURARRERRERRTRLIRREERPY
Dérivation
Calcul 20.8 — Quelques calculs de dérivées. o
Dériver les fonctions suivantes.
a) T+ 2422 ..., c) xr—ax® Ll
b) =z« .31 ......... d) z+— arcsin)

5% 4+ 1 arccos(z)
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Calcul 20.9 — Quelques calculs de dérivées — bis.

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) x> arcsin(z?) ..... ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) z+— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......

Calcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) @ arcsSin(Z) 4 ArCCOS(T) . vt ittt

1
b) x> arctan(z) + arctan(;) .......................................................

Calcul 20.11 — Dérivées plus compliquées.

o . . . . o . — 2
Dériver les fonctions suivantes. La fonction F' est une primitive de 2 — ™% .

) T V1 =224 2arcsin(@) ...

1
d) x+— zarctan(z) — 5 IN(22 A1)

Réponses mélangées

T T 4 2k7|', ke
15 1n((?;iSl—i;)32 In(3) g ch(z + 1) sh(z +y) {3 } %
U{Z + 2km, k€ Z}
L4 ok, kez
% Z & <7} z = (In(z) + 1)z” } —00, % ln(3)}
n< 0/3) U{7r — % + 2km, k € Z}
4 T ™
In(1 +Vv?2) 3 e 1 [~ In(4+v/15), In(4+V/15)]
V5-1
7r T In(3) ln( 2 )
x + arctan(zx) s 3 ") n(3) 1 {ln(3 +/10), [
™ . s In(2)
{§+k7r,keZ} SmE)x P42 T 01 we0 g a0
V171
1-th’(a) 1 TR IH(T)
118 v arcsin(@) 1 e ch®(@)+shi (@) @ sh(z)ch(ch(z)
E . 1 sh(z) 1 Y
5 {o, 2} 0 1 = e TN 2 {In(v/5 — 2); In(v/5 + 2)}

» Réponses et corrigés page 143
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Réponses
[ ]
20.18) ... G
20.1D) i
[ ]
20.1C). e 1
20.1d) ..o %
[ ]
20.1€). .o 1
201 ). o g
20.28) ..
20.2b) .. [0]
20.2C) .t E
20.2d). ... E
1
20.2€). .0 £
20.2f) ..o g
20.3a) .. ... sh(z +y)
20.3b).............. ch(z +y)
In(2)
204 a).....
0-4 ) In(3)
20.4D) .o
In(3)
20.4¢C) ..ot 6
Corrigés
arcsin(@)
20.1 b) On calcule :
arccos(@)

In(4)
20.4d)............... m20/3)
ln(i‘/ifl)
20.5 a) ............ W
20.5b) ... {0; ;}
20.5C) .o 1 Egi
In \/52_1
20.5d)............. ) )
20.62) ...
206 D) .. [0]
20.6¢)...... {f Yk, ke Z}
20.6 d) L{é; 2k, k€ L}
Z 4 2%kn, ke Z}
{L+2kn, kez}
20.6 ¢) U{m— % +2n, kez}
20.6 ). i

20.7 a). ] {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)} ‘

20.7Db). ... In(1+ v2)
1
20.7C) i 5 In(2)

. ’x»—)ln(?)meJer‘

[1n(3 + V10), |

} o, % 111(3)]

15% In(3/5) + 3 In(3)
(51 + 1)2

’x — (In(z) + 1)z”

T = .
2v/1 — x2 arccos(x)?

™

T +— 2

1
V1—z?

................ z— 0
................ z+—0
x> (In(z) + 1)z"e ™"

., sh(@) 1
ch(z)? 2, /In(ch(z))

x +— arcsin(z)

x +— arctan(x)
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20.2 c) On calcule : ch(In(2)) = 3 = 2 -2
In(3) _ _—1In(3) 31 8 4
20.2d) On calcule : sh(In(3)) = < 26 =—E-2-
In(2/3) —1n(2/3) 2 + 3 13 1
20.2 €) On calcule : ch(In(2/3)) = € +26 =3 5 2 — % = é
In(2) _ _—In(2) 9_ 1 3 3
e e
20.2 f)  On sait que th(In(2)) = - —— = 2 =2=C,
e e~ 24125
20.3 a) Développons :
ef+e el —e? eV4e Ve —e "
ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) = 3 3 + 3 5
N e R ) Gl
B 4
_ STV _ oty gyt o= (@ty) y prty gy gty o (24y)
B 4

2eETY _ 9~ (2+y)
= sh(a+y)

20.4 b) Soit x € R. Alors on a les équivalences 4" =2 x 2* & 2zIn(2) = (z+ 1) In(2) 2z =2+ 1<z =1.

20.4 c) Soit z € R.

Alors on a 'équivalence 2° = 3.4 & z1In(2) =In(3) + 22In(2) & z = —

20.4 d) Soit z € R. Alors

10%" =4 x 5" x 9% < In(10°") = In(4 x 5% x 92) & 221n(10) = In(4) + = In(5) + gln(Q)

2In(3)\ _ In(4) _ @)
- ) =n4) &z = 2In(2) +In(5) —In(3) ~ In(20/3)"

S <2 In(5) + 21n(2) — In(5)

20.5 a) Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

-1+ +v1 V17T -1 . - . V1T -1
1416 = 17, d’ott deux racines, % Seule la racine 7T est positive, donc 2° + 4" =4 & 2% = 7T &

z1n(2) :ln(\/TZ_l) S = @

20.5 b) Soit € R. Notons X = 4", Alors 16" —3x4° +2=0& X>-3X+2=0& (X —1)(X —2) =0 & 4" =
1ou4z:2<:>x:00u:r:%.
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20.5 c¢) Soit z € R. Posons X = 3”.

Alors on a I’équivalence 2 x 9" —3* -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 1 +4 X 2 x 3 = 25,

1+
donc les deux solutions de I'équation sont T5’ ie. % et —1. La seule solution positive est g, donc 2x 9 -3" -3 &
z 3 In(2)
== 1 =1 —In(2 =1-
3 5 & n(3) =In(3) —In(2) & = n(3)

20.5 d) Soit z € R. Posons X = 3".

Alors on a I’équivalence 3° +3%* —1 = 0 < X>+ X — 1 = 0. Cette équation a pour discriminant 144 = 5, donc les deux
—145 V5 —1 V5 —1
2 3 <

solutions de I’équation sont

. La seule solution positive est ,donc 3" +3* -1 =0« 3" =

2
-1
:cln(?))—ln<\/5 )
2
20.6 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = g et, par stricte croissance de arcsin, 'unique solution est 1.
20.6 b) Soit = € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g + km, k € Z. Mais comme arccos est a valeurs
dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g <2 =0.

arcsin(sin(z)) = % & sin(z) = sin(f) Sz {% + 2k, k € Z} U {7‘{' - % + 2km, k € Z}

20.7 a) Soit € R. On pose X = e”. Alors on a les équivalences (comme e” > 0)

T 4e® . 1
ch(w):\/5@%:\/g<:>e‘+67“L=2\/5<:>X+Y:2\/5<:>X2+1:2\/5X<:>X2—2\/5X+1:0.

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 —4 = 16, donc les deux solutions de ’équation

2v/5+4 "
sont \[T = /5 £ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc 'équivalence ch(z) = Ve e =vVh+2a 1=

In(v/5 & 2). Ainsi, les deux solutions sont {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)}

_ xX-1
20.7 b) SOitxeR.onposeX:ez.Alorssh(x):1@%:1@ s =16 X -2X —1=0 de

V8
2

discriminant 4 + 4 = 8, de solutions

1+vV2 e z=1In(1+2).

= 1+ /2. La seule solution positive est 1+ v/2, donc sh(z) = 1 & €* =

1 ef—e” 1 X-—% 1 1
20.7 c) SoitweR.OnposeX:ex.Alorsth(m):§<:>;+%:§<:>x+g :§<:>X2—1:§(X2+1)<:>
§X2f§:0<:>X2:2<:>X::t\/§. Ainsi, la seule solution positive étant V2, th(z) < e¢* = V2 &z = %ln(Z)

Réponses et corrigés 145



20.7 d)

. . X+x
Soit # € R. On pose X = e”. Alors ch(z) < 4 &

<4 XP+1<8X & X°-8X+1<0.

Ce polynéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines 8+£2v15 = 4 £+ V/15. Les deux racines sont

positives, donc ch(z) < 4 & 4 — V15" < 4+ V15 & In(4 — V15) < = < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 4++/15

VB Govmarve Y

1
<6e X -+ <6 X° —6X —1<0. Ce trindme
+ 2v1
du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines 6£2v10

= 3+ v10. La premiére racine est négative,
la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) > 3 <= €¢” > 3+ V10 & z > In(3 + V10).

20.7 f)

Soit = € R, posons X = e”. Alors, on a
1 X-—% 1 X*-1 _1
th(il') NS 5 X )1( X 5 2 X
T 152 X2+1 S 2
X?+1
— X?-1< 1o x2_3<0
1
<:>X2§3C>62x§3<:>x§§ln(3).
20.8 a) On n’oublic pas que 2° = "™ Donc la dérivée de z — 2° est z — In(2).2"
20.8 ¢) On écrit que z* = ¢® ™). Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ™)
20.8 d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si x €] — 1, 1],
1 1 .
fe) = i arccos(z) + it arcsin(z) - .
arccos(z)? 2v/1 — 22 arccos(z)?
20.9 a) On dérive une composée = — 2x =
—z
20.9 ¢) Il s’agit de dériver th :
h h(z) —sh h h(x)? — sh(z)? h(z)?
(o) Che)ehe) — sh(o)sh(e) | ch(@)® —shi@)® | sh(@f o
ch(x)? ch(x)? ch(x)?
La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.
. - P 1 1
20.10 a) La fonction est dérivable sur | — 1,1[ et sa dérivée est = —

_ -0
Vi—z2 1-—22

= — =0.
1+x2+x21+(1)2 1422 2241

20.11 a) 11 s’agit de dériver une composée. La dérivée de cette fonction est = ~ (In(z) + 1)2"F'(2”) = (In(z) +
1)xg”e_(”"°m)2 = (In(z) + 1).’1]16_121.

est x — s}ﬁgg = th(z)
Donc, la dérivée de x — F(4/In(ch(z))) est
o Sh(@) 1 o= In(eh(@) _ Sh($)2 L
ch(z) 2,/In(ch(z)) ch(z)
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