Fiche de calcul n°12 011A

Intégration par parties

Prérequis
Primitives, dérivées, intégration par parties.

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C'([a,b],R), alors

b b b
/ o (tyot) dt = [u(eo(t)] - / ()’ (£) dt
Intégrales
Calcul 12.1 000
Calculer :
z 1
a) / teostdt ..ooiiiiiiii.. g) / (1 +t2)dt oo,
0 0
1 1
b) / (2t +3)sh(2t)dt ............ h) / tarctantdt ................
0 0
2 ;
c) / texdt ... i) / arcsintdt ............ ..l
0 0
In2 1 t
d 20 At j / dt oo
) /1 J) o V1+t
e 1
e) / Intdt ... . k) / Vi+tln(l+6)dt ..........
1 0
2 ks
f) / tntdt oo ) / ttantdt ...
1 0
Primitives
Calcul 12.2 00
Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
a) zr— (—x+1)e” ... c) xzr— arctan(z) ......
Inzx
b) =z T e d) z+— xzch(z) .........
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

Calcul 12.3 — Calcul d’intégrales. 000
1 3
a) / (243t —4)e®dt ... b) / elsintdt ...
0 0
Calcul 12.4 — Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x+— sin(z)sh(z) .... ¢) z+— (xlnz)? .......
b) z+— %z ........... d) z+— garecos(@)

Réponses mélangées

In(2))*2" — 21n(2) — 2 4 2 1
(In(2)) n(2) i Sn@) - th@) -2 mE)-247
(in(2) 2 TR T 2
R—R 2v/2 N 4 RY = R
1
z = 5(— cos(z)sh(x) + sin(z)ch(z)) 3 3 = xln®z —2rlnz 4 2z
1 2 4 8 4 J-L1[ =R
T _“me-2 4 V2@ -ov24+- 1 )
4 2 32 3 9 9 RN _earccos(x) (w _ /—1 _ $2>
2
. R% — R 5, R - R
- — ——e
2 T xd 1ln2az—glnm+3 2 z = (—z+2)e”
3 9 27
R—R e +1 R—R
2 1
x — wzsh(z) — ch(z) x — xarctan(z) — 3 In(1 + 2?)
RY - R
TV * om2-> T_1
12 2 1+ 4 4 2
x
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Fiche n° 12. Intégration par parties

Réponses
™
12.108) . o ~ -1 R —R
5 12.28) i { o (et 2)e”
1
12.1b) i §ch(2) — —sh(2) — 3 R* = R
2 2 2 +
12.2b) o L, Lt
12.1C) ottt x
(In(2))*2"2) — 2In(2) — 22 4 2 R — R
12.1d)........ 3 12.2¢)........ 1 )
(In(2)) x — warctan(x) — 3 In(1+ 2%)
12,0 ) o 1
°) R—R
31 122d) . o s sh(z) - ch(z)
12.06) oo 22—
12.3 a) S _ e
12.108) e ln(2)—2+g """""""""""""""""""""" 2
+1
T L] 123 b) e
121 h) o - — =
) 173 2
R —- R
T V3
; _ 124 a)... 1
12 1 1) .............................. E + 7 1 a) { T 5(_ COS(I’)Sh((L‘) + sm(z)ch(z))
. 2v2 4 *
12.1)) i -+ = 12.4b)............ Ry =R )
3 3 z— zlnz—2xlnx + 2z
4 4
12.0K) .o f\/iln(Q)—§\/§+* R: 5 R
3 9 9 +
12.40)...... v ot (Lite 2oy 2
1 2 3 9 27
121 )0 ———-In2—-—
4 2 32
]-L,1[ = R
12.4 .. 1 ,
d) T 5earccos(w) (.’t — /1= 1,2)
Corrigés

™

Pl - Pl -
t. tcostdt = [tsint]? — sintdt = - — 1.
0 0 2

12.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t)

12.1 b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t + 3. /1(2t + 3)sh(2t)dt = {(2t+3)0h(2t)} - /1 ch(2t)dt =

2
0
5 3 sh(2)
........................................................ t2ttt2
12.1¢) On choisit v(t) =t et u'(t) = e2 / te§dt—{2tez] —2/ efdt:4e—4{e§} =4
0 0 0 0

In(2) In(2) 1 In(2) 1 In(2)
12.1d) On choisit v(t) = ¢ et u'(t) = 2". / 2t dt = / te! ' gt = {t?} BTo) / '@ qp =
1 n 1 1

21 [Qt]ln(g)_(1n(2))22'“(2>—2111(2)—2%“(2)-1-2
n(2) (n2)°" " (In(2))? '
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2 2 2
12.1 f) On choisit w'(t) =t et v(t)zlnt./1 tlntdt:[%z‘?lnt} 7/1 %tdt:21n2fi[t2ﬁ:2ln27§.

1 4
.............................................................................. 11t2
12.1g) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 + °). / In(1 4 t*)dt = [tIn(l +¢%)] 2/ T dt = In(2) —
0
1

2/0 (1_1+t2)dt ln2—2[t—arctan(t)]0:ln(Z)—Z—&—g.

12.1 h) On choisit u'(t) =t et v(t) = arctant. On a

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
= |= S =—_= 1— — = -,
/Otarctantdt [Zarctant} 2/ 1—|—t2dt 3 2/( 1+t2)dt 13
0 0 0
2 1 2t T b
12.11i On choisit w (t) = 1 et v(t) = arcsint arcsintdt = [tarcsint]§ — 7dt——+[ 1—t2} .
) (6 =1t v(0) / pavesint]f - |7 L= o [Vi—#],
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12.1 k) On choisit v’ (t) = V1 + t et v(t) = In(1+t). / VIFtin(14t)dt =
0
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12.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

s 4 27% T 2 1 2
1+ tan® . On obtient [t tant]F — / tantdt — [g] =24 [Incos(t)]g — T = g —3 In2- .
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant

w'(t)=e" etv(t)=—t+1,0ona / (—t+1)e'dt = [(ft + 1)et]z+/ e'dt = (—z+1)e” +e” — 2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

12.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

1 Int l t 1 1 1 1
parpartiesavecu/(t):t?etv(t):lnt, ona/ n—dt = / S dt= fﬂferl Ainsi, gy 22t
x
1

est donc une primitive sur R} de f

12.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit « € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

* Tt 1
/ arctan(t) d¢t = [t arctant]; — / 58 dt = zarctan(z) — 3 In(1 4+ z°). D’ott une primitive.
0 0

12.2 d) La fonction est définie et continue sur R. Soit € R, on a, en choisissant v(t) = ¢ et u'(t) = cht, / tch(t) dt =
0

[tsh(t)]g — / sh(t) dt = xsh(z) — ch(z) + 1. D’ott une primitive.
0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, v’ (t) = e

1 2t 1 1 2t
/ (* +3t—4)e* dt = [(t2 +3t— 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0
2t 1 2t 2¢71 1
et u'(t):e—d’oﬁ — (2t+3)—dt—27 (2t+3)e— +1 e2tdt:57§62+1[e2t]1:§fe2.
2 ) 1|, ) 41 T
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(VB

[SE]

3
12.3 b) On choisit d’abord u’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [et sin t] / e’ cost dt. Ensuite v’ = exp
0 0

0~

- = 3 z .
et v =cos, dol : €2 — [et cost}o2 f/ e’ sint dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.

0 0
..................................................................................................................................... e
12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour = € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On

0

commence par choisir v = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) dt = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(t) dt. Puis, on
0 0
choisit v’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]5 —/ sin(¢)sh(t) dt. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

12.4 b) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit z > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient

x

/ Intdt = [t In® t}f—/ 21Intdt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient = In* z —2[t lnt]f—|—2/ 1de =
1 1 1
zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n® 2 — 2zInz + 2z est une primitive sur R’ de z + In” z.

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R’.. Si z > 0, alors, avec u/(t) = t* et v(t) = In*(t), on a : / t*In*tdt =
1

t R 3 2 s 2 [® 3 n2
—In’t| —= t* Int dt puis avec v/ (£) = t* et v(t) = In(t), on obtient L m2z-2 [t3 In t] += Pdt=2"12_
37,73 ), 3 9 17 ) 3

2 2

§m3 Inz + ﬁ(ms —1). D’ou une primitive.

12.4 d) La fonction est définie et continue sur ] — 1, 1[. Si z €] — 1, 1[, alors, en posant u'(t) = 1 et v(t) = ¢™*>*®) on

¢ " t
obtient e2roe0s(t) gy = [gerrocos()]® _ —— (") ¢ ensuite, en posant u’(t) = — ———— et v(t) = )
/0 [ ]o ) @ p (t) 1_ 2 (t)

S s() " -1 S ; . x
on obtient mearccos(z) _ |: /1 _ tzearccos(t):| +/ /1 42 2€arccos(t) dt = xearccos(z) _ /1 _ wzearccos(z) +eF —

0 o 1-t¢

x x 1
earccos(t) dt. Dot earccos(t) dt = 7earccos(z) (1‘ _ 1 — g2

0 0 2
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