Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trin6me du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

Calcul 14.1 o

Calculer les intégrales suivantes.

| 21
e b At
Y /1 t+1 ) /1 2% + 1

Calcul 14.2 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1 2

Deuxiéme cas

Calcul 14.3 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1

r2 2 5 2

14t+t 2 142t + 3t

) / Rk e P b) / L2430 G
L 1+t 1 4t+5

Troisieme cas

’
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre un expression du type *-.

Calcul 14.4 o
Calculer les intégrales suivantes.

22t +1 CR

2

a) / ﬁ dt ... b) /1 7 1 de ...

! 3 213
Calcul 14.5 00
Soit a € RY.. Calculer les intégrales suivantes.

V2 t+ L 1 t
a) / 2 g b) / At

1 2V2 1 at? 41
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Quatriéme cas

Calcul 14.6 — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t — 2 — 3t + 27 i

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout ¢ € R\ {1,2}, on ait =
pour tou \ {1,2}, on ai TS t71+t—2

4
2
c¢) Calculer / Al
) L E-D(E-2)

Calcul 14.7

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

Calcul 14.8

Soit a € ]0,1[. Calculer /
0

Cinquiéme cas

Calcul 14.9 — Une primitive a retenir.
Soit a € R*.

1
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(g) ............................................

b) Donner une primitive de z —

Calcul 14.10

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 14.11

|
Calculer / e Al

22
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Synthése

Calcul 14.12 — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions

Calcul 14.13

Calculer les intégrales suivantes.

a) /01
b) /_Ol—dt

Calcul 14.14

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

1
———dt
142t +12

3 1
a) S S—"
13242t 4§

) /01t2—<

Un calcul plus difficile

! dt
2a+1)t+a?+a

Calcul 14.15

1
Calculer /
0

1+

suivantes (ou z € R).

1
V2P + —ax 4+ V2

c) 7

! 1
d ...
2 /01—t+t2
I 1
d
) /0 612 — 5t + 1

Réponses mélangées

27 33 ™ 1 Vva—a ™ 1 51, 21 1 T
wiotmowr waGew) § wratn (e )
2111%1 ln(azai1> 1n(2\/\/§—1) 3 lng let2 iln% éarctan(g)
2—1aln<a—;1> (w+%)2+§l 2($—%)2—% 32% 211119;0 \/i(x—l—i)z-i-\/ﬁi—z
In(2) %mg oo+ g>2 + 3%3 ln<g> In(a + 1) %m(%) %
pe iw2 ln(%) g +1n(2) — In(3) A=—-letB=1 QIn%L %
» Réponses et corrigés page 117
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Réponses
3 4 1\ 2
]_4]_3) ................ 1H<2> 146C) .................. 21115 14.12 a) ........ (m+2) +%
L. (5 14.7a) oo, In - 3\? 1
14.1Db) ...l 51 <3> 3 14.12b)...... 2(1-_) _Z
4 8
9 147 D) e 21n -
1
14.28) ..o 2In — 31 14120, |Va(e+ )+\/§£
1. 3
14.2Db) oo n(a+1)| 476 Zing a2 343
14.12 d)..... a(:ﬂ+7> +—
3 11 2 4
14.3a)....... 5+ In(2) — In(3) 14.7d) ... 1 In 5 .
14.13a) oo 3
1 51 21
143b) ........ _—— 14.8 ....... Lln ﬁia
8" 6419 ava \atva 27
14.13b) ... el
7 3V3
I Y ln() 14.9a). ............... a
3 a? + 72 2w
14.13¢) o =
33 3V3
14.4b) ..., In % 14.9b).......... - arctan(—)
14.13d) ... In(2)
s
14.52) ... ln(2\/\/§—1) 1410 2) oo E 14.142) ... =
™
1 1 14.10Db) ..o — 2
14.5b)......... 2aln<a;— ) 6v3|  14.14b).......... 1n(a2a_1
14.6 S T
A) e e 22 1 T
14.15 ........ —In(2) + —
14.6b)...... [A=—1etB=1] 3 V3
Corrigés

14.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction
t — In(t +1). D’ou le calcul :

2
/ H—ldt In(t + 1)] = In(3) = In(2).
3
Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(§).

14.1 b) On procéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de ¢t — 1/(2t+1) est t —

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

1 [mEt+1)]?

[ e [
_In(5)—In(3) 1 5
- = =g (3)

Réponses et corrigés 117



14.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢t € R convenable, on a

1
16 16
[ ra=e [
1 i1 I
1
—2{ln(t+%)}16
8
5 9x8 _ 9

9
72(ln176_1n§>72ln5><167 nl—o.

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.

C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre é et %, donc « a rebours ».

14.2 b) On calcule :

t+a

P Ht4+1=(+1)t + 1.

Dongc, on a (pour ¢t € R convenable) :
1+t+¢t°
titt 1
141 1+4+1¢

Donc,

2 2 2 2
14+t4+1 1 3 3

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

14.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve
2 - 3 7 ) 51
3t +2t+1_(4t+5)<4t 16

Puis, apres calcul, on trouve

1
2/3 7 5 7 1 2 1 19 1. 21
St = == - =_= =—(1 —ln—)=-In=.
/;(4t 16)dt 96 06 a8 /;4t+5dt 4(11(7) n3) 119
3 3
Ainsi, l'intégrale cherchée vaut
R}
48 64 19

t24+t+1

/2 B . [ne? 4+ ¢+ Ur =) - n(3) = 1n(§>.

14.4 b) On multiplie en haut et en bas par 2. On calcule :

1 1 1
. 2 o , 2\1z 1 7
/1 ﬁ+ldtf/l 7t2+§dt7[ln<t +§)}% s~

—ln(11X9> —1n§
- 12x7) '
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14.5 a) On calcule :

/ﬁ t+ 75 dt:/ 204+V2
L 22t 2/, t2+ft

— %{m(tz i \/it)} = %(111(4) —In(1+Vv2))

Y N W S R (VP Rk VN N _
ek <1+\/§>21 ((1+ﬁ)(ﬁ—1)>21 (1tv2-1)
:ln(2 f—l).

14.5 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1
dt = — dt = In(at 1)
Lat2+1 2a | 1 at?24+1 2a [n(a * }
7
1

L
a a f

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.
De méme, on trouve B = 1.

* 2
/3 (tfl)(t72)dt:2/3 (t71)t72 dt_2/ ﬁ_ﬁdt

=2|In(t—2) - hﬂ(lt—l)]3 [h’(i:?)ﬁ

2 1 2 4
f2(1n§ 71n§> 72(ln§+ln(2)) 721n§.

14.7 a) Soit ¢t € [0,1]. Déja, on a

Donc, on calcule

1 1
4 1 1 1 2 —t\1! 1
/0 7t274dt_/0 (—t72——t+2)dt—{ln(Z—t)—ln(Z—i—t)}O—{ln<2+tﬂ0—ln§.

14.7 b) Soit ¢t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule
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14.7 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a t* + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et

Donc, on calcule

[

- _dt=
2+ 4t+3

1

N~ N~ N~

1

L
2

1

In

1
dt
t+1 t+3)

In(t+1) —In(t + 3)

l) zlln
3 2

[E—

7_1<;,;)
t+D(E+3) 2\t+1 t+3/)

J
[
(

14.7d) Soit t € [0, 5]. Déja, on a

Puis, on calcule

1 1
3 1 3 1 1
[t ()
0 t?—1 0 t_§ t+§
1 1 1_y 1
= —| In(X —¢) — In(t 1}3:7[1 2 °
[n( ) n(—|—2)0 4 . t+% 0
In :llnl.
45
14.8 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a
11 1 _ 1
2—a 2ya\t—+va t++a)
Donc, on calcule
‘1 1 a 1 Va—t Vva—a
— |1 —t) 4+ In(t } =—|1 =—1 .
/O t? —a zﬁ[n(ﬁ )+ In(t+ve) o 2 a[n<t+\/5>} 2va n<a+\/ﬁ>

14.9 a) Notons f la fonction définie sur R par f(z)

;aocton(
= — arctan
a a

[1

120
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14.11 On a
/2 _ dt = [1 arctan<t>} )
22 V2 v2 /],

= % <arctan(\/§) — arctan (é)) = % (arctan(\/i) + arctan (é) ) .

. R . . 1 ks
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que V& > 0, arctanx + arctan — = —. Donc, on a
T

14.12 a) On force le terme en = a apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 N N 4 . . N A, PPN . 2 . s 2
(z + a)”, ol a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

1
x2+x+1:x2+(2><5><x)+1

14.12 b) On procéde comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

2x273m+1:2(x2fg><x+%)

14.12 d) On trouve

2 2 2 3
ax2+a2m+a3:a(1:2+a;r)+a3:a<($—|—a> _a) +a3:a(x—|—g) +3i.

1 1 441
| et [ = oel -5
o 1+2t+t2 y (1+1)2 1+tlo 2

/0 1 0 1 2 1 .
7dt:/ 7dt:/ ——df (en posant 0 =t + 3)
Lt —1 (t+%)2+% 7%024_(?)2 ’
= l arctan 2—9 : = l arctan L — arctan| —
3 311 3 V3 V3
= i X arctan ! = am = 27
3 3 V3x6 3V3
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14.13¢) Ona

1 1 1/2
o 1—t+t 0 (t—1/2) +Z ,1/202_’_(@)

1/2 172
1 1
= 2/ ———df =2 [f arctan E} (avec a = @)
0 92+

V3 a alo
2
4
= — arctan

1
V3 V3 VB6 33

4 7 2

14.13 d) Déja, on a 6t> —5t+ 1= 6(t — %) (t — %), pour t € R. Donc,

1 1
1 1 1[4 1
/0 6t2-5t+1dt‘6/0 EBIED

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

14.14 a) On calcule

3 1 3 1 3 1 3 1
1 3t2+2t+ﬂdt: 3(t2 2t) o = 1\2 10 1dt: 1 1)\2 dt
-3 5 - NERRE] ~33(t+3) +F -3 ~33(t+3) +3

D! 1 i
— - [ ———do=arctan(l) = —=.
3/0 gy 190 = garetan(l) = 73

1 1 1

t—a)(t—(a+1) t—(a+1) t—a

Donc, on a

1 1
1 1 1
/t2 2a+ 1)t + a? dt_/(t 0t >dt
0 —2a+1t+a?+a 0 —(a+1) —a
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14.15 Déja, sit € [0,1], on a

1 71( 1 N 2—¢ )
1+t3 3\1+¢ 1—t+1t2)

1
1
Ensuite, on calcule : / ——dt = 1n(2).
o 1+t
oo 2=t —3(2t-1)+3
Et,onecrltzl_t+t2: T
Et, on remarque que
Yoo RE
7dt:[l 1—t+t } =1In(1) —In(1) = 0.
| 2w [ )] =) <)
1
1 2
Or, on a vu plus haut que/ ——dt = ——.
o 1—t+1t? 3v3

Donc, on trouve
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