Fiche de calcul n°31 030A

Groupes symétriques

Prérequis
Permutations, cycles, transpositions, décomposition en produit de cycles a sup-
ports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1 — Echauffement. o
On considere les permutations suivantes de Gg
({1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6
P=\2 43165 © 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pl. d) po ...l
b) o7t €) TP i
¢) OF . f) opo™t ...
Calcul 31.2 — Opérations sur les cycles. L

Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.

a) (ab)™ d) (abe)? oo,
b) (abe)™ ... e) (24513 ...,
) (13527)7 1 ......... f) (15237 .........

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Calcul 31.3 — Décomposition en produit de cycles a supports disjoints. 00
Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

a)12345678910
76 91 3 8 4 10 5 2

b)12345678910
39 10 1 7 4 5 9 8 ) e

¢) (1352)(2417)(58) wvrieiieiieiii,

d) 13)3214)B14)(214) ..o

€ (26)(4215)(32)(BL5) coriiii i
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Calcul 31.4 — Application aux calculs de puissance. 00

Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.
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Calculs de signature

Calcul 31.5 — Calculs de signature — niveau 1. o

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) (12)(B4)(56) cvvveeeieiiiiiaiiiiiinn. d) (1324)3%
b) (15324) v, e) (13)(267) 147312 ..o,
¢) (15324)7% o f) (13)26n@A7312) ...
Calcul 31.6 — Calculs de signature — niveau 2. 00

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) 12 3 45 6 7 8 9 10 o) 123 45 6 7 8 9 10

7T 6 913 84 1 5 2,7 34 718 9 10 2 6 5/,

b) 12 3 45 6 7 8 9 10 d) 123 4 5 6 7 8 9 10
321017 45 98 6/ 7 71 6 10 5 9 2 3 8 4) "

Réponses mélangées

123456 123456
1 (a cb) (72531)  id

1 6 5 4 2 3 41326 5
123456 123456

(13106 4)(5 7)(8 9) (142)(56)
6 4 325 1 6 3215 4

(1674)(253)  (ab)  (12753) (146235  (2154)

12 3 45 6
(12653 1 -1 1 -1 1

2 6 5 1 3 4
(174)(26810)(395) -1 (17)(24358) -1 1  (12)34)  (cba) 1
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Réponses
31.1 a) 123456 31.2Db) i (cba)| 3L4b)......ooii..
SWel41 03 26 5
31.2¢). ... (72531)] 3L4¢) ... (12653)
123456
31'1 b) (2 6 5 1 3 4) 312d) ................. (aCb) 314d) """" ‘(1674)(253)‘
T3 3 1 5 o BL2¢) i, @2154)] BLBa) .
3l.1c).. 3L.5b) ..o 1
) (6 4.3 25 1) 31.26)............. (12753) )
| | B1.5C) iniiiiiiii
1 23456 31.3a) |(174)(26810)(395)
31.1d).. (1 9 6 5 3 4) 31.5d) e
313b). [13106 9GN] 3150
311 123456
11 65 4 2 3 31.3¢) .o ((17)(24358)] 3156,
- (1 5 3 1 5 6) 31.3d) ... (12)(3 4) 31.6a) ..o
6 321 5 4 313¢) .. ... . (146235 316D
B1.6C) e 1
312&) ................... (ab) 314&) ......... (142)(5 6) )

Corrigés

31.1 a) Pour déterminer la permutation p_l, il suffit de lire de bas en haut la matrice représentant la permutation p.

Ainsi, la quatriéme colonne donne pfl(l) = 4, la premicre p71(2) =1, etc. Autotal p~' = (}1 ? 2 ;1 2 g)

31.1 c) Par définition, o(1) =4 et 0(4) = 6, ainsi 0 (1) = o(c(1)) = 0(4) = 6. On procéde de méme pour les autres
images et au total ol = ((13 i g 3 g ?)
BL1d) Par déinition, o(1) = 4 ot p(4) = 1, ains por(1) = plo(1)) = p(4) = 1. On procéc do méme pour les antres
images et au total po = (i ; 2 g g i)

31.1e) On procéde comme pour po pour obtenir op = <1 2 i j g g) Notons que po # op, ce qui n’est en
rien surprenant.

31.1f) D’aprés b), o '(1) = 2 et, d’aprés e), op(2) = 6, ainsi opo~ (1) = 6. On procéde de méme pour les autres

images et au total opo ™! = L 23 45 6.
6 3 2 1 5 4

178 Réponses et corrigés



31.2d) Notons o = (a bc). Ona o(a) =bet o(b) = ¢, dott 0°(a) = ¢. On obtient de méme o>(c) = b et o°(b) = a.
Au total, (a b ¢)> = (a ¢ b).

Remarquons que (a b ¢)> = (a b ¢) ™", ce qui était prévisible dans la mesure ou le 3-cycle (a b ¢) vérifie (a b ¢)® = id.
31.2¢) Notons o =(2451). Ona o(2) =4, 0(4) =5 et o(5) = 1, ains 6°(2) = 1. On obtient de la méme fagon
o®(1) =5, 0°(5) =4 et 0°(4) = 2. Autotal, (245 1)° = (215 4).

. . N -1
On pourrait aussi remarquer que o est un 4-cycle, ainsi 0° = o~ et on a donc

(2451)°=(2451)""=(1542)=(2154).

31.2 f) Puisque (1523 7) est un 5-cycle, ona (1523 7)* =(15237)", avec r le reste de la division euclidienne
de 42 par 5, & savoir 2. Ainsi (1523 7)* =(15237)*= (1275 3).

31.3 a) Notons o la permutation considérée et partons de ’élément 1. On a (1) =7, 0(7) =4 et 0(4) =1, d’ott un

premier cycle (1 7 4). On procéde de méme & partir d’un élément de {1,...,10} \ {1,4, 7}, par exemple 2, pour lequel
on ao(2) =6, 0(6) =8, 0(8) =10 et 0(10) = 2, d’ott un second cycle (2 6 8 10). On continue a partir d’un élément de
{1,...,10}\ {1,2,4,6,7,8,10}, par exemple 3, pour lequel on a o(3) =9, 0(9) =5 et o(5) = 3, d’olt un troisiéme cycle
(3 9 5). La réunion des supports de ces trois cycles étant {1,...,10}, la décomposition est terminée :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
( 6 9 1 3 8 4 10 5 2>_(174)(2681O)(395).
Rappelons que

(174)(26810)(395)=(174)(395)(26810)=(26810)(395)(174)= etc.

Bref, les cycles a supports disjoints commutent entre eux.

31.3 b) Notons o la permutation considérée et procédons comme & la question précédente. On a o(1) = 3, o(3) = 10,
c(10) =6, 0(6) = 4 et 0(4) = 1, d’olt un premier cycle (1 3 10 6 4). Ensuite 0(2) = 2 et le cycle (2) est donc omis. On a
enfin o(5) =7 et 0(7) =5, d’ou la transposition (5 7), et 0(8) =9 et 0(9) = 8, d’ou la transposition (8 9). En résumé

1 2 3 45 6 7 8 9 10
< L7 45 0 8 )(131064)(57)(89).

31.3c) Notonsp=(1352),0=(2417)et7=(58).0napor(l)=po(l) = p(7)="Tet por(7) = po(7) = p(2) =1,

d’olt une premiére transposition (1 7). Par ailleurs, po7(2) = po(2) = p(4) = 4 et on obtient de méme por(4) = 3,
po7(3) =5, po7(5) = 8 et poT(8) = 2, d’olt le cycle (2 4 3 5 8). Enfin po7(6) = 6 et le cycle (6) est donc omis. En résumé

(1352)(2417)(58)=(17)(24358).

1 2 345 6
a_(2 a1 6 5)_(124)(56).

Ainsi 6" = (1 2 "5 6)*" = (1 2 4)*(5 6)" = (1 4 2)(5 6), dans la mesure on les permutations (1 2 4) et (5 6)
commutent et sont respectivement un 3-cycle et un 2-cycle (47 = 23] et 47 = 1[2]).
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31.4 b)

31.5 ¢)

On procéde comme & la question précédente :

168
(1 ? i g ‘;’ g 7) =(165)"%27)'%34)' =idoidoid = id.

On procede toujours de la méme fagon :

168
(1 g g j ‘;’ g 7) =(16325)'%=(16325°>=(12653).

Puisque la signature est un morphisme de groupe a valeurs dans {£1}, une permutation et son inverse ont

méme signature, ainsi 5((1 532 4)_1) =¢£((15324)) =1, d’apres la question précédente.
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31.6 b) De la méme fagon,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . Y-

5<<3 5 1001 7 4 5 o 8 6))—5((131064)(57)(89))_( 1PN (~1)(~1) = 1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 81 4y _
31.6 ¢) 6(<3 4 7 18 9 10 2 6 5>)—6((137105824)(69))—( (-1 =1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . _ o qy3-1 a1 _
31.6 d) E((7 16 10 5 9 2 3 8 4)) =e((172)(410)(3698))=(-1)"""(-=1)(-1) =1
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