Fiche de calcul n°33 032A
Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

Les fondamentaux

Calcul 33.1 — Ensembles de définition. ()

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (x,y) —arcsin|e —y|....ooooiiii i

b) (z,y) —In(x) + /Y oo

c) (z,y) —

Calcul 33.2 — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

d) fi(z,y)—arctan(2x 4+ 1Y) oo

Calcul 33.3 000

Meéme exercice.

a) fi(zy)—=cos(T—Y) e

zy? .
d) f:(z,y) — 2+ 32 si(@y)# 0,0
0 sinon
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Composition de fonctions

Calcul 33.4 — Reégle de la chaine. 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(z,y) = 42> +3y*  avec {u IS UT VT TTTT IR
v = cos
u(t) = e*
b) f(z,y) =22 —y?> avec e
v(t) =e
9 9 u(t) = 3sin(2t)
¢ y) =x° —3zy + 2 avec ¢ . T L.
) fzy) == sy v {v(t) = 4 cos(2t)
Calcul 33.5 — Changements de variables. 00

Soient f € C*(R? R) et c € R*.

Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

Réponses mélangées

0
10, +00[ x [0, +00[ 8—£(m,y) = 2y cos(2zy — y) et a—y(w,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
A(f o) _10f (ut+v v—u 10f(u+v v—u 9
O (u7v)_§8_x 2 ' 92 +2_C(9_y 2 ' 92 {(xay)€R7$—1<y<$+1}
0 0 . 0
) = op20) et L =@t sine) e —2erye P —sytea
1) 6(fao 2 (r,0) = cos Gg—f(r cos B, rsin ) + sin Qg—f(r cos B, rsin )
r x Yy
2ett 4 o2t A(f o) _ . Of . of .
R 8fae (r,0) = —rsin 9%(;;05 0,rsind) + rcos Ga—y(r cos B, rsin b))
o) = —sintz = v) et (o) sino )
P T A N
r Y T 1 ey T oy Y T T 22+ y)2
%(w,y) = cos(e™) — xysin(e®™) e et a—y(x,y) = —2?sin(e™) ™
Lo =yt et Ly = v
27,2 2 3
vy —=) 2y .
PRIV ; 0,0 YAV ; 0,0
o =] Grp TEVEON jor | G 07200
0 sinon Y 0 sinon
a(focp)( )_lﬂ utv v—u) 10ffut+v v—u
gu YT 90y 2 7 2 2¢ Oy 2 7 2
{(z,y) € R?, y = 0}\{(0,0)} —72cos(4t) — 46 sin(4t)
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Fiche n° 33. Fonctions de deux variables

Réponses
5 200 {(LL‘,y)GRQ,xflgyngrl}
B30 D) 110, +00] x [0, o0
BB.LC) oot {(x.9) € B2 y > 0\ {(0,0)}]
B3 L ) i
Of () = of N s
B3 ) it 8m(x,y)f2x+yet ay(oz,y)f5y +x
Of (1) = et Y = 20 - _
33.2D) i a—x(m, y) = 2y cos(2zy — y) et By (x,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
O (o) = Of (o) = (a2, —
B2 0] e o (z,y) = (2zy,2x) et By (x,y) = (2%, —2y)
O oy — 2y 1
332 d) %(%y)_l—i-(%:—l—y)? et 3y(x’y)_1—|—(2x+y)2
B3 ) i %(:&y) = —sin(z —y) et %(@gy) = sin(z — y)
g — cocfelY) ; TY\ oTY g — 2 Y\ oTY
33.3D) i D (x,y) = cos(e®™) — zysin(e™) ™ et By (z,y) = —z“sin(e™)e
% — ¥ g — Y
B33 0 ettt D (z,y) =yz¥ " et By (z,y) =2YInx
20,2 2 3
vy —=7) 22°y ,
33.3d)............ g(z,y) = (22 + y2)2 si (z,y) # (0,0) et ﬁ(myy) _ @ 12 si (z,y) # (0,0)
0w 0 sinon %y 0 sinon
BB A i sin(2t)
4t | -2t
B34 D) e 20 e
ol _ o2t
BB C) it ’ —72 cos(4t) — 46 sin(4t) ‘
A(fop) _10ffutv v—u 19f (futv v—u
B35 8) e 5 (u,v) = 59s\ "2 " 2e 2 3y 5 o
A(fop) _10ffutv v—u 19f futv v—u
B35 8) i 5 (u,v) = 59z\ 9 5a + 2 9y 5 " 2a
I(f o) _,0f . . of :
335 Db) i 5 (r,0) = COSan (rcosf,rsinf) + sm6‘ay (rcos@,rsinf)
fop), . of | of |
33.5Db) . 50 (r,0) = —rsin 9%(7" cos @, rsinf) + r cos Ga—y(r cos B, rsinf)
Corrigés
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7]
33.2b) Calculons a—f(a:, y). Soit y € R. La premiére application partielle f, : ¢t — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et
x

fy : t — 2ycos(2ty — y). On obtient g(x, y) = fy(x) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en t = z.

ox
of 2 @ " - . ty®
33.3d) Calculons 32" On fixe a = (z,y) € R*. Sia # (0,0) alors la premie¢re application partielle en a est t — e
2 (42 2 2 20,2 2
(¢ —ty? -2t -
Sa dérivée est t s 2 (+y’) —ty , d’ou g(a) = M en évaluent en t = x. Reste a traiter le cas ou
(2 + )2 o (22 + 42)2

a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accroissement :

2-02
wer, Lm0 s00)_H 0 o
’ z—0 x x3 ’

33.4a) On pourrait simplement dériver w : ¢ — 4(sint)? 4 3(cost)?, mais ce n’est pas l'idée du chapitre. La régle de

la chaine donne : of (u(t), v(t))@ (t) + g(u(t), v(t)) @(t) = 8sintcost + 6 cost(—sint) = 2sintcost = sin(2t).
ox ot y ot
33.5 a) La regle de la chaine donne 8({92 %) (u,v) = g—i(gp(% v))%(u, v)+ g—gj(go(u, 'U))%(u, v), avec les notations
p1(u,v) = u JQF Y et p2(u,v) = 1)277u Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre I’équation des
c

ondes. En physique, on note abusivement = = 1 et y = 2.
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