Fiche de calcul n°28 0027A

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1 o

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et Y(0) =56 .oiiii

b) ¥ =y+1 et y(0) =5 i

) ¥ =3y+5 et Y(0) =1 coiiii

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 i

Calcul 28.2 00

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

b) Ty +2y=2 et y(7) = =1 e

¢) Y = VBY =6 et Y(0) =T oo

d) ¥=my+2 et y(m) =12 oo
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

Calcul 28.3 — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et Yy (0)=2 ..ccciiiiiiiiiiiii..

b) y” — 3y/ + 2y =0 et y(O) =1 et y,(O) =

c) v =3y +2y=0 et y0)=1 et 2(0)=3 ..ccooviiiiiiii ..

d) ¥" =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¢y (0)=31 ...coeviiiiiiiini..

Calcul 28.4 — Racines doubles, Racines simples.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥vV'—y=0 et y(0)=1 et y(0)=1 . cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn...

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoiiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=2 ..o,

d) v =2y +y=0 et y(0)=2 et y0)=1 ..coociiiiiiiiiiiiii..

e) ¥V +4y +4y=0 et y(1)=1 et y(1)==3 ...

Calcul 28.5 — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥YV'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .. .cooiiiiiiiiiiiii...

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et y(0)=—1 ..cccoviiiiiiiiiiiiii.

) vV'+2y +2y=0 et y0)=0 et y(0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiiiiiii...

d) v =2y +5y=0 et y0)=i et ¢y (0)=—i ..ccoiiiiiiiiiiiiiii..
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Réponses
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Corrigés

28.1 a) Notons yo 'unique solution de ce probléeme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne
y — 12y =0 est {x = Ae'? e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Ae'?”.

Alors, yo(0) = 56 = A. Finalement, yo : x — 56027,

28.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

y' —y =0est {x+— Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = u -+ 1 soit 4 = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, y0(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

28.1 ¢) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y —3y=0est {x e\ e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3y + 5 soit p = —5/3.
Ainsi, il existe X € R tel que yo : 2 — Xe* — 5/3.

, 8e** —5
Alors, yo(0) =1 = X\ — 5/3. Finalement, yo : £ = —————.

28.1 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

Yy —2y =0 est {x — )\621, S R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Ae”® — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : x — 9¢°” — 6.

28.2 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

—z/5

est {x — e , A E R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : © +— Ae /5.

Alors, yo(1) = e = Ae”'/®. Finalement, yo : z — 67/,
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28.2 b) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogéne

721/7, A E R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 04 2y = 2 soit pu = 1.

—22/7 + 1.

y/—i—%y:Oes‘c {x|—>)\e

—2x/7+2

Ainsi, il existe A € R tel que yo :  +— Xe + 1. Alors, yo(7) = -1 = e ? 4+ 1. Finalement, yo : x — —2e

28.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogeéne

y - \/gy = 0 est {x — /\e\/gz, NS ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/5,u = 6 soit

= ———. Ainsi, il existe A € R tel que yo : T+ Ae - —.

1% 75 que Yo NG
Alors, yo(0) =7 = A — —. Finalement, yo : z+— | — + 7 |e —.
Yo (0) 7 Yo (\/5 ) 7

28.2 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

2
y —my =0est {x — Xe™", A € R}. De plus, si x est une solution particuliére constante, alors 0 = 7 + 2e soit p = ey
T

2 2
Ainsi, il existe A € R tel que yo : 7 — e — i Alors, yo(m) =12 = TS
T

Finalement, yo :  — (12 + E)emﬂﬁ B %'
T T

28.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r + 2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 24+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait r°> — (2 4+ 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de

x

Iéquation est donc {x = Xe” 4 pue®™, (A, p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe’.
Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 2. Ce systéme se réduit en A\ +p =1 et p = 1. Ainsi, yo : z — e
28.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait 7> — (24 1) + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {x = Ae” + e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, ) € C? tel que yo : @ — Ae” + pue®”.

Alors, y(0) = A+ p =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A + u =1 et u = 0. Ainsi, yo : x + €”.
28.3 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait r° — (24 1)r 4 2-1). L’ensemble des solutions de I'équation
est donc {x = Xe” 4 pe®, (A p) € (C2}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : z — Xe” + pe’”.

2z x

Alors, y(0) = A+ =1 et y'(0) = A+ 2u = 3. Ce systéme se réduit en A +p = 1 et p = 2. Ainsi, yo : © — 2e** — .
28.3 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait > — (24 1)r +2-1). L’ensemble des solutions de ’équation
est donc {x — xe” + pe®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : = — Ae” + pe”.

Alors, y(0) = A4+ pu =1 et ' (0) = A + 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A +p = 1 et u = 3i — 1. Ainsi, yo : = —
(2 — 3i)e” + (3i — 1)e*".

28.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?>—1 = 0 dont les solutions

sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de ’équation est donc {x — e +pe” ", (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, p) € C*
tel que yo : & > Ae® + pe” ",

Alors, y(0) = A+p =1et y'(0) = X — u = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et u = 0.
Ainsi, yo : x — €”.

28.4b) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est > +3r+2 = 0 dont

les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (—=2) - (—1) = 2 et on reconnait 7> — (=2 — 1)r + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = XeT e, (A p) € CQ}. Ainsi, il existe (A, p) € C? tel que
—2x

Yo 1T — e T+ pe
Alors, y(0) = A4p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A\+p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo : @ — Te”* —5e ",
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28.4 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r’+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc

{:U = xe” 4+ pe ", (A p) € (CQ}.

Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe ™ >".

4 1
Alors, y(0) = A+u = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+ = 1 et —3p = 1. Ainsi, yo : = > gez — gefh,

28.4 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—=2r+1 =0 dont
la racine double est 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = (A4 uz)e®, (\,p) € CQ}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : @ — (A + px)e”.

Alors, y(0) = A =2 et y'(0) = A+ p = 1. Ainsi, yo : 2 — (2 — 2)e”.

28.4 ¢) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. I’équation caractéristique associée est r> +4r +4 =0 dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — A+ um)e%z, (M) e (Cz}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : & = (A 4 px)e .

Alors, y(1) = A+ p)e 2 =1 et ¢/ (1) = (—2X + p — 2u)e > = —3. Le systéme s’écrit A + pu = e® et 2\ 4+ pu = 3. 1l se
réduit en A + p = e” et A = 2e®. Ainsi, yo : z — (2 — z)e* .

28.5 a) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est

{x — Acosx + psinz, (A, u) € ]RQ}.

11 existe donc (A, u) € R? tel que Yo : T +—> Acosx + pusinz.
Alors, yo(0) =1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : « + cosx + 2sinz.

28.5 b)  Soit yo I'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r24+r+1=0. Les

2ir 1 3 B
résultats sur les racines de I'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = ~3 + ig et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogene est

{a:n—>ez/2()\cos \/2§x +Msin\/2§x>, (A ) E]RQ}.

1l existe donc (X, i) € R? tel que yo : « — e /2 (/\ cos + psin -

A V3 m( 3¢z 1 . 3:r>
COS —— Sin .

Alors, yo(0) =1 = Xet yp(0) = -1 = —3 + 5 K Ainsi, yo : z — e~

V3 \/§m>
5 .

28.5 ¢) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>4+2r4+2=0.
Le discriminant réduit du trinbme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, I’ensemble des solutions &
valeurs réelles de ’équation homogene est {x — e “(Acos(x) + psin(z)), (A, p) € RQ}. 1 existe donc (A, 1) € R? tel que

Yo : x e “(Acos(z) + psin(z)).
Alors, yo(0) =0 = X et y5(0) = 1 = —\ + p. Ainsi, yo : & — e~ " sin(z).

28.5 d) L’équation caractéristique associée est r?2—2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trindme vaut —4 et ses racines
sont 1 — 2i et 1 4 2i. Ainsi, I’ensemble des solutions de I’équation homogéne est {m — e” (/\emz + ,uef%:)7 (A ) € (C2},
1l existe donc (X, i) € C? tel que yo : & — €” ()\ezm + ue72iz).

Alors, yo(0) =i = A+ p et yp(0) = —i = (A + p) + (2i\ — 2iy). Le systéme réduit s’écrit A+ p =i et 4i\ = 2 — 2i. Ainsi,
-1 + ieZiz + 1 + ie—Qiz
2 2 '

En utilisant les formules d’Euler, cette solution peut également s’écrire yo : x — ie”(cos(2z) — sin(2z)).

Yo: T — e’
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